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1. Gram-Schmidt Algorithmus

Mit den Faktoren Q und R aus den Algorithmen und mit der Matrix Z ∈ Rn×n mit den
Einträgen:

Zij = 1 + min(i, j), 0 ≤ i, j < n

aus der Aufgabe 3 Serie 10 (Gram-Schmidt, modifiziertes Gram-Schmidt) schreiben Sie ein
Code, das die Matrizen R1, . . . , Rn aus der Vorlesung zur Umschreibung des Gram-Schmidt
Algorithmus als Multiplikation mit oberen Rechteckmatrizen berechnet. Verwenden Sie n = 4
und geben Sie Matrizen Rk und die Skalarprodukte der orthonomisierten Vektoren in jedem
Schritt aus.

Hinweis: Die folgenden Algorithmen (in Pseudo-Code) liefern eine QR-Zerlegung nach dem
Gram-Schmidt-Verfahren und dem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren: beide algoritmen
fangen mit R ≡ 0 und Q ≡ 0 an.

Gram-Schmidt:

v1 = A:1

R11 = ‖v1‖2
Q:1 = v1

R11

for j = 2, . . . , n do
vj = A:j

for i = 1, . . . , j − 1 do
Rij = Q:i

Taj
vj = vj −RijQ:i

end for
Rjj = ‖vj‖2
Q:j =

vj

Rjj

end for

Modifiziertes Gram-Schmidt:

for i = 1, . . . , n do
V:i = A:i

end for
for i = 1, . . . , n do

Rii = ‖vi‖2
qi = vi

Rii

for j = i+ 1, . . . , n do
Rij = qi

Tvj

vj = vj −Rijqi

end for
end for

2. Householder-Algorithmus auf die Rotationsmatrix

Wenden Sie den Householder-Algorithmus an auf die Rotationsmatrix D(φ) aus der Vorlesung.
Geben Sie eine geometrische Interpretation des Ergebnisses.

Bitte wenden!

http://metaphor.ethz.ch/x/2019/fs/401-1662-10L


3. QR-Zerlegung

Sei die Matrix A mit den Spaltenvektoren [1, 1, 1, 1]T und [−2, 0, 1, 3]T .

a) Berechnen Sie auf Papier die zwei Spiegelungsmatrizen, die die QR-Zerlegungvon A reali-
sieren und geben Sie die Faktoren Q und R an.

b) Berechnen Sie auf Papier die QR-Zerlegung von A mittels einer Spiegelung und zwei Dre-
hungen.

4. Konditionszahl

Für A ∈ Rm×n, m ≥ n, ist die Konditionszahl definiert durch

cond(A) =
max‖x‖=1 ‖Ax‖
min‖x‖=1 ‖Ax‖

. (1)

Sei A = QR die QR-Zerlegung von A mit R =

(
R̃
0

)
. Zeigen Sie, dass für die euklidischen Norm

gehörende Konditionszahl cond2 gilt:

1. cond2(A) = cond2(R) = cond2(R̃) ≥ maxi=1,...,n |rii|
mink=1,...,n |rkk|

2. cond2(ATA) = cond2(A)2

5. Zerlegung einer reellen Matrix

Es seien M ∈ Rn×n mit m ≤ n. Zeigen Sie:

1. Falls vTMv > 0 für alle v 6= 0 mit Gv = 0 und G ∈ Rm×n vollen Rang besitzt, so ist die

Matrix A =

[
M GT

G 0

]
invertierbar.

2. Falls M symmetrisch und positiv definit ist, existiert eine Zerlegung der Form[
M GT

G 0

]
=

[
L 0

GL−T RT

] [
In 0
0 −Im

] [
LT L−1GT

0 R

]
(2)

Wieviele Operationen sind zur Lösung eines Gleichungssystems Ax = b mit einer derartigen
Matrix nötig?
Hinweis: Cholesky-Zerlegung von M .


