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11.1.
(a) T ist linear. || - || x ist ein norm (&hnlich L*°). Sei f,(z) = % Wir haben,
dass || fullx — 0. Aber

T "

und dann

T(fn) — 00 #T(0)=0.
Somit 7" ist nicht stetig.

(b) T ist nicht linear. ||-||, ist ein norm, und dann wir haben ||| f|l, —[|gll,| < IIf —9gll,-
Wir fixieren fy € LP,e > 0, und sei 6 := ¢ > 0. Fiir alle f € LP mit || f — fo|, < ¢:

7)) =T = Mfllp = [Lfollol <WF = follp < =e.

Somit T ist stetig.

(c) T ist linear, und

= s 170, = s ([ippa) < s ([ irwpa)” =1

[ fllp=1 [ fllp=1 [ fllp=1

Mit Satz I1.7.1 T ist stetig. Wir bewiesen dass ||T|| = 1. Sei 0 < ¢ < 1 und
fe =& VPIi_. 5. Wir haben ||f.||, = (fll_a 8_1d$) Y. Ausserdem,

1 1/p 1—(1—¢g)pt! 1/p
— po—1 —
= () arae) = (Fp )
Bemerken Sie dass (1 —¢)P™ =1 — (p+ 1)e + O(£?), ¢ — 0. Somit
IT(f)llp =1+ O("?).

Wir schliessen dass
T > 1T (f)ll, =1+ O("?)

d.h. ||T'|| > 1, und wir haben ||T|| = 1.
11.2. Schritte 1. Wir annehmen, dass p endlich ist. Sei g, € £; mit g, / |g|, und
fn = g9 'signg. Dann f, € L” (u ist endlich) und

[ siin| = | [ gutusiengdn| < | [ 9fudn] < Cllfallr
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Aber

1ol = ([ s’

Weil 1 + = =1, wir haben p = - und dann

I fulle = llgnllta"
Somit
HgnH%q < CHgnH(};l

d.h.
1gnllze < C.

Mit Satz I1.3.1
lglle = Jim llgnllze < C.

Wir schliessen dass g € £°.

Schritte 2. Falls p o-endlich, sei Q; ~ Q und p()) < co. Mit Schritte 1, gy :=
glg, € L' und ||gi||z« < C. Mit Satz 11.3.1

lgllza = Him {[gx[ze < C.
— 00

11.3.
(a) LP N L7 ist ein Linearraum weil LP und L9 sind. || - || = || - ||, + || - ||4 ist eine
Norm auf LP N L2, weil || - ||, und || - ||, sind.

Sei eine Cauchy Folge (f,,) € LPNL?. Wir mussen zeigen, dass eine Funktion f € LPNLY
existiert mit || f, — f|| = 0. Wir haben

||fm - an = ”fm - anp + ||fm - anq

fir alle n,m € N. Dann
[ frn = fully < N fm = foll

und

[ frm = fallg < [ frm = full
Somit, weil f, Cauchy in LP N L7 ist, dann f, ist Cauchy in LP und in L?. Nach

dem Satz 4.11 (Fischer-Riesz) existiert f, € LP und f, € L? mit || f,, — f,||, = 0 und
1 = fallg = 0.
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Sei ¢ > 0 fest, dann existiert N € N, so dass

1fn = follp <&

fir alle n > N. Sei h(z) = 2P. Nach dem Satz 3.7 (Markov Ungleichung), wir haben

1 1
illfa = fol > e} < 5 [ 1fa = flPdu < e = <.

Somit f,, — f, p-stochastisch. Mit Satz 3.10, existiert eine Teilfolge f,, — f, p-f.i.

Fall ¢ < co. Ahnlich wie oben, f,, — f, u-stochastisch, und es existiert eine Teilfolge
frg = Jq it

Fall ¢ = o0. f,, — f, p-f.i0.

Folglich, f, = f, =: f, f € LP N L. Wir schliessen dass LP N L? ist eine Banachraum.
(b) Fall ¢ < oc.

Sei A € (0,1), so dass r = Ap + (1 — X\)g. Wir haben

LAl = [Afrdie= [ 1AP71710dp = (172109
Bemerkung Sie dass A + (1 — A\) = 1, und dann mit Satz 4.2, haben wir
LI = AP LA < P2l
= LI

d.h.
£ 1l < IR IFING .

A
Sei N = L e (0,1). Es ist klar dass (1 — A)g/r =1 — X weil (1 —X)g=1r— \p. Wir
r
schliessen
£l < WA A1l
Somit LP N LY C L".
Fall ¢ = .
Wir schrieben r = (r — p) +p. f € L. Somit

Jrdi= [1sr-rispan < W7l [ 15vdn

d.h.
LI < WA
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und

Al < AU A1
Sei A =p/r € (0,1). Somit
£l < WA
und LP N L C L".

(c) LPN LY ist eine Banachraum und ¢ ist eine lineare Abbildung. Wir miissen zeigen,
dass [|¢|| < oo.

Sei f € LP N LY mit || f|| = 1. Somit || fl, < 1 und ||f]l, < 1. Mit (b)
LAl < IFIpIAlG T < 1M =1,

Aber

lell = sup [[f]]:
IF1=1

und dann
el < 1.

Mit Satz I1.7.1, wir haben dass ¢ ist stetig.

11.4. Wir fixieren beliebiges ¢ > 0. Dann

{ch}:{ inf XTSC}:TG[L,J {X, <c}.

rel0,4NQ

X, ist F; messbar und mit Satz 11.1.9, {X, < ¢} € F;.

[0,¢] N Q ist abzahlbar, dann U,.cp gno{ X, < ¢} € F;. Mit Satz I1.1.9 Y ist messbar.
Wir kénnen bestimmen RI%*) = {f: [0, 00) — R} und dann X, (f) = f(u), u > 0.
Somit

2(f) = sup f(r).

rel0,t]

Wir fixieren ¢ > 0.

{Z2() < ¢} = NeeppyglXe < ¢} = Nrep{f: F(r) < e} ={f: f(z) <e Vo e0,1}.
Somit Z(f) ist F-messbar wenn {f: f(x) < ¢ Vx € [0,t]} ist F;-messbar.
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Ausserdem, mit Satz 1.11, existiert I C [0, ¢] abzahlbar, so dass wenn Z messbar ist,
dann ist {Z(f) < ¢} € 0(X;s € I). Sei X; : RO — R Mit Satz 11.1.18, Z ist
0(X,; s € I)-messbar wenn existiert g : R — R messbar und

Z =goX;

d.h.

{f: flz) <cVzel0,t]} ={f: g0 Xi(f) <c}.
Seit € I°und f: [0,t] = R, f(t) > ¢, und goX;(f) < c. Somit f € {f: goX;(f) < ¢},
aber f & {f: f(z) < cVx € 0,t]}.

Wir schliessen, dass 7 ist nicht F; messbar.
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