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11.1.

(a) T ist linear. ‖ · ‖X ist ein norm (ähnlich L∞). Sei fn(x) = sin(n2x)
n

. Wir haben,
dass ‖fn‖X → 0. Aber

T (fn) =
n2

n

und dann
T (fn)→∞ 6= T (0) = 0.

Somit T ist nicht stetig.

(b) T ist nicht linear. ‖·‖p ist ein norm, und dann wir haben |‖f‖p−‖g‖p| ≤ ‖f−g‖p.
Wir fixieren f0 ∈ Lp, ε > 0, und sei δ := ε > 0. Für alle f ∈ Lp mit ‖f − f0‖p < δ:

|T (f)− T (f0)| = |‖f‖p − ‖f0‖p| ≤ ‖f − f0‖p < δ = ε.

Somit T ist stetig.

(c) T ist linear, und

‖T‖ = sup
‖f‖p=1

‖T (f)‖p = sup
‖f‖p=1

(∫ 1

0
xp|f(x)|pdx

)1/p
≤ sup
‖f‖p=1

(∫ 1

0
|f(x)|pdx

)1/p
= 1.

Mit Satz II.7.1 T ist stetig. Wir bewiesen dass ‖T‖ = 1. Sei 0 < ε < 1 und
fε = ε−1/pI[1−ε,1]. Wir haben ‖fε‖p =

(∫ 1
1−ε ε

−1dx
)1/p

= 1. Ausserdem,

‖T (fε)‖p =
(∫ 1

1−ε
xpε−1dx

)1/p
=
(

1− (1− ε)p+1

ε(p+ 1)

)1/p

.

Bemerken Sie dass (1− ε)p+1 = 1− (p+ 1)ε+O(ε2), ε→ 0. Somit

‖T (fε)‖p = 1 +O(ε1/p).

Wir schliessen dass
‖T‖ ≥ ‖T (fε)‖p = 1 +O(ε1/p)

d.h. ‖T‖ ≥ 1, und wir haben ‖T‖ = 1.

11.2. Schritte 1. Wir annehmen, dass µ endlich ist. Sei gn ∈ E+ mit gn −→ |g|, und
fn = gq−1

n signg. Dann fn ∈ L
p (µ ist endlich) und∣∣∣∣∫ gqndµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ gnfnsigngdµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ gfndµ

∣∣∣∣ ≤ C‖fn‖Lp .
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Aber
‖fn‖Lp =

(∫
g(q−1)p
n dµ

) 1
p

.

Weil 1
p

+ 1
q

= 1, wir haben p = q
q−1 und dann

‖fn‖Lp = ‖gn‖q−1
Lq .

Somit
‖gn‖qLq ≤ C‖gn‖q−1

Lq

d.h.
‖gn‖Lq ≤ C.

Mit Satz II.3.1
‖g‖Lq = lim

n→∞
‖gn‖Lq ≤ C.

Wir schliessen dass g ∈ Lq.

Schritte 2. Falls µ σ-endlich, sei Ωk −→ Ω und µ(Ωk) < ∞. Mit Schritte 1, gk :=
gIΩk

∈ Lq und ‖gk‖Lq ≤ C. Mit Satz II.3.1

‖g‖Lq = lim
k→∞
‖gk‖Lq ≤ C.

11.3.

(a) Lp ∩ Lq ist ein Linearraum weil Lp und Lq sind. ‖ · ‖ = ‖ · ‖p + ‖ · ‖q ist eine
Norm auf Lp ∩ Lq, weil ‖ · ‖q und ‖ · ‖p sind.

Sei eine Cauchy Folge (fn) ∈ Lp∩Lq. Wir müssen zeigen, dass eine Funktion f ∈ Lp∩Lq
existiert mit ‖fn − f‖ → 0. Wir haben

‖fm − fn‖ = ‖fm − fn‖p + ‖fm − fn‖q

für alle n,m ∈ N. Dann
‖fm − fn‖p ≤ ‖fm − fn‖

und
‖fm − fn‖q ≤ ‖fm − fn‖

Somit, weil fn Cauchy in Lp ∩ Lq ist, dann fn ist Cauchy in Lp und in Lq. Nach
dem Satz 4.11 (Fischer-Riesz) existiert fp ∈ Lp und fq ∈ Lq mit ‖fn − fp‖p → 0 und
‖fn − fq‖q → 0.
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Sei ε > 0 fest, dann existiert N ∈ N, so dass

‖fn − fp‖pp < εp+1

für alle n ≥ N . Sei h(x) = xp. Nach dem Satz 3.7 (Markov Ungleichung), wir haben

µ{|fn − fp| > ε} ≤
1
εp

∫
|fn − fp|pdµ <

1
εp
εp+1 = ε.

Somit fn → fp µ-stochastisch. Mit Satz 3.10, existiert eine Teilfolge fnk
→ fp µ-f.ü.

Fall q <∞. Ähnlich wie oben, fn → fq µ-stochastisch, und es existiert eine Teilfolge
fn′

k
→ fq µ-f.ü.

Fall q =∞. fn → fq µ-f.ü.

Folglich, fp = fq =: f , f ∈ Lp ∩ Lq. Wir schliessen dass Lp ∩ Lq ist eine Banachraum.

(b) Fall q <∞.

Sei λ ∈ (0, 1), so dass r = λp+ (1− λ)q. Wir haben

‖f‖rr =
∫
|f |rdµ =

∫
|f |λp|f |(1−λ)qdµ = ‖|f |λp|f |(1−λ)q‖1.

Bemerkung Sie dass λ+ (1− λ) = 1, und dann mit Satz 4.2, haben wir

‖f‖rr = ‖|f |λp|f |(1−λ)q‖1 ≤ ‖|f |λp‖1/λ‖|f |(1−λ)q‖1−λ

= ‖f‖λpp ‖f‖(1−λ)q
q

d.h.
‖f‖r ≤ ‖f‖λp/rp ‖f‖(1−λ)q/r

q .

Sei λ′ =
λp

r
∈ (0, 1). Es ist klar dass (1− λ)q/r = 1− λ′ weil (1− λ)q = r − λp. Wir

schliessen
‖f‖r ≤ ‖f‖λ

′

p ‖f‖1−λ′

q .

Somit Lp ∩ Lq ⊂ Lr.

Fall q =∞.

Wir schrieben r = (r − p) + p. f ∈ L∞. Somit∫
|f |rdµ =

∫
|f |r−p|f |pdµ ≤ ‖f‖r−p∞

∫
|f |pdµ

d.h.
‖f‖rr ≤ ‖f‖r−p∞ ‖f‖pp
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und
‖f‖r ≤ ‖f‖(r−p)/r

∞ ‖f‖p/rp

Sei λ = p/r ∈ (0, 1). Somit
‖f‖r ≤ ‖f‖1−λ

∞ ‖f‖λp
und Lp ∩ L∞ ⊂ Lr.

(c) Lp ∩Lq ist eine Banachraum und ι ist eine lineare Abbildung. Wir müssen zeigen,
dass ‖ι‖ <∞.

Sei f ∈ Lp ∩ Lq mit ‖f‖ = 1. Somit ‖f‖p ≤ 1 und ‖f‖q ≤ 1. Mit (b)

‖f‖r ≤ ‖f‖λp‖f‖1−λ
q ≤ 1λ11−λ = 1.

Aber
‖ι‖ = sup

‖f‖=1
‖f‖r

und dann
‖ι‖ ≤ 1.

Mit Satz II.7.1, wir haben dass ι ist stetig.

11.4. Wir fixieren beliebiges c > 0. Dann

{Y ≤ c} =
{

inf
r∈[0,t]∩Q

Xr ≤ c

}
=

⋃
r∈[0,t]∩Q

{Xr ≤ c}.

Xr ist Ft messbar und mit Satz II.1.9, {Xr ≤ c} ∈ Ft.

[0, t] ∩Q ist abzählbar, dann ⋃r∈[0,t]∩Q{Xr ≤ c} ∈ Ft. Mit Satz II.1.9 Y ist messbar.

Wir können bestimmen R[0,∞) = {f : [0,∞)→ R} und dann Xu(f) = f(u), u ≥ 0.

Somit
Z(f) := sup

r∈[0,t]
f(r).

Wir fixieren c > 0.

{Z(f) < c} = ⋂
r∈[0,t]{Xr < c} = ⋂

r∈[0,t]{f : f(r) < c} = {f : f(x) < c ∀x ∈ [0, t]}.

Somit Z(f) ist Ft-messbar wenn {f : f(x) < c ∀x ∈ [0, t]} ist Ft-messbar.
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Ausserdem, mit Satz 1.11, existiert I ⊂ [0, t] abzählbar, so dass wenn Z messbar ist,
dann ist {Z(f) < c} ∈ σ(Xs; s ∈ I). Sei XI : R[0,t] → RI . Mit Satz II.1.18, Z ist
σ(Xs; s ∈ I)-messbar wenn existiert g : RI → R messbar und

Z = g ◦XI

d.h.
{f : f(x) < c ∀x ∈ [0, t]} = {f : g ◦XI(f) ≤ c}.

Sei t ∈ Ic und f : [0, t]→ R, f(t) > c, und g◦XI(f) ≤ c. Somit f ∈ {f : g◦XI(f) ≤ c},
aber f /∈ {f : f(x) < c ∀x ∈ [0, t]}.

Wir schliessen, dass Z ist nicht Ft messbar.
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