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12.1.

(a) Sei 7w die euklidische Topologie auf R und 72 die euklidische Topologie auf R2.
Wir betrachten das Mengensystem

E:={B(x,r) 2 €Q,reQ,},

wobei wir mit der Notation B(z,r) die offene Kugel mit Zentrum x und Radius r
meinen. Dann kann man jede offene Menge V' C R als abzahlbare Vereinigung von
Elementen von & schreiben. Somit erhdlt man 7 C o(&), also B(R) C o(€).

Weil offenbar £ C 7 gilt, folgt o(£) C B(R) und damit, dass

gilt, d.h. & ist ein Erzeuger von B(R).

Ferner gilt £ 3 B(0,n) /' R fir n — oo und, wenn wir
M :={E, x Ey: E;,E, € £}
setzen, dann erhalten wir nach Proposition III.1.5, dass
o(M)=0({E, x Ey: E\,Ey € &})=B(R) x B(R)
ist.

Wir bemerken, dass M C 7g2 ist; also ist (M) C B(R?). Ausserdem kann jede
offene Menge W C IR? als abzihlbare Vereinigung von Elementen von M geschrieben
werden. Deshalb erhalten wir 72 C 0(M), also auch B(R?) C o(M).

Wir schliessen

B(R?*) = o(M) = B(R) x B(R).

(b) Weil offenbar €, = Q, ist, folgt aus Eigenshaft 2.4, dass w; — K(wi, Q)
Ai-messbar ist, d.h. Q € D.

Seien nun A, B € D mit A C B. Dann sind nach Voraussetzung die Funktionen
W — K(wl, Aw1)

Wi = K(wl, Bwl)

Aj;-messbar.
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Wir fixieren w; € €y und beobachten die Identitét (B \ A),, = B., \ Aw,. Da K(wy, -)
ein endliches Mass und A,, C B,, ist, erhalten wir

K(wlv (B \ A)wl) = K(w17BUJ1 \Aw1)
= K(w1, B,,) — K(w1, Ay, -

Weil w; beliebig ist, folgt, dass die obige Identitat fir alle w; € €2y gilt. Da die

rechte Seite A;-messbar ist, schliessen wir, dass auch die linke Seite .4;-messbar und
B\ A €D ist.

Seien schliesslich Ay, As, ... € D paarweise disjunkt. Wie oben gilt nach Voraussetzung,
dass fiir alle + € N die Funktionen

Wy — K(wl, (Az)w1>

Aj-messbar sind. Ausserdem gilt fiir ein fixiertes wy

(U Ai) = U (A

Deshalb erhalten wir mit o-Additiviat von K (wy,-)

oo ur) ) loue )

Z wlv
=1
und wir sehen, dass wy — K (wl ien Ai) w1) Aj-messbar ist, d.h. U;ey A; € D.

Also ist D ein Dynkin-System.

12.2. Wir bemerken, dass f > 0 und stetig auf I3\ {(x,y, 2) : y = 2} ist. Ferner gehort
die Menge {f = oo} zu B(I®). Somit folgt, dass f B(I*)-messbar ist. Schliesslich
wissen wir, dass B(I3) = B(I) x B(I?) gilt (Aufgabe 1).

Der Satz von Fubini liefert deshalb

/13 flz,y, 2) dedydz = /1 (/12 flz,y,2) dyd,z> dr .

Fiir jedes x € I ist die Funktion (y, z) — f(z,y,2) B(I?)-messbar. Daher folgt noch
einmal nach dem Satz von Fubini, dass

/IQf(x,y,z)dydz:/I(/If(x’y’@dy) dz
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gilt. Sei z € [ fixiert. Offenbar hat die Menge {y : y = 2z} Lebesguemass Null. Daher
erhalten wir fiir jedes x € I

1
f%%zdyZ/ ——dy
~ﬁ ( ) Nz} Jy — 2
z 1 1 1
[
0 V—Yy+=z 2 Y — 2
=2/z +2V1 — 2.

dy

Deshalb folgt fiir jedes z € I

/2 f(z,y,2)dydz = /(2\/2—1-2\/1 —2)dz = i

I I

und g 8
J @y ) dedydz = [ f(@.y.2) dedydz = [ Zdo =<,

d.h. fist in L1(A\3).

Sei jetzt z € I und Y(2) := {y€1: [, f(z,y,2)dr = oco}. Wir behaupten, dass
Y (z) = {z} ist.

Offenbar gilt z € Y(z), weil man fir y = z erhalt, dass f(z,y,z) = oo fur alle x € I
ist, und somit gilt [; f(z,y, z) dz = cc.

Ist andererseits y # z, dann gilt f(x,y,z) = \/Il_\ fir alle x € I. Deshalb sehen wir,
Yy—z

dass

1 1
/If(xvyaz)dx:/lmdxzm<oo

gilt, d.h. y ¢ Y(2).

12.3.

(a) Sei X;: Q — Q,, i € I die Koordinatenabbildung. Wir zeigen dass, wenn X; o X;
ist messbar fiir alle ¢ € I, dann X; messbar ist.

X;0X;: Q= Qund X;0X;(w) = X; (w‘l) =w; = X;(w), i € 1. Somit X;0X; = X,
und dann X; o X; messbar ist.

Wir miissen zeigen, dass X; *(A;) € A. Wir haben (X; 0 X;)7'(A;) C (A) dh. X;'o
X, (A;) C A fiir alle i € 1. Somit X' (Uier X; 1 (A;)) € A. Sei N = Uier X, H(A).

7

Es bleibt zu beweisen, dass X;'(c(N)) C o(X; ' (N)). Es ist klar, dass X; (N C
o(X;HN)). Sei C := {A € 2V| X[ (A) € o(X;'(N))}. Man kann iiberpriifen, dass
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C ein o-Algebra ist und ' C C, X;*(C) C o(X; (N)) . Ausserdem, ist o(N) der
kleinste o-Algebra, der A enthélt, und damit folgt X; ' (c(N)) C o(X; (N)).

Und dann X; ' (0(Uier X; 1 (A))) C o( X7 (Uier X7 HA))) € A dh XA C A

(b) Sei Al,AQ € Z. Wir haben Az = Xil(Bz) fir Bz € AJi. Sei Bi = B1 X QJQ\JI
und B} = By x Q5. Dann gilt X1, (B)) = A,.

!/
Somit A; U Ay = X1, (B UB}) € Z.
Es gentigt zu beweisen, dass pu(A; U As) = p(Ar) + 1(Az2). Wir haben
p(ArU Ap) = M(Xfllng(Bi U By)) = H(Xfllqu(Bi) U XiluJQ(Bé))
= (X0 (B1) + (X505, (B3)) = p(Ar) + p(Ay)
wobei in der letzten Gleichheit wir haben der Konsistenzbedingung (3.2) benutzen.

(c) Sei G' = U o(fi;i € I). In der Vorlesung, wir haben das G’ C G
ICA, I abziahlbar

beweisen.

Es geniigt zu bewisen dass G’ ein o-algebra ist.

Sei {A;}jes € G', wobei J ist abzahlbar. Wir haben A; € o(f;;i € I;). Sei I = Ujez1;,
und dann [ abzahlbar ist. Somit o(f;;i € I) C G'.

Aber, Uje A; € o(fisi € I). Somit, Uje A; € G'.
() € G'. Es ist klar dass wenn A € G’, dann A° € G'.

Wir schliessen dass G’ ein o-Algebra ist.

12.4.

(a) Schritt 1. Es ist klar, dass (A x v)*(0) = 0.

Schritt 2. Sei ¢ C Cy C O x Qy. Sei & > 0 beliebig. Es existiert () B, x F, D Cy,
n=1
E,, F, € B([0,1]) mit

A X ) (Co) +e> > NE,)v(F,).
n=1
Aber dann gilt auch

UEnXFHQCQQCI

n=1
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und damit

i)\(En)y(Fn) > (A xv)"(Ch).
Weil € > 0 ist beliebig, hal;lgn wir
(A X )" (Cy) > (A xv)(CY).
Schritt 3. Seien Mengen C,, in 2°4*2 Wir miissen beweisen, dass

(A x ) (UC)<Z)\><V

Wir fixieren € > 0.
Fiir alle i > 0 existiert eine Folge (A7 x BY), so dass U, Al x B D C;, wobei
Al B! € B(]0,1]) und

(A x v)*(Ci) + o; = D AMADw(B]).

J

M‘m

Somit folgt

> (A xv)¥( 5>ZZ)\AJ

%

Ausserdem ist wegen ; Al x B! D C;, auch U, Al x B! D |J; C; und damit

> (A xv)¥( +€>ZZ)\A] (A xv)* (UO)

7

Wir schliessenm dass
(A xv)* (UC)<Z)\XV

und damit ist (A X v)* ist ein dusseres Mass.

(b) Sei A} C Oy, Ay C Q. Es gentigt zu beweisen, dass (A x v)*(A; x Ay) >
AA)v(A,).

Bemerkung: Fir A(4;) = 0, ist das Resultat klar (wenn 0 - co = 0).
Sonst ist A(A;) # 0 wir haben zwei Félle.
Fall 1 v(Ay) < oo oder (v(Ay) = oo und A, ist abzahlbar).

Wegen A, héchstens abzahlbar , habe wir Ay = {p1,...,py(a,)}. Sei € > 0; dann
existieren Mengen (E; x F;), so dass | F; x F; O A; x Ay und
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(A x V) (A1 x Ay) + 2 > 3 MEJv(F).

Wenn ein i, existiert, so dass v(F;,) = oo, dann ist (A x v)*(4; x Ay) = o0 >
)\(Al)I/(AQ)

Sonst ist v(F}) < oo fiir alle i < v(Ay), Fy = {p], ... ,p,.}. O.B.d.A und umnumme-
rieren, pu(F}) =1, F} = {pi}, UjL, F} = F;. Dann gilt UE; x F; = U;(E; x U; F}) =
U; U; Ei x FJ’ Wir haben:

U4 x {pi} C LJE < {pi}.
Und dann |
izj)\(Ei)V(F;) =;;>\(Ei) > j MAL) = (A1) v (Ay).
Somit |

(A x ) (A % Ag) + & > A(A)v(As)

fir alle e > 0, d.h.
()\ X V)*(Al X Ag) > )\(Al)V(AQ)

Fall 2 v(Ay) = oo und A, ist iiberabzahlbar.

Sei beliebiges Mengen F;, >°°, F; O Ay. Weil A, ist iiberabzéhlbar, dann existiert i
so dass Fj, ist tiberabzdhlbar d.h. v(F;,) = oco.

Somit A\(A1)v(Ay) = oo und (A x v)*(A4; x Ay) = o0.
(c) Seiy € [0,1] fest. Dann ist Ip(z,y) = Iy (x) fir alle 2 € [0,1]. Wir haben

[ Inte,p)Mde) = A({y}) = 0.

Somit folgt

//Ip(x,y)/\(dx)l/(dy) = /Ody = 0.

Jetzt sei x € [0, 1] fest. Dann ist Ip(z,y) = {53 (y) fir alle z € [0, 1]. Wir haben

[ (@ y)vidy) = v({a}) = 1

Somit

//ID(x,y)y(dy))\(dx) - / 1dx = A([0,1]) = 1.
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Bemerkunen Sie, dass [ [ Ipd(A x v) = (A x v)(D).

Sei (A, X B,) eine Folge von Rechtecken mit (s A, x B, 2 D. Sei xy € [0, 1] beliebig.
Dann ist (zg, z9) € Apy X Bpy, und g € A,, N By, und wir haben | 4, N B,, 2 [0, 1].
Somit existiert n, so dass \(4, N B,) > 0, d.h. A(4,) > 0 und v(B,) = cc.

Wir schliessen, dass
Z MA)v(B,) = o0
n=1

und

Axv(D)=(Axv)(D)=inf{oo} = 0.
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