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13.1. Für u > 0 benutzen wir die Identität

∫
t

0
e−ux sinxdx = 1

1 + u2 [1 − e−ut(u sin t + cos t)] . (1)

Offenbar ist die Funktion (0, t] × (0,∞) ∋ (x,u) ↦ ∣e−ux sinx∣ B(R2)-messbar. Wir
erhalten deshalb mit dem Satz von Fubini

∫
(0,t]×(0,∞)

∣e−ux sinx∣dxdu = ∫
t

0
(∫

∞

0
∣e−ux sinx∣du)dx

= ∫
t

0
∣ sinx∣x−1 dx

= ∫
1

0
∣ sinx∣x−1 dx + ∫

t

1
∣ sinx∣x−1 dx

≤ const + t <∞ .

Daher ist e−ux sinx in L1((0, t] × (0,∞), λ2) und der Satz von Fubini liefert nun

∫
t

0

sinx
x

dx = ∫
t

0
sinx(∫

∞

0
e−ux du)dx

= ∫
∞

0
(∫

t

0
e−ux sinxdx)du.

Mit Gleichung (1) bekommen wir

∫
t

0

sinx
x

dx = ∫
∞

0

du

1 + u2 − ∫
∞

0

e−ut

1 + u2 (u sin t + cos t)du

= π2 − ∫
∞

0

e−ut

1 + u2 (u sin t + cos t)du .

Wir bemerken, dass

∣∫
∞

0

e−ut

1 + u2u sin t du∣ ≤ ∫
∞

0
e−ut du = t−1

und
∣∫

∞

0

e−ut

1 + u2 cos t du∣ ≤ ∫
∞

0
e−ut du = t−1

gilt. Deshalb bekommen wir

lim
t→∞
∫

t

0

sinx
x

dx = π2

und sind fertig.
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13.2. Mit Satz 4.2 gilt ∥fg∥1 ≤ ∥f∥q∥g∥p. Wir haben

∥Tf∥p = (∫
R
∣Tf(x)∣pdx)

1/p
= (∫

R
∣∫

R
K(x, y)f(y)dy∣

p

dx)
1/p

= (∫
R
∥K(x, ⋅)f∥p

L1(λ(dy))
dx)

1/p

≤ (∫
R
∥K(x, ⋅)∥p

Lp(λ(dy))
∥f∥p

Lq(λ(dy))
dx)

1/p
= ∥f∥Lq(λ(dy)) (∫

R
∥K(x, ⋅)∥p

Lp(λ(dy))
dx)

1/p

= ∥f∥q (∫
R×R

∣K(x, y)∣pdydx)
1/p

= ∥f∥q∥K∥Lp(λ(dx)×λ(dy)).

Somit gilt
∥T ∥ = sup

∥f∥q=1
∥Tf∥p ≤ ∥K∥Lp(λ(dx)×λ(dy)) <∞.

13.3.

(a) Sei f, g ∈ F mit f ≤ g. Dann gilt h = g − f ≥ 0, h ∈ F . Weil J ist positiv, haben
wir J(h) ≥ 0 d.h. J(g − f) ≥ 0. Mit linearität, J(g) − J(f) ≥ 0. Somit, J(g) ≥ J(f)
und J ist monoton.

(b) Sei λ ∈ Λ, J1, J2 ⊂ Λ endlich, und J2 = J1 ∪ {λ}.

Wir haben, X−1
J1

(ΩJ1) = ΩJ1 ×ΩΛ∖J1 = ΩΛ. Ähnlich X−1
J2

(ΩJ2) = ΩJ2 ×ΩΛ∖J2 = ΩΛ.

Somit mit die Konsistenzbedingung, µJ1(ΩJ1) = µJ2(ΩJ2). Dann gilt

∏
j∈J1

µj(Ωj) = ∏
j∈J2

µj(Ωj).

Wir schliessen, dass µλ(Ωλ) = 1.

13.4. Für jedes n ∈ N gibt es eine Folge (fn(m))m∈N ⊆ F+ mit fn(m)↗ hn für m→∞.
Wir definieren für n ∈ N

g(1) = f1(1)

g(2) = f1(2) ∨ f2(2)

g(3) = f1(3) ∨ f2(3) ∨ f3(3)

⋮

g(n) = f1(n) ∨ f2(n) ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ fn(n)
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und bemerken, dass g(n) ∈ F+ ist. Nach der Definition von g(n) folgt sofort

g(n) ≤ g(n + 1) .

In der Tat gilt

g(n) ≤ f1(n + 1) ∨ f2(n) ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ fn(n)
≤ f1(n + 1) ∨ f2(n + 1) ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ fn(n)

⋮
≤ f1(n + 1) ∨ f2(n + 1) ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ fn(n + 1)
≤ g(n + 1) .

Daher gilt g(n)↗ für n→∞.

Wir fixieren s ∈ N. Dann gilt für n ≥ s fs(n) ≤ g(n) und somit erhält man

hs ≤ lim
n
g(n), s ∈ N .

Darum folgt h ≤ limn g(n).

Andererseits ist klar, dass

g(n) ≤ h1 ∨ h2 ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ hn = hn (2)

gilt. Deshalb bekommen wir limn g(n) ≤ h und somit Gleichheit.

Nach der Definition von J∗ folgt, weil g(n) in F+ ist, dass

J∗(h) = sup
n
J(g(n)) = lim

n
J(g(n))

gilt. Wegen der Monotonie von J∗ und aus (2) bekommt man

J(g(n)) = J∗(g(n)) ≤ J∗(hn)

und somit J∗(h) ≤ limn J∗(hn) gilt.

Schliesslich gilt für jedes n ∈ N noch wegen Monotonie J∗(hn) ≤ J∗(h) und wir sind
fertig.

21. Mai 2019 3/3


