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5.1. Wir betrachten die offenen Mengen
Anei={z eR: || <n, |f(z)] <27} .
Wir kénnen A, . darstellen als

An,e = U ]k,n

keN

mit Iy, := (agp, brn) offenen und paarweise disjunkten Intervallen,
bk,n > Ak, k,n € N.

Dann gilt

< AU )
< i (sup f(z) — inf f(x)) )
k=1 \z€lj., €l

wobei wir benutzt haben, dass f stetig ist; also ist das Bild wieder ein Intervall. Daher
bekommen wir mit dem Mittelwertsatz

)‘ (f(An,s)) S Z 27n€<bk,n - ak,n) = 27”8 Z(bk,n - ak,n)
k=1 k=1 (1)
=2""eN(Ap.) < 27" 2n = 2" ""ne,

und
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wobei wir (1) benutzt haben. Wir schliessen A\(f(A)) < 4e fiir alle ¢ > 0 und sind
fertig.

5.2.

(a) R\ F ist eine offene Menge. Somit existieren paarweise disjunkte Mengen {(ay, bx)}
mit R \ F = G (ak,bk). Sei hk : [ak,bk] — R, hk(ak) = f(ak), hk(bk) = f(bk) Das ist
k=1

wohldefiniert weil ay, by € F. Fiir alle z € la, by] definieren wir

(f (bi) — f(ax)).

b, — x T — ay

hi(r) = flag) +

bk — ag
Damit ist hy stetig fiir alle k& > 1.

T — Qg

for) = f(ax) +

bk—(lk bk—ak

Sei g : R — R gegeben durch
flz), veF
g(x)z{ @)

hk(llf), S [ak,bk]
Es ist klar dass g wohldefiniert ist. g ist stetig, weil hy und f stetig sind und
Jim g(2) = lim f(z) = f(ar) = lim hy(z) = lim g(2),
und analog fiir by.

(b) Sei¢: C' — [0, 1] die Cantor-Funktion mit

b(z) = i > F (),

% T
wobei ©(0) =0,9(2) =1lund z = ¥ 3—: € C, x # 1. Wir erlauben nicht eindeutige
k=1
Erweiterungen, so dass x = 37" = § 2.-37FeC.
k=n+1

Weil C' eine abgeschlossene Menge ist, existiert eine stetige Funktion ¢: [0,1] — [0, 1]

mit
~ Y(x), vel
az) = )
hk(x), T € [ak,bk]
wobei die Funktionen hy, definiert wie in (a) sind. ¢ ist stetig auf C, weil C' aud

lauter isolierten Punkten besteht. ¢ ist stetig und monoton, weil ©» monoton ist. Sei
x € (3™ 2-3™) ¢ C; dann ist

2:3"—x r—3"
= — (3"
3fn w< ) + 37n

b(x) B(2-37) =27,
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Fir z = %3*" gilt

S SO

Wir schliessen, dass ¢ nicht Lipschitz ist, und f =1, A = C geniigt.

Wir miissen zeigen, dass |¢(x)| < 1 fiir alle z € [0,1]\ C. Sei € C, so dass existiert
k mit x +37% € C und (z,z +37%)NC = 0. Somit ist ¢(z) = (x + 37F), sonst
Y(z+37%) —4p(x) > 27%. Dann, sei 29 =2 +2-37% € C und zg € (z,2 +37%). Wir
haben 1 ist konstant am (z,z + 37%) und ¢/ (z) = 0 fiir alle 2 € [0,1] \ C.

Bemerkung
e Wir bezeichnen ) auch als die Teufelstreppen-Funktion.

e ¢y = F, wobei F die Verteilungsfunktion auf ¢ des Cantormasses pic ist.

5.3.

(a) Sei (Ej)ren eine Folge von Lebesgue-messbaren Mengen. In Serie 2 haben wir
bewiessen, dass
A(lim inf £, ) < liTEIl)ioI.}f/\<En), wobei

liminf F,, = U ﬂ E, = lim ﬂ E;.
oo neN k>n oo k>n
Sei a € R beliebig, und Ey, ={z € D : fi(z) > a} fir alle k£ € N. Somit
liggglf E, = lim ﬂ By

n—00
k>n

= lim N{zeD: fi(x) > a}
k>n

o{xeD: f(x)>a}.
Wir schliessen dass A({z € D : f(z) > a}) < liminf A(E,).

(b) Ein analoges Argument gilt fir Ey, = {z € D : fi(z) < a}.

(c) Seien D =(0,1], f(z) =1 und f,(z) =1— 1 fiir alle € D. Somit f,(z) — f(z),
n — oo fir alle z € D. Aber

Mz eD: folx) 21}) =0

und
AM{zxreD: f(x)>1}) =1.
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5.4. Wir zeigen die p-fast Messbarkeit von f(z) := F(x,u(x)) in zwei Schritten.
(a) Wir nehmen zunéchst an, u sei eine Treppenfunktion, d.h. u = Zi]\il a;l 4, mit
a; € R, A; € G in B(R™). Sei A C R offen. Es gilt
fHA) ={2x € G: F(z,u(z)) € A}
=UJ{reG:ux)=rF(z,r) e A}

reR

= % (FCr AN ()
= U (F( ) (A) nu(a) -

=1

Nach Voraussetzung ist F(-,r) Borel-messbar, d.h. F(-,a;)"'(A) € B(R"™) fiir alle a;.
Zudem ist u~!(a;) = A; € B(R™). Daher ist f~1(A) € B(R") und f Borel-messbar.

(b) Sei u messbar. Nach Satz 1.17 existiert eine Folge (uy)gen von Treppenfunktionen
mit klim uk(x) = u(zx) fir alle z € G.
—00

Die Menge N’ := {z € G : F(,-) nicht stetig} ist nach Voraussetzung Teilmenge
eines N € B(R") mit pu(N) = 0. Setze f : G — R,

5 | F(z,ug(x)), ©¢ N
f’f(“”)‘_{ ' 0, 7€ N.

Fir A C R offen zerlegen wir
Fit(A) = (F(ou(-)HA) NG\ N) U (071 (A) N N),

und damit ist f, Borel-messbar. Da F(z,-) fiir + ¢ N stetig ist und fr(x) = 0 fir
x € N, konvergiert f; punktweise gegen

Also ist f als Grenzwert Borel-messbarer Funktionen wieder Borel-messbar.

Ausserdem gilt { f#7f } C N und wir sind fertig.
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