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6.1. Wegen

/fdﬂ‘ =/|f|dﬂ

ist entweder [ fdu = + [|f|du oder [ fdu = — [|f|du. Nehmen wir an, es gelte
ersteres. Hatte die Menge

N=A{zeQ: f(z) = —[f(x)| # 0}

positives Mass, so gélte

[ rdn= [ rivap+ [ fiveap= [ =\flivdu+ [ 1f1Ixedu < [ |flag.

im Widerspruch zur Annahme. Also gilt f > 0 p-f.i. Den Fall [ fdu = — [ |f|du zeigt
man analog.

6.2.

(a) Zur Erinnerung: falls f messbar ist, dann sind auch f*, f~ und |f| messbar.
Ausserdem gilt

f=f"=f", [f>0,f >0
und
fl=f"+f".
Zuletzt gilt
fge&l, f<g=1I1(f)<I(g). (1)

1) = 2) Es gilt |f|, f*, f~ € & und offenbar |f| > f* und |f| > f~. Aus der
Gleichung (1) folgt

[rdu< [1f1du < oo,
[1an< [If1an <o,

und wir sind fertig.

2) = 1) Weil

[1ldn= [+ ydp= [ £ dut [ 5 dp < o
ist, folgt die Behauptung.
1) & 3) Da ||f|| = |f] gilt, sind wir fertig.
2) = 4) Offenbar geniigen hy := f* hy := f~.
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4) = 5) Wir setzen g := hy + hs € Zl(u) und bemerken, dass g > f* + f~ = | f|
gilt.

5) = 1) Das folgt aus der Gleichung (1) und wir sind fertig.

(b) Offenbar kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass f > 0 und f(z) < oo ist. Deshalb
konnen wir f mit einer Folge (f,,), € &4 mit

fn(w> a f(LO), Yw € Q

approximieren. Wir konnen auch die f,, in einer Normaldarstellung schreiben und

erhalten
L(n)

flw) = >~ ai(n)La ().

i=1

Definitionsgemass gilt deshalb

L(n)

[ fudse =Y di(m)i (A1) = df, (n).
i=1
wobei i, als der endeutige Index mit x € A; (n) bestimmt wird. Es ist jetzt klar, dass

[ b = af,(0) = fule)

Nach Voraussetzung gilt f,(z) ~ f(z) und deshalb erhalten wir definitionsgemass
das Integral

[ 1o, = fz).

Wir folgern, dass genau dann f: Q — [0, 0] in ok (p) ist, wenn f(z) < oo ist.

6.3.

(a) Sei £k : N - QnN[0,1], n — k(n) eine Bijektion von N nach Q N [0,1]. Wir
definieren g, : [0,1] — R fiir n € N als

() :{ (1] iilrllztm e {k(1),k(2), ... k(n)},

Offenbar ist fiir jedes n die Funktion g, Riemann-integrierbar auf [0, 1] mit

/Olgn(x) dx =0
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und daher ist lim,, [ g,(z) dz = 0.
Ausserdem gilt fiir alle z € [0,1) und n € N
0 < gn(#) < gunr(@)

Zuletzt gilt fiir alle x € [0, 1]

lim g, (z) = Ignjo,) (%) = goo ().

Behauptung: ¢.. besitzt kein Riemann-Integral auf [0, 1].

Seien (xy)}_, eine Zerlegung von [0,1], 20 =0 < 21 = % < o < Ty = "T_l <z,=1
und & € [xg, Tpy1), 0 <k <n-—1.

Fall § € QN [0,1], Vk:
n—1
Z Goo (&) (g1 — ) =1
k=0

Fall £ € Q°N [0, 1], Vk:

ni oo () (Thr1 — ) = 0
k=0

Somit go, besitzt kein Riemann-Integral auf [0, 1].

(b) Sei

2", 27 < gp < 27

fn(x) = {
0, sonst

Es ist klar, dass f, € £, fir allen > 1.

Behauptung 1: [q) fudA =1, n > 1.

Wegen f, € £, gilt

fodX=0-X((0,1)\ [27, 27" ) + 27 A([27™, 27" ).

(0,1)
Somit i) fudA = 27 27" = 1.
Behauptung 2: lim f,(z) =0 fiir alle z € (0,1).

Sei e > 0 und z € (0,1). Es existiert k € N, so dass 2" < z < 271 fi(z) = 2%,
Nehmen Sie N =k + 1 (d.h. > 27% > 27%71); dann ist f,(z) = 0 fiir alle n > N.
Somit |f,(z)| = 0 < e. Wir schliessen, dass lim f,(z) = 0 fir alle 2 € (0, 1).

Ein anderes Beispiel: Beachten Sie f,(x) = nl(o 1] (x).
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6.4.
(a) Es ist klar, dass v(FE) > 0 fiir alle £ € A und

V() :/fdu:/flmdu:/()duzo.
1]

Seien (E,) paarweise disjunkte Mengen in A und f, = fIUZ_1 p, fir allen > 1.

Dann sind f,, € £ und f, ~ fIU B € &L . Also gilt

V(U En> = [ sau

neN

o B
neN

- /fIUnENE”dM

= T}Lngo/f]UZ:1 g, dp, mit Satz 2.9

= Jim [ /3 I

— lim kz_:l / I, du, mit Satz 2.4

= Jlim 3 [ s

Il
(]
37—
—
U
=

Also ist v ein Mass.

(b) Seige &, dh. g= i agla,, A € A, ar, > 0. Dann ist
k=1
/gdz/ = ZakV(Ak) = Zak/fdﬂ
k=1 =14
=S [ fladp= [ 13 acladp= [ Fodp
k=1 k=1
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Ist g € €7, dann existieren g, € £ mit g, ~ g und r}grgo gn = g. Somit ist klar, dass
nhjglo fon = fgund fg, ~ fg. Also erhalten wir dann,

gdv = lim [ g,dv, mit Satz 2.9 fur v
n— oo
= lim / Jgndp

= /fgd,u, mit Satz 2.9 fir p.

(c) v(E) = [ fdu= [ flgdp und fIg =0 p-fi. wegen p(F) = 0. Mit Lemma 2.21
E
fIg = 0 p-fast, wir haben dass [ fIgdu =0, d.h. v(E) = 0.
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