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7.1.

(a) Weil nach Voraussetzung f, > ¢ p-f.i. gilt und f, und g beide messbar sind,
erhalten wir, dass die Menge

K, = {fn < g}

eine p-Nullmenge ist. Wir betrachten die messbaren Funktionen
ha(w) = Igg (W) fo(w) + Ik, (w)g(w)
und bemerken, dass fiir alle w € Q2
hn(w) 2 g(w)
gilt. Nach Satz 3.2 erhalten wir deshalb
/ lim inf £, dy < lim inf / hy dpi
Weil p(K,,) = 0 ist, konnen wir schreiben

[ hudis = [ T fudp

= [T fu + T, fu)

— [ fudn

/ limninf hy dp < limninf / fodp.

Wir betrachten die Menge K := N K und bemerken, dass p (K°¢) = 0 gilt. Falls
ausserdem w € K ist, dann gilt h,(w) = f,(w) fiir alle n € N. Wir schliessen
liminf, h,(w) = liminf, f,(w) p-fi. und

und erhalten somit

ﬁ%mm@:ﬁmmh@.
Die Aussage folgt sofort.
(b) Wir betrachten fiir n € N die Funktionen

(@) = —I(—oo,-m)(2)-

Offenbar gilt f,(x) 0 fir alle x € R. Andererseits gilt

/fndx: —00
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und daher kann die Formel
/(m%m£ﬂ>du§hgﬁﬁ/ﬁﬂu
nicht gelten.

Anderes Beispiel:

fn = —n[[071/2] + n[(1/271] hat llIl'}’Llnf fn = —OOI[OJ/Q] -+ OOI(1/271} und fol fnd/\ = 0.

k
7.2. Sei 0, eine Zerlegung von [a, b], so dass z = a + 27(() —a), wobei 0 < k < 2™,

Dann gilt
b—a?=l
Mn = sup f(l')
2n ,;0 Tk <w<rpan
und

b— a2zl

m, = > inf  f(a).
A

—o Tk <zr<TRi1

Aus der Annahme haben wir, dass

dr = inf M, = n-
/[a,b]f(x) v = inf supm

neN

Ausserdem bezeichnen wir

Mnk = sup f(l’)
T <r<Ti1
und
= inf .
MMk T S»}ngkﬂ f(x)

Seien f,(z) = Mpy, © € (zg, Tpp1] und fo(2) = mpk, © € (Tk, Tpy1). Somit

/ Tod\ = M,
[a,b]
und
fnd\ = m,,.
[a,b]
Es gilt fi < fo <---, fi € £}(\) und dann haben wir mit Satz 3.1, dass
Ju(z) = [(2) < f(2)

und

supm, = hHlﬂ%LZL/ lim fudh= [ fdx.

nGIN) n—oo [a,b] M0 I [a,b] !
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Ahnlich fir f, - B

fulz) = fx) = f(2)
und
inf M, = lim M, :/ fdA.
neN n—oo [mb]
Wegen
f—£fdx=0
S, =D
und f — f > 0 folgt f = f AMfast iiberall. Weil f(z) > f(z) > f(z), schliessen wir
dass f = f = f Afast iberall. Somit ist f Lebesgue-messbar und
= [ Far= lim M, = z)da.
/;ﬁ}f hﬁ]f oo hb]f( )
7.3.

7tn - ,t
(a) Sei (t,) eine Folge, so dass t, — to € [a,b] und h,(x) [z, tn) — f(, o)
haben

. Wir
t, —to

af :
E(ﬂf,to) = lim hn(x).

Weil o existiert, ist f(x,-) stetig fiir jedes x € X. Somit existiert mit den Mittel-
wertsatz ein £ € [to, t,] mit

o)l < 5760 < s |5

tela,b]
Sei F(t) = [y f(z,t)du. Mit Satz 3.4 haben wir
: () - of
P = Jim SO i [ i [ St
(b)

) fn ist stetig fiir x € [0,1]. Also ist f,, Lebesgue-messbar und beschrankt. Ist
R s 3 l&

x =0, so gilt f,(z) =1, und wenn x € (0, 1], dann gilt f,(z) — 0, n — oco. Sei
f(z) =0 fir alle z € [0, 1]. Somit f,(z) — f(x) p-fast iiberall

Ausserdem, |f,(z)] <1 € L'N) (I+nz<(1+2)"=1+nz+2Zx+
Satz 3.4

). Mit
/Olfnd/\—>/01fd>\:0.
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2) Sie miissen hier sehr vorsichtig sein ... f,, ist stetig fiir € (0,1] und f,,(0) = 0.

Also ist f,, Lebesgue-messbar. Fiir jedes n, ist f,, beschrénkt auf [0, 1]. Ist x =0
gilt f,(z) =0, und wenn z € (0, 1], dann gilt f,,(z) — 0, n — oco. Wir mé6chten
g finden, so dass |f,(z)| < g(z) € Zl(/\). Aber das ist nicht méglich fir alle z.
Wir berechnen

() = n*z? 4+ (n —n®z?)logx +n
" (1 + n2z?)? '

Wir mochten eine kritische Punkte o finden so dass xy € [0, 1/n]. (Magic!)
Sei gn(7) = n®z? + log z(n — n®z?) + n.
g, (z) =2zn(1 —logz) + ﬁ(1 —n*z?) > 0, fiir alle z € [0, 1/n).
T

Weil ¢,(0) = —oo und ¢,(1/n) = 2n, g, aufsteigend, mit Zwischenwertsatz,

1
existiert ein eindeutiges x¢ € [0,1/n] mit g,(zo) = 0. Fir z; = . gn(x1) =
n

on  3n _ . :
— — —log2n. Somit g,(z1) < 0 fur alle n so dass log 2n > 5/4. Damit

4 4
c 1 1
o on’ nl|’

Und dann hat f, ein kritische Punkte: x = zq €

11
2n’ n|
Fir z € [0, z0], f/, <0 (g, < 0) ist und damit ist f,, absteigend. Sonst ist f! > 0
und f, ist aufsteigend fiir x € [z, 1/n]. Somit zg ist eine lokal Minimum fiir f,.
Wir merken, dass fiir x = 1/n f,(1/n) = —log /n sehr schlecht ist.
IDEE: Betrachten Sie die Mengen N,, = {x > 1/n} und N£.
Jn= ntNn + ntNTCL-
Falls z € N,:

nrlogz| n(-z)logx —logx < logn

1+n222] 14+n222 — 14+n222 " 1+ n222

Somit
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0</|fn][Nd)\</ loem o

1/n 1+ n2x?

Wir berechnen jetzt [ f,Incd\. x €

11
—, ] ist ein Minimum fir f,Iyc, und
2n'n "

dann,

’fn‘IN,Cz S log n4/5'

Somit

log n#/?
& — 0

1/n
0 §/|fn|INgd>\ S/ log n*/°d\ = -
0

Wir schliessen, dass

1
/ Fod\ = /ntNnd)\ + /ntNﬁdA S 040=0.
0

7.4.
(a) Offenbar ist ¢..A eine o-Algebra. Wir miissen zeigen, dass ¢.pu ein Mass ist.

Offenbar gilt
¢up1(0) = u(o~(0)) = u(0) = 0.
Seien (B;)ien C ¢..A paarweise disjunkt. Es gilt

g (08 ol

=Y e (B %

1€N

weil auch ¢~1(B;) paarweise disjunkt sind.

(b) Sei V' C 2Y eine o-Algebra, so dass ¢ A-)’ messbar ist. Dann gilt fir B € )’

¢'(B)e A
und deshalb ist B € ¢,A4, d.h. ' C ¢, A
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(c)

f:Y — [—o00,00]ist ¢, A-messbar < YU € B(R) : f1(U) € ¢,.A
WU ¢~ (f1(U) € A
S VU (fod)™'(U) e A
< fo¢ A-messbar.

(d) Sei f(y) = Ip(y) mit B € ¢,.A. Dann gilt

| £0) duw) = [ Loy (@) du(w) = p(o™(B)
= 6uu(B) = [ Is(y)do.p(y)
=Lﬂwwmm.

Nach Linearitat gilt die vorherige Formel auch, wenn f eine nicht negative Treppen-
funktion ist.

Im allgemeinen Fall kénnen wir eine Folge (f,), von Treppenfunktionen mit

0< fuly) /~ fly), YyeY

finden. Somit gilt 0 < f,.(¢(w)) 7 f(¢o(w)) fur alle w € Q. Nach dem Satz von
Beppo-Levi erhalten wir

| £@) du(w) = tim [ £.(6()) du(w)
ﬁyﬁn@mww
ZLJ@M@MM

und wir sind fertig.

(e) Wir bemerken, dass f o ¢ A-messbar ist, weil ¢ A — Y-messbar ist. Ausserdem
gilt fir alle B € Y

¢x1(B) = n(¢~'(B)).
Wie in Punkt d) erhalten wir die Aussage.
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