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8.1. (2)⇒(1) Sei ε > 0, M = supγ∈Λ
∫
G(|fγ|)dµ <∞ und a := M/ε. Wegen

G(t)/t→∞

gibt es ein c > 0 mit G(t)/t ≥ a für t ≥ c.

Wir fixieren γ, f := fγ. Sei Aγ,c = {|f | ≥ c}. Dann ist |f(x)| ≤ (G ◦ |f |)(x)/a für
x ∈ Aγ,c und damit

∫
Aγ,c
|f |dµ ≤

1
a

∫
Aγ,c

G(|f |)dµ ≤
1
a
M = ε

und
sup
γ∈Λ

∫
Aγ,c
|fγ|dµ < ε.

Wir schliessen, dass
lim
c→∞

sup
γ∈Λ

∫
|fγ |≥c

|fγ|dµ = 0.

Mit Remark 3.1 ist also (fγ)γ∈Λ ist gleichmässig integrierbar.

(1)⇒(2)

Sei G(t) =
∫ t

0 g(t)dt.

Wir müssen eine wachsende Funktion g finden, so dass g(t)→∞, wenn t→∞.

Es genügt g =
∞∑
n=0

gnI(n,n+1) zu finden, wobei g0 = 0. Sei f = fγ und

an(f) = µ({|f | > n}).

Somit∫
G(|f |)dµ ≤ g1µ({1 < |f | ≤ 2}) + (g1 + g2)µ({2 < |f | ≤ 3}) + · · · =

∞∑
n=1

gnan(f).

Wir müssen also (gn) finden, so dass gilt

sup
γ∈Λ

∞∑
n=1

gnan(fγ) <∞

und gn →∞ für n→∞. Dieses impliziert, dass

G(t)/t→∞

und
sup
γ∈Λ

∫
G(|fγ|)dµ <∞.
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Mit gleichmässig Intergrierbarkeit, wählen Sie cn →∞ so, dass

sup
γ∈Λ

∫
{|fγ |≥cn}

|fγ|dµ ≤ 2−n.

Wir haben∫
{|f |≥cn}

|f |dµ ≥
∞∑

m=cn
mµ({m < |f | ≤ m+ 1}) =

∞∑
m=cn

µ({|f | > m}) =
∞∑

m=cn
am(f).

Indem wir das Supremum über γ ∈ Λ nehmen, sehen wir dass
∞∑
n=1

∞∑
m=cn

am(fγ)

gleichmässig in γ beschränkt ist.

Durch Umordnen der Terme erhlaten wir gm = #({n : cn < m}), dass
∞∑
n=1

∞∑
m=cn

am(f) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

I{m≥cn}am(f)

=
∞∑
m=1

∞∑
n=1

I{cn≤m}am(f)

=
∞∑
m=1

#({n : cn < m})am(f)

=
∞∑
m=1

gmam(fγ).

Also ist
sup
γ

∞∑
m=1

gmam(fγ) <∞

und
lim
m→∞

gm = lim
m→∞

#({n : cn < m}) =∞

wegen cn →∞.

8.2.

(a) Zuerst bemerken wir, dass das Bild der Abbildung d in [0,∞) ist, da

0 ≤
∫ |f − g|

1 + |f − g| dµ ≤
∫
dµ <∞
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gilt.

Offenbar gilt d(f, f) = 0 und falls umgekehrt d(f, g) = 0 ist, dann schliessen wir
f = g, weil in diesem Fall |f−g|

1+|f−g| = 0 µ-f.ü. ist. Ferner gilt d(f, g) = d(g, f), d.h. d ist
symmetrisch.

Weil für alle x, y ∈ R die Ungleichung

|x+ y|
1 + |x+ y|

≤ |x|
1 + |x| + |y|

1 + |y|

gilt, erhalten wir für alle f, g, h ∈ L0(µ) auch

d(f, g) =
∫ |f − h+ h− g|

1 + |f − h+ h− g|
dµ ≤ d(f, h) + d(g, h) .

Also ist d eine Metrik auf L0(µ).

(b) Für fn, f ∈ L0(µ) und ε > 0 betrachten wir die Menge En(ε) ∈ A, definiert als

En(ε) := {ω : |fn(ω)− f(ω)| ≥ ε} .

Dann gilt

d(fn, f) =
∫
En(ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ+
∫
En(ε)c

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ

≤ µ(En(ε)) + ε µ(Ω) .

Falls fn → f µ-stochastisch, dann gilt definitionsgemäss µ(En(ε))→ 0 für alle ε > 0,
und daher erhalten wir

lim sup
n

d(fn, f) ≤ ε µ(Ω) .

Weil ε beliebig war, erhalten wir schliesslich limn d(fn, f) = 0.

Wir bemerken, dass die Funktion (−1,∞) 3 t 7→ t(1 + t)−1 monoton wachsend ist.
Deshalb gilt

d(fn, f) ≥
∫
En(ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ ≥ ε

1 + ε
µ(En(ε)) .

Falls jetzt limn d(fn, f) = 0 ist, dann erhalten wir, dass µ(En(ε))→ 0 für alle ε > 0
gilt, d.h. fn → f µ-stochastisch.

8.3. Sei lim
n→∞

fn(x) = f(x) für alle x ∈ A ⊆ Ω, µ(Ac) = 0. Nehmen Sie an, dass
g ∈ L1(µ) existiert mit |fn| ≤ g für alle n ∈ N. Somit |f(x)| ≤ g(x) für alle x ∈ A.
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Sei k ∈ N und
Ek,n :=

∞⋃
m=n
{x ∈ A : |fm(x)− f(x)| ≥ 2k−1}.

Ist x ∈ Ek,1, dann existiert m ∈ N, so dass |fm(x)− f(x)| ≥ 2k−1 und

2g(x) ≥ |fm(x)|+ |f(x)| ≥ 2k−1.

Somit ist
k−1IEk,1 ≤ g

und damit k−1IEk,1 ∈ L1(µ), also µ(Ek,1) <∞.

Bemerken Sie dass ⋂
n∈N

Ek,n ⊆ A ∩ Ac = ∅,

d.h.
lim
n→∞

µ(Ek,n) = 0.

Sei ε > 0. Für alle k ∈ N wählen Sie nk ∈ N so, dass µ(Ek,nk) < 2−kε. Sei Eε =
( ⋃
k∈N

Ek,nk) ∪ Ac. Es ist klar dass µ(Eε) < ε.

Sei δ > 0 und k ∈ N mit 2k−1 < δ. Wir haben |fm(x) − f(x)| < 2k−1 < δ für alle
x ∈ Ec

ε für m ≥ nk.

Wir schliessen, dass fn in Ec
ε gleichmässig konvergent ist.

8.4.

(a) Falls f unbeschränkt von oben wäre, dann würde für alle Zerlegungen U(σ) =∞
gelten. Daher ist supx∈[a,b] f(x) <∞. Analog muss infx∈[a,b] f(x) > −∞ sein. Also ist
f beschränkt.

Wir definieren

un(x) = sup
{
f(y) : |x− y| < 2−n, y ∈ [a, b]

}
≥ un+1(x)

vn(x) = inf
{
f(y) : |x− y| < 2−n, y ∈ [a, b]

}
≤ vn+1(x) .

Weil un und vn beziehungsweise unterhalbstetig und oberhalbstetig sind, folgt, dass
sie auch messbar sind. Wir setzen

f 0(x) = lim
n
un(x), f0(x) = lim

n
vn(x) ,
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die messbar und beschränkt sind und somit Lebesgue-integrierbar. Ausserdem gilt
f 0(x) ≥ f0(x) mit Gleichheit genau dann, wenn x ein Stetigkeitpunkt von f ist.

Für eine beliebige Zerlegung σ gilt
sup {f(y) : y ∈ [xi−1, xi]} ≥ f 0(x) für x ∈ (xi−1, xi)

und deshalb erhalten wir∫
[a,b]

f 0 dλ =
n∑
i=1

∫
[xi−1,xi]

f 0 dλ =
n∑
i=1

∫
(xi−1,xi)

f 0 dλ

≤
n∑
i=1

(xi − xi−1) sup {f(y) : y ∈ [xi−1, xi]} = U(σ) .

Analog kann man zeigen, dass für eine beliebige Zerlegung σ′∫
[a,b]

f0 dx ≥ L(σ′)

gilt.

Schliesslich erhalten wir für alle σ, σ′

U(σ) ≥
∫

[a,b]
f 0 dx ≥

∫
[a,b]

f0 dx ≥ L(σ′)

und somit ∫
[a,b]

f 0 dx =
∫

[a,b]
f0 dx ,

weil f grosszügig Riemann-integrierbar ist. Wegen f 0 ≥ f0 folgt f 0 = f0 λ-fastüberall,
d.h. f ist λ-fastüberall stetig.

(b) Es genügt un messbar bewiesen. Falls vn ist ähnlich. Wir bewiessen dass {x : un(x) ≤
a} ist messbar für alle a ∈ R. Wir fixieren a ∈ R. Sei eine Folge xk → x0 so dass
xk ∈ {x : un(x) ≤ a}. Weil

lim inf
x→x0

un(x) ≥ un(x0)
haben wir, dass

sup
k≥0

inf
m≥k

un(xm) ≥ un(x0).

Somit
a ≥ sup

k≥0
inf
m≥k

un(xk) ≥ un(x0)

und dann {x : un(x) ≤ a} ⊆ R ist eine abgeloschene Menge. Aber R \ {x : un(x) ≤ a}
ist offen, und existiert Ui ∈ B(R) paarweise disjunkte Mengen so, dass

R \ {x : un(x) ≤ a} =
⋃·
i

Ui.

Damit es ist klar dass R \ {x : un(x) ≤ a} messbar ist.

Wir schliessen dass (R \ {x : un(x) ≤ a})c ∈ A∗ d.h. {x : un(x) ≤ a} ∈ A∗.
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