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8.1. (2)=(1) Sei ¢ > 0, M = sup, ¢, J G(|f,])dp < oo und a := M/e. Wegen
G(t)/t — o0
gibt es ein ¢ > 0 mit G(t)/t > a fir t > c.

Wir fixieren v, f := f,. Sei A, . = {|f| > ¢}. Dann ist |f(z)| < (G o|f])(x)/a fir
r € A, . und damit

I G R T

und
sup |fyldp < e.
yEA S Ay e
Wir schliessen, dass
lim sup f~dp = 0.
€0 yeA I fy|Ze | 7|

Mit Remark 3.1 ist also (f,),ea ist gleichmaéssig integrierbar.
(1)=(2)
Sei G(t) = Ji g(t)dt

Wir miissen eine wachsende Funktion g finden, so dass g(t) — oo, wenn t — oo.
Es geniigt g = ioj 9nd(nnt1) zu finden, wobei go = 0. Sei f = f, und
n=0

an(f) = p({[f] > n}).

Somit
[ G < {1 <151 £ 2) + -+ (2 < 1] < 3+ = 3 g

Wir miissen also (g,,) finden, so dass gilt

sup i gnan(f’v) <00

YEA =1

und g, — oo flir n — oo. Dieses impliziert, dass
G(t)/t = oo

und
sup [ G(I1,)dp < oo.
YEA
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Mit gleichméssig Intergrierbarkeit, wahlen Sie ¢, — oo so, dass

sup/ foldp <27
{|fW|ZCn}’ o

yEA
Wir haben
/{|f>cn}mduZ > mu({m <|ff<m+1}) = > u({Ifl>m})= > an(f).

Indem wir das Supremum tiber v € A nehmen, sehen wir dass
Z Z am(fy)
n=1m=cn

gleichmassig in v beschréankt ist.

Durch Umordnen der Terme erhlaten wir g, = #({n : ¢, < m}), dass

Z:l Z am(f) = Z:l Zl Lim>c,yam(f)
= Zl Z:ll{cnﬁm}am(f)

f;l#c{n ey < mP)am(f)

8

= gmam(fv)'
m=1
Also ist .
sup Y gmam(fy) < 00
m=1
und

Jim g = Jim #({n s e, < m)) =oc

wegen ¢,, — 00.

8.2.
(a) Zuerst bemerken wir, dass das Bild der Abbildung d in [0, c0) ist, da

0< |f— g

< d,ug/d,u<oo
L+ |f =gl
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gilt.

Offenbar gilt d(f, f) = 0 und falls umgekehrt d(f,g) = 0 ist, dann schliessen wir
f =g, weil in diesem Fall lf‘;fg‘ = 0 p-f.a. ist. Ferner gilt d(f, g) = d(g, f), d.h. d ist
symmetrisch.

Weil fiir alle z,y € R die Ungleichung

[z +yl 7] 1yl
IL+|z+yl — 142 14|y

gilt, erhalten wir fiir alle f, g, h € L°(u) auch

|f=h+h—ygl
L+ |f—h+h—g|

d(f,g) = dp < d(f,h)+d(g,h).

Also ist d eine Metrik auf L°(p).
(b) Fir f,, f € L°(1) und € > 0 betrachten wir die Menge E, () € A, definiert als

En(e) i=A{w: |fulw) = f(w)| = €} .
Dann gilt

[ el et I
d(fnvf)_/En(a) 1+|fn_f| dlu+ En(e)e 1+|fn_f| dll

< u(En(e)) +ep(€2) -

Falls f,, — f p-stochastisch, dann gilt definitionsgemass u(E,(¢)) — 0 fiir alle € > 0,
und daher erhalten wir

limsup d(f,, ) < ep().
Weil ¢ beliebig war, erhalten wir schliesslich lim,, d(f,,, f) = 0.
Wir bemerken, dass die Funktion (—1,00) > ¢ + #(1 +¢)~! monoton wachsend ist.
Deshalb gilt
‘fn - f|
d(fn, f) 2 / dp > E,(¢)).
)= [ e o)

Falls jetzt lim,, d(f,, f) = 0 ist, dann erhalten wir, dass p(F,(¢)) — 0 fiir alle e > 0
gilt, d.h. f,, — f p-stochastisch.

8.3. Sei lim fo(z) = f(x) fur alle 2 € A C Q, u(A°) = 0. Nehmen Sie an, dass
g € L'(p) existiert mit |f,] < g fiir alle n € N. Somit |f(x)| < g(x) fiir alle z € A.
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Sei £ € N und N
Eyn = u {x € At |fn(x) — f(z)] > 2k

Ist # € E) 1, dann existiert m € N, so dass |f,(z) — f(z)] > 2k~! und

29(2) > |fm(@)| + | f(2)] > 267"

Somit ist
]’C_IIEk’1 S g

und damit k™' g, € L1(p), also p(Er) < oo.

Bemerken Sie dass
ﬂ Epn CANA®=1,

neN

d.h.
lim p(Ey,) = 0.

n—oo

Sei € > 0. Fiir alle k € N wihlen Sie nj, € N so, dass pu(Ex,,) < 2 . Sei E. =
(U Egn,) U A° Esist klar dass pu(E;) < e.
kEN

Sei § > 0 und k¥ € N mit 2k~! < §. Wir haben |f,,(x) — f(z)| < 2k~ < § fiir alle
x € E¢ fir m > ny,.

Wir schliessen, dass f,, in E¢ gleichmassig konvergent ist.

8.4.

(a) Falls f unbeschrénkt von oben wére, dann wiirde fir alle Zerlegungen U(o) = oo
gelten. Daher ist sup ¢, f() < 0o. Analog muss inf,c(q4 f(2) > —00 sein. Also ist
f beschrinkt.

Wir definieren
un(w) = sup { f(y) : |z =yl <27, y € [a,b]} > s (2)

vp(z) = inf {f(y) e —yl <27 y € a, b]} < Upaq(x) .

Weil u,, und v,, beziehungsweise unterhalbstetig und oberhalbstetig sind, folgt, dass
sie auch messbar sind. Wir setzen

fz) = liTrln un(z), folx) = li£n vn (),
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die messbar und beschrankt sind und somit Lebesgue-integrierbar. Ausserdem gilt
f%(x) > fo(z) mit Gleichheit genau dann, wenn z ein Stetigkeitpunkt von f ist.

Fiir eine beliebige Zerlegung o gilt
sup{f(y) 1y € [xi_1, 7]} > fo(a;) fir x € (2,1, ;)

und deshalb erhalten wir

/[a,b] FOdN = Z/l . FOdxn = Z/ £0d)

Ti—1,Ti)
<Z —xi-1)sup{f(y) 1 y € [zi1, 3]} = U(o).
Analog kann man zeigen, dass fiir eine beliebige Zerlegung o’
/{a,b] fode > L(0")
gilt.
Schliesslich erhalten wir fur alle o, o’

o) 2/[ }fodxz/[ ]fodx > L(o')
a,b a,b

/ fOdx = / fodx,
[a,b] [a,b]

weil f grossziigig Riemann-integrierbar ist. Wegen f° > f, folgt f° = f, M-fastiiberall,
d.h. f ist A-fastiiberall stetig.

und somit

(b) Es geniigt u,, messbar bewiesen. Falls v,, ist ahnlich. Wir bewiessen dass {z: u,(z) <
a} ist messbar fir alle a € R. Wir fixieren a € R. Sei eine Folge zy — xy so dass
zy, € {x: uy(z) < a}. Weil

h%%igﬂlf Up () > up(xo)

haben wir, dass

sup inf w, () > u,(xg).
k>0 m2k

Somit

a > sup 1nf un(xk) > Uy (o)
k>0 m>

und dann {z: u,(x) < a} C R ist eine abgeloschene Menge. Aber R\ {z: u,(z) < a}
ist offen, und existiert U; € B(R) paarweise disjunkte Mengen so, dass

R\ A{z: up(z) <a} = UUZ

Damit es ist klar dass R\ {z: u,(z) < a} messbar ist.

) <
Wir schliessen dass (R\ {z: u,(x) < a})® € A* d.h. {z: u,(z) <a} € A"
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