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11.1. Sind die folgenden Funktionale linear? Sind sie stetig? Falls ja, berechnen ihre
Norm:

(a) X = {f : [0, 1] → R : f differenzierbar}, ‖f‖X = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, T : X → R,

wobei T (f) := f ′(0).

(b) T : Lp → R, T (f) := ‖f‖Lp .

(c) Ω = [0, 1], T : Lp → Lp, T (f)(x) := xf(x).

11.2. Seien (Ω,A, µ) ein Massraum, p ∈ [1,∞], q konjugiert zu p, d.h. 1
p

+ 1
q

= 1 und
g ∈ L0, so dass

∫
gfdµ wohldefiniert ist für alle f ∈ Lp und∣∣∣∣∫ gfdµ

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Lp ,

wobei C ist eine Konstant. Zeigen Sie, dass g ∈ Lq und ‖g‖Lq ≤ C

11.3. Seien (Ω,A, µ) ein Massraum und 1 ≤ p < r < q ≤ ∞. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen:

(a) Lp ∩ Lq ist ein Banachraum mit Norm ‖f‖ = ‖f‖p + ‖f‖q.

(b) ‖f‖r ≤ ‖f‖λp‖f‖1−λ
q , wobei λ ∈ (0, 1) d.h. Lp ∩ Lq ⊂ Lr.

(c) Die Inklusionabbildung ι : Lp ∩ Lq → Lr, f 7→ ι(f) := f , ist stetig.

11.4. Sei Ω = R[0,∞) mit den Koordinatenabbildungen Xu : Ω → R für u ≥ 0. Sei
F = σ(Xu;u ≥ 0), und für jedes t ≥ 0 sei Ft = σ(Xs; s ≤ t). Zeigen Sie, dass
Y := inf

r∈[0,t]∩Q
Xr Ft-messbar ist, und dass Z := sup

r∈[0,t]
Xr nicht Ft-messbar ist.

Abgabetermin:
Bitte geben Sie Ihre Lösungen bis spätestens Montag, 13.05.2019.

Allgemeine Informationen sind unter:
http://metaphor.ethz.ch/x/2019/fs/401-2284-00L/
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