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12.1.

(a) Zeigen Sie B(R2) = B(R)× B(R).

(b) Seien (Ω1,A1, µ1) ein Massraum mit µ1(Ω1) <∞ und (Ω2,A2) ein messbarer
Raum. Sei K ein Übergangskern von Ω1 nach A2. Betrachten Sie die Produkt-
σ-Algebra A := A1 ×A2 auf Ω = Ω1 × Ω2. Sei schliesslich

D := {A ∈ A : ω1 7→ K(ω1, Aω1) ist A1 −messbar} .

Zeigen Sie, dass D ein Dynkin-System ist.

12.2. Betrachten Sie mit I := [0, 1] die Räume (I,B(I), λ) und (I3,B(I3), λ3). Sei
f : I3 → [0,∞] definiert als

f(x, y, z) =


1√
|y−z|

falls y 6= z ,

∞ falls y = z .

Zeigen Sie, dass

a) f ∈ L1(λ3) ist;

b) für jedes z ∈ I die Menge

Y (z) :=
{
y ∈ I :

∫
f(x, y, z) dx =∞

}
nicht leer und abhängig von z ist.

12.3. Wie in der Vorlesung sei Ω = ∏
λ∈Λ Ωλ, A = ∏

λ∈Λ und Z ⊆ A die Kollektion
der (messbaren) Zylindermengen mit endlicher Basis.

(a) Sei ∅ 6= I ⊆ Λ. Zeigen Sie, dass XI : Ω→ ΩI A-AI-messbar ist.

(b) Sei J = {∅ 6= J ⊆ Λ: J endlich}. Seien µJ , J ∈ J , Masse auf AJ , die die
Konsistenz bedingung (3.1) oder (3.2) erfüllen und

µ(Z) := µJ(B) für Z ∈ Z mit Z = X−1
J (B) für J ∈ J , B ∈ AJ .

Zeigen Sie, dass µ ein Inhalt auf Z ist, also wohldefiniert und endlich additiv.

(c) Seien fλ : Ωλ → R Aλ-messbare Abbildungen, λ ∈ Λ, und G := σ(fλ;λ ∈ Λ) die
kleinste σ-Algebra auf Ω, für die alle fλ messbar sind. Zeigen Sie:

G =
⋃

I⊆Λ, I abzählbar
σ(fi; i ∈ I).
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12.4. Seien Ω1 = Ω2 = [0, 1], A1 = A2 = B([0, 1]), und µ1 = λ, µ2 = ν (ν ist das
Zählmass). Für E ⊆ Ω1 × Ω2, definieren wir

(λ× ν)∗(E) := inf
{ ∞∑
n=1

λ(An)ν(Bn) :
∞⋃
n=1

An ×Bn ⊇ E, wobei An, Bn ∈ B([0, 1])
}
.

Zeigen Sie:

(a) (λ× ν)∗ ist ein äusseres Mass.

(b) Sei A1 ∈ A1 und A2 ∈ A2. Dann (λ× ν)∗(A1 × A2) = λ(A1)ν(A2).

(c) Mit dem Masserweiterungssatz von Carathéodory sei λ× ν eine Erweiterung
von (λ× ν)∗. Dann gilt∫ ∫

IDdλdν 6=
∫ ∫

IDdνdλ 6=
∫
IDd(λ× ν),

wobei D = {(x, x) : x ∈ [0, 1]} ⊂ [0, 1]2.

Abgabetermin:
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