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4.1. Sei E C R eine Lebesgue-messbare Menge. Zeigen Sie: Fiir alle ¢ > 0 existiert
eine offene Menge O DO E mit A(O \ E) < e.

4.2. Seien A das Lebesgue-Pramass, \* das im Beweis von Satz 3.3 konstruierte
aussere Mass und A das Lebesguemass.

(a) Seien M >0 und f: (a,b) — R so, dass die Ableitung f’ existiert und fiir alle
€ (a,b): |f'(z)| < M. Zeigen Sie, dass fur alle F C (a,b) gilt

AN(f(E)) < MA(E).

(b) Sei E C R eine Lebesgue-messbare Menge mit \(E) = 1. Zeigen Sie, dass A C E

existiert mit A(A) = 1.

4.3. Diophantische Approximation: Sei o > 2. Beweisen Sie den folgenden Satz:

Fiir fast alle z € R (d.h. fir alle z im Komplement einer Lebesgue-Nullmenge) existiert
ein € > 0, so dass fiir alle rationalen Zahlen § mit p,q € Z, q # 0 gilt

m_p|>€.
gl gl

4.4. Wir betrachten den Ring
R := {alle endlichen Vereinigungen von (a, b] mit a,b € R, a < b}

und eine wachsende RCLL Funktion F': R — R. Falls {(a;, b;]}_; disjunkte Intervalle
sind, definieren wir

! (Q(aj,bﬂ) =3 (P ) - Flw)

und u() = 0. Zeigen Sie ohne Benutzung von Satz 2.13 oder Proposition 2.16, dass u
ein Pramass auf R ist.

Bemerkung: Fiir F'(z) = x folgt mit Satz 3.3 insbesondere die Existenz des Lebesgue-
masses auf R. Ist F' eine Verteilungsfunktion mit F'(—oo) := lim, ,_» F'(z) = 0 und
F(00) :=lim, , F(x) = 1, so liefert Satz 3.3 die Existenz einer Zufallsvariablen X
mit Verteilungsfunktion F' (ndmlich Q@ =R, A = 0(R), P = i = Fortsetzung von pu
aus Satz 4.1., und X (w) = w).
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Abgabetermin:
Bitte geben Sie Ihre Losungen bis spatestens Montag, 18.03.2019.

Allgemeine Informationen sind unter:
http://metaphor.ethz.ch/x/2019/fs/401-2284-00L/
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