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Aufgabe 1. Sei V eine endlich dimensionale komplexe Darstellung der
endlichen Gruppe G. Sei V = EBj W; die kanonische Zerlegung in isotypis-
che Komponenten. Seien p; die kanonischen Projektoren auf die W, aus der
Vorlesung. Wéhle irgend ein G-invariantes Skalarprodukt auf V.

a) Zeige, dass die p; selbst-adjungierte Operatoren sind.

b) Zeige, dass W; L W; fiir i # j,

Aufgabe 2. Sei G eine endliche Gruppe und {V;}cr eine Liste der der
endlich dimensionalen komplexen irreduziblen Darstellungen von G. Seien p :
G — GL(V) bzw. p' : G — GL(V"’) endlich dimensionale komplexe Darstellun-
gen mit kanonischer Zerlegung in isotypische Komponenten

V~Pv,ecm V'~ PV eC
jel jel

Zeige, dass eine Abbildung M € Hom(V, V') equivariant ist genau dann wenn

M=y, ® M,
JeI

fiir geeignete M; € Hom(C"/, ([]"3‘).

Aufgabe 3. Das Benzolmolekiil hat Dg;, = Dg X Zo Symmetrie. Die 6
Elektronen in den p, Orbitalen Delokalisieren. Naherungsweise schreiben wir
die resultierende 1-Elektronen Wellenfunktion (Molekiilorbital) als Linearkom-
bination von Atomorbitalen (LCAO Metrode)

U € spang (Uq, ..., Us)

wobei V¥, die Wellenfunktion des p, Orbitals des jten Kohlenstoffatom ist. Das
p. Orbital ist eine ungerade Funktion in z.

In dieser Naherung betrachten wir also einen 6 dimensionalen Vektorraum,
der 1-Elektron Hamiltonian ist eine 6 x 6 Matrix.

a) Unabhingig von der Form von H, wie viele verschiedene Energieniveaus
mit welchen Degenerationen hat H hochstens, basierend auf Symmetrie?
Hinweis: Die Charaktertafel von Dg wurde in Serie 3 berechnet.

b) Bestimme die Eigenvektoren von H, das heisst die 1-Elektron Molekiilorbitale.

Bemerkung: Dazu ist es nicht nétig H zu kennen, die Symmetrie reicht.
Hinweis: Man kann dazu z.B. die Projektionen auf die isotypischen Kom-
ponenten verwenden.
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mit § > 0. Bestimme die Energieniveaus
des Grundzustandes des Benzolmolekiils.
Bemerkung: Wegen Spin passen jeweils 2 Elektronen in jedes Molekilorbital.

on H und die Besetzungszahlen
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Aufgabe 4. Wir betrachten die Symmetriegruppe O eines Wiirfels (oder
Oktaeders, daher nennt man Sie Oktaedergruppe).

a) Sei O~: O N SO(n) C O die Untergruppe der Rotationen. Dann gilt
020 x ZQ.

b) Bestimme die Elemente von O, und die Konjugationsklassen.
Hinweis: Die Anzahl Elemente ist 48, und es gibt 10 Konjugationsklassen.

¢) Bestimme die Charaktertafel von O.

d) Wir betrachten ein System von 8 Teilchen in den Ecken eines Wiirfels, die
jeweils mit Federn entlang der Kanten des Wiirfels verbunden sind. Wie
viele verschiedene Eigenfrequenzen hat das System hochstens? (Basierend
auf der kubischen Symmetrie.) Betrachten Sie dazu eine geeignete Darstel-
lung auf C?*, berechnen Sie den Charakter und zerlegen Sie diesen in
irreduzible Charaktere unter Benutzung von b).



