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Aufgabe 1. (Teilweise Wiederholung MMP 1) Sei P` der Raum der ho-
mogenen Polynome vom Grad ` mit komplexen Koeffizienten in 3 Variablen.
Sei

H` = {v ∈ P` | ∆v = 0}

der Raum der Kugelfunktionen vom Grad `. Wir betrachten beide Räume als
Darstellungen von O(3), wobei R ∈ O(3) auf einem Polynom p(x) wirkt als

(R · p)(x) = p(RTx).

a) Zeige, dass ∆ : P` → P`−2 rotationsinvariant ist. Folgere, dass die Kugel-
funktionen H` eine Darstellung von O(3) bilden.

b) Bestimme die Dimension von H`.

c) Zeige, dass (f, g) =
∫
‖x‖=1

f(x)g(x)dx ein O(3)-invariantes Skalarprodukt

auf P`, und also auch auf H` ist.

Aufgabe 2. Wir betrachten so(3) mit Basis (L1, L2, L3) aus Serie 7.

a) Zeige, dass ρ : so(3)→ gl(H`) mit

ρ(L1) = −x2∂x3
+ x3∂x2

ρ(L2) = −x3∂x1
+ x1∂x3

ρ(L3) = −x1∂x2
+ x2∂x1

eine Darstellung ist. Zeige ausserdem, dass diese Darstellung der Darstel-
lung ν : O(3)→ GL(H`) aus Aufgabe 1 entspricht, d.h., ρ = Dν(1).

b) Zeige, dass der Casimir-Operator (in der Normalisierung wie in der Vor-
lesung)

Z = 2(ρ(L1)2 + ρ(L2)2 + ρ(L3)2)

auf H` durch Multiplikation mit 2`(`+ 1) wirkt.

c) Zeige, dass ρ : so(3) → End(H`) irreduzibel ist, und isomorph zur irre-
duziblen Darstellung V2` aus der Vorlesung.

d) In der MMP 1 haben wir gesehen, dass die Funktionen (in Polarkoordi-
naten)

pm = r`Ylm(θ, φ)

Polynome (in x1, x2, x3) sind und eine Basis vom Raum der Kugelfunk-
tionen H` bilden, wobei m = −`, . . . , `.
Zeige, dass in dieser Basis der Operator L3 diagonal ist, genauer

L3pm = −impm.

Definiere ferner die Leiteroperatoren L± = L1 ± iL2 und zeige, dass

pm = cmL
`−m
− (x1 + ix2)`

mit für uns unwichtigen Normalisierungskonstanten cm. (Insbesondere
kann man so die Kugelfunktionen durch die Leiteroperatoren erzeugen.)
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Aufgabe 3. Wir betrachten die Lie Algebren g = so(n)⊗C, n = 3, 4, . . . .

a) Finde jeweils eine Cartan Unteralgebra h. Was ist der Rang von g?

b) Bestimme das Wurzelsystem ∆ ⊂ h∗ und die Zerlegung g = h⊕
⊕

α∈∆ gα

c) Bestimme explizit die Killing-Form auf h. Bestimme auch den rellen Un-
terraum h0 ⊂ h, auf dem die Killingform ein (reelles) Skalarprodukt bildet.

Hinweis: Es empfiehlt sich, n = 2k gerade und n = 2k + 1 ungerade separat zu
betrachten.

Aufgabe 4. Betrachte eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra g mit Killing-
Form K(−,−). Betrachte eine Basis {ej} von g. Sei (Kij = K(ei, ej)) die Ma-
trix der Killing-Form und ((K−1)ij) die entsprechende inverse Matrix. Sei ferner
ρ : g→ gl(V ) eine Darstellung. Wir definieren dann den Casimir-Operator als

Z =
∑
i,j

(K−1)ijρ(ei)ρ(ej).

a) Zeige, dass Z ∈ Homg(V, V ), also ∀x ∈ g : ρ(x)Z = Zρ(x).
Hinweis: Verwende die g-Invarianz der Killing-Form.

b) Folgere, dass falls V irreduzibel ist, Z = λ1V für ein λ ∈ C.

c) Berechne obiges Z für den Fall g = sl(2,C) und zeige, dass der Operator
bis auf eine multiplikative Konstante mit dem Z aus Serie 7 Aufgabe 1
übereinstimmt.

Bemerkung: Wir verwenden trotz der multiplikativen Konstante den gleichen
Buchstaben und nennen beide Operatoren Casimir-Operator oder -Element.


