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Aufgabe 1. Seien Aj,..., A, € C™*™ kommutierende, diagonalisierbare

n X n-Matrizen. Sei h C C™*™ der von den Matrizen aufgespannte Unterraum.
Wir nehmen an, dass die Matrizen linear unabhéngig sind, so dass dimb = r.

Unser Ziel ist zu zeigen, dass die Matrizen, und alle Matrizen in h, dann
gleichzeitig diagonalisierbar sind. Das heisst, es gibt eine endliche Untermenge
A = {A,..., A} C b* = C" von verallgemeinerten Eigenwerten, und eine
Zerlegung C" = @, V, so dass Av = A(A)v fiir alle A € b, v € V).

Gehe dazu wie folgt vor:

a) Zeige zunichst folgende Hilfsaussage: Sei die A € End(V') diagonalisierbar
und W C V ein A-invarianter Unterraum, d.-h. AW C W. Dann ist die
Einschrankung A|y € End(W) diagonalisierbar.

b) Folgere die Behauptung durch Induktion iiber r.

Aufgabe 2. Sei g eine halbeinfache Lie Algebra und h C g eine Car-
tan Unteralgebra. Sei p : g — gl(V) eine Darstellung, V' endlich dimensional.
Wir zerlegen V' in gemeinsame Eigenrdume von den Abbildungen p(z), z € b

(Gewichtsraumzerlegung),
V=P wn

AEW,

wobei W, C h* die Menge der gemeinsamen Eigenwerte (genannt Gewichte) ist
und V), der jeweilige Eigenraum, d.h., p(x)v = A(z)v Vv € V) (genannt Gewicht-
sraum).

Betrachte nun g = sl(n, C) mit der {iblichen Darstellung p; auf V; = C".

a) Berechne die Gewichte W,,. Bestimme auch das héchste Gewicht und die
Gewichtsrdume V).

b) Berechne ebenso die Gewichte und Gewichtsraume fiir Vo =V, @ V3.

c) Wir zerlegen Vo = A2V} ©S?V] in einen symmetrischen und einen antisym-
metrischen Teil. Berechne jeweils die Gewichte und das hochste Gewicht
der sl(n, C)-Darstellungen auf A%V} und S?V;.

d) Bestimme die Gewichtsraumzerlegung und das héchste Gewicht der Darstel-

lung auf V2.

Aufgabe 3. Betrachte wieder eine halbeinfache endlichdimensionale Lie-
Algebra g und eine Cartan-Unteralgebra h C g. Wie in der Vorlesung zerlegen
wir in gemeinsame h-Eigenraume

g=b® P oo

a€A
wobei A C h* die Wurzeln sind. Zeige das folgende Lemma:

Lemma. Fiir alle Wurzeln a € A gilt dim(g,) = 1. Ausserdem ist na ¢ A
firn=2,3,....

Gehe dazu wie folgt vor.
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a) Sei Ey € go, Eo # 0, und sei X € g_,. Dann gilt
[Eo, X]| = K(Eo, X)Hq

wobei wie in der Vorlesung H, € b definiert ist durch die Bedingung
K(H,,z) = a(x) Vo € b.

b) Wihle ein E_,, € g_, mit K(E,,E_,) = 1. Betrachte wie in der Vor-
lesung die Lie Unteralgebra s, C g, isomorph zu sl(2, C), aufgespannt
durch E,, E_, und H,. Zeige, dass der Teilraum
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n=1
eine Unterdarstellung von s, ist.

¢) Benutze die Klassifikation der Darstellungen von sl(2, C) um zu zeigen,
dass dim(g_,) = 1 und dim(g_,o) = 0 fiir n = 2,3,4, ..., und zeige somit
das Lemma.

Aufgabe 4. Bestimme die einfachen Wurzeln von so(n, C) (fiir eine Wahl
von positiven Wurzeln) und zeige, dass das Dynkin-Diagramm die folgende Form
hat (B, : so(2m + 1,C); Dy, : s0(2m, C)).

Hinweis: Die Wurzeln wurden in Serie 8 Aufgabe 3 berechnet. Identifiziert
man die Cartan Unteralgebra b geeignet mit C” (n = 2r oder n = 2r + 1) so
haben die Wurzeln die Form

n ungerade: (,..,0,+1,0,..,0+1,0,...0) , (0,..,0,%1,0,...,0)
n gerade: (0,...,0,+£1,0,...,0£ 1,0, ...0)
Das Skalarprodukt durch die Killingform ist hier ferner das euklidische Skalarpro-

dukt, bis auf eine unwichtige Normalisierungskonstante. Als positive Wurzeln
kann man solche wdhlen, deren erste nicht-verschwindende Koordinate > 0 ist.



