MMP II -ERGANZUNGEN ZUM SKRIPT

THOMAS WILLWACHER

Hier sollen die Themen der letzten Wochen der Vorlesung dargestellt werden, die in
meinem Skript iiber Gruppen- und Darstellungstheorie nicht (oder nicht so wie in der
MMP II-Vorlesung) behandelt werden. Fiirs Mitteilen von etwaigen Tippfehlern bedanke
ich mich im Voraus.

1. Lie-GRUPPEN UND LIE-ALGEBREN

Wir haben bisher gesehen:
(1) Zu jeder Lie-Gruppe kann man eine Lie-Algebra

nglG

zuordnen.

(2) Homomorphismen von Lie-Gruppen F : G — H, und insbesondere Darstellungen
p : G — GL(V) ergeben Lie-Algebra Homomorphismen DF(1) : ¢ — b, bzw.
Darstellungen von Lie-Algebren Dp(1) : g — gl(V).

(3) Wir haben gesehen, wie man Darstellungen von halbeinfachen Lie-Algebren klas-
sifiziert.

Wir wollen nun von den Darstellungen und Morphismen der Lie-Algebren wieder zu
denen der Gruppe zuriickfinden.

1.1. Exponentialabbildung von Matrizen. Wir betrachten den Raum der n X n-Matrizen
K™ = gl(n, K), wobei K = R oder C. Der Raum K™ ist ein normierter Vektorraum bzgl.
der Operatornorm

X1l = sup [IXVll,

veKn
IMIp=1

und es gilt dann || XY|| < | X]]||Y]].
Lemma 1.1. Die Reihe

| =

k
!X

b

exp(X) = X = Z
k=0
konvergiert absolut fiir alle X € K™,

Beweis. Es gilt
S Lk < S e <
DXl Y Xt =e
k=0 k=0

Da (die Reihe von) X!l konvergiert konvergiert die das Matrixexponential definierende
Reihe also absolut. o

Lemma 1.2. Es gilt fiir alle X, Y € K™

o XV = XY falls XY = YX.
o X is invertierbar, also X € GL(n, K), und (e
o AeXA™! = XA fiir alle A € GL(n, K).

1

X

Nl =X,
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dete® = .
" = €X',
X > X ist analytisch und 4™ = Xe'X.

Beweis. Siehe Ubungsserie. o

Lemma 1.3. Die Abbildung exp : K" — GL(n,K) ist in einer Umgebung der eins 1 =
1%, invertierbar. Eine explizite lokale Inverse ist

logx = Y (-1t X210 — &
n=1

Sir ||l X - 1| < 1.

Beweis. Es reicht, die Aussage fiir K = C zu zeigen. Die Logarithmusreihe ist absolut
konvergent FUR ||x — 1]| < 1, DA

X-1) X -
”( )”SII( )|

n n
und die skalare Logarithmusreihe konvergiert. Wie in der Analysis I gilt dann explog X =
X fiir alle X mit ||X — 1|| < 1 und logexp X = X fiir alle X mit |[exp X — 1|| < 1. O

1.2. Die Exponentialabbildung — allgemeiner Fall. Sei nun G eine Lie-Gruppe und g =
TG die Lie-Algebra von G. Wir bezeichnen fiir g € G die Linksmultiplikation mit g durch

L,:G—G
Lgh := gh.
Fiir X € g definieren wir dann das Vektorfeld auf G:
G 3 g - vx(g) = DL,(1)X € T,G.

Wir 16sen dann die Differentialgleichung fiir ¢x : I — G, auf einem offenen Intervall
IcR,mit0el

0 {‘PX(I) = vx(ex(®)

ex(0) =1

Da vy ein C*-Vektorfeld ist wissen wir aus den entsprechenden Existenzsitzen der Ana-
lysis II, dass lokal, d.h. fiir eine genug kleine Umgebung von 0 eine Losung existiert.

Ausserdem gilt ox(s + 1) = x(s)px(f). Beweis: Beide Seiten erfiillen fiir festes s die
gleiche Differentialgleichung in #, es gilt ndmlich die gleiche Anfangsbedingung

ex(s +0) = @x(s) = @x(5)px(0)
und jeweils die Gleichung fiir die Ableitungen (in #)
ox(s +1) = vx(px(s +1))

bzw.
d d
d—t(sﬂx(s)sﬁx(t)) = d—t(L¢x(s)(90x(l))) = DLy (px(1))px ()
= DL, (5 (ox(0))vx(@x (1)) = DLy, (5)(0x () DLy, (1y(1)X = D(Lgy(s) © Loy (n))(DX
=L
=Ly (s1ox

= vx(px(8)ex ().

Wegen der Eindeutigkeit der Losungen der Differentialgleichung (siehe wieder Analysis
1) folgt also die Behauptung.
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Es folgt daraus auch, dass ¢x(¢) fiir alle ¢ € R definiert ist (UA), wir kénnen oben also
I = R setzen.

Definition 1.4. Die Exponentialabbildung ist definiert als
g3 X exp(X) i=px(t=1),
mit ¢x wie oben.

Bemerkung 1.5. Die Exponentialabbildung ist glatt (s. wieder die entsprechenden Sitze
fiir die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen aus der Analysis II), und es gilt
Dexp(0) = id, (UA). Also ist nach dem Inversen Funktionentheorem exp lokal inver-
tierbar. Insbesondere enthilt exp(g) € G eine Umgebung der Identitit 1 € G.

Beispiel 1.6. Fiir Lie-Untergruppen G ¢ GL(n, K) ist die Exponentialabbildung gerade das
Matrixexponential.

Beweis: Sei g € G C GL(n,K) eine Matrix in G und X € g C gl(n,K). Dann ist
DL,(1)X = gX (Matrizenprodukt). Wir miissen dann einfach priifen, dass ¢x(?) := X die
definierende Differentialgleichung (T)) erfiillt. Es gilt offensichtlich die Anfangsbedingung

€% = 1. Ausserdem gilt

d
d_ter — XefX — etXX — VX(etX),

also sind wir fertig.

Bemerkung 1.7. ¢ Die Exponentialabbildung ist normalerweise nicht injektiv. Be-
trachte z.B. SO(2) = S ! mit Lie-Algebra so(2) = RX mit

X=((1) ‘01).

exp(tX) = cos(f) - 1 + sin(H)X = (

Esist X! = —1, also

cost —sint
sint cost )’

Insbesondere gilt exp(27X) = 1 = exp(0X).

¢ Die Exponentialabbildung ist auch nicht immer surjektiv. Betrachte z.B. SL(2, R).
Ein A € SL(2,R) kann man genau dann als A = ¥ schreiben fiir ein X € sl(2,R)
falls t7(A) > =2 oder A = —1. (s. Ubungsserie)

Fiir nicht zusammenhingende G kann exp zudem nie Surjektiv sein, da exp
stetig ist und g zusammenhéngend.

e In vielen praktisch relevanten Fillen ist exp allerdings surjektiv, oder zumindest
das Bild dicht. Ist z.B. G kompakt und zusammenhéngend, so ist exp surjektiv.
Wir beweisen dies nur fiir U(n). Jedes U € U(n) ist normal, d.h. U'U = UU".
Aus der linearen Algebra wissen wir also, dass U diagonalisierbar ist, genauer

U = ADA"
mit D einer Diagonalmarix mit Eintrdgen A;,...,4, und A € U(n). Da U unitér

ist muss ferner gelten |4;| = 1 fiir alle j, also 4; = € mit #; € R. Sei T die
Diagonalmatrix mit Eintrdgen ¢4, ..., t,. Dann gilt also

U =ADA" = AeTAT = ATV,
Nun erfiillt X := iATA" offensichtlich die Bedingung X™ = —X, ist also ein Ele-

ment der Lie-Algebra u(n). Also ist U im Bild der Exponentialabbildung, und da
U beliebig war ist exp surjektiv.
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e Die Exponentialabbildung ist vertriglich mit Lie-Gruppenhomomorphismen F :
G — H. Genauer: Sei f = DF(l) : ¢ — 1 die entsprechnde Abbildung der
Lie-Algebren. Dann gilt fiir alle x € g

F(exp(x)) = exp(f(x)).
1.3. Lie-Algebren und Lie-Gruppen.

Satz 1.8. Sei G eine zusammenhdingende Lie-Gruppe. Sei U C G eine offene Umgebung
der 1 € G. Dann erzeugt U die Gruppe G, d.h., jedes g € G kann geschrieben werden als
Produkt g = g, - -- g, von Elementen g, . .., g, € U, fiir ein n.

Wir wollen zuniéchst daran erinnern, dass eine Mannigfaltigkeit (oder allgemeiner ein
topologischer Raum) G zusammenhingend heisst, falls folgendes gilt: Sei V ¢ G offen
und abgeschlossen. Dann ist entweder V = G oder V = 0.

Beweis. Wir konnen vereinfachend annehmen, dass U~! = U, ansonsten ersetzen wir U —
unu-.

Sei V = |J, = 1°U" die Menge aller Elemente, die als Produkte von Elementen
von U geschrieben werden kdnnen. Unser Ziel ist zu zeigen, dass V = G. Da G zusam-
menhingend ist, reicht es zu zeigen, dass V offen und abgeschlossen ist.

e Vistoffen: Sei g € V. Dann ist Ug eine offene Umgebung von g und liegt auch in
V, also ist V offen.

e Vist abgeschlossen: Sei g € V ein Element im Abschluss. Dann ist gU eine offene
Umgebung von g. Also existiert ein 2 € V N gU. Dann gilt also fiir ein x € U dass
h = gx, alsog = hx™!, also g € hU, also g € V. Also ist V = V und damit V
abgeschlossen.

]

Wir erhalten:

Korollar 1.9. Seien G, H Lie-Gruppen und G zusammenhdngend. Dann ist die Abbildung
(Differential an der Stelle 1)

2) D(1) : Homy,_g,,.(G, H) — Homye_414.(3, D)

surjektiv. Das heisst, eine Abbildung der Lie-Gruppen ist schon eindeutig bestimmt durch
die entsprechende Abbildung der Lie-Algebren. Insbesondere ist jede Darstellung einer
zusammenhdngenden Lie-Gruppe G schon eindeutig bestimmt durch die zugehorige Dar-
stellung der Lie-Algebra g.

Beweis. Sei F : G — H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen und f = DF(1) : g = )
die zugehorige Abbildung von Lie-Algebren. Dann gilt wie gesehen

F(exp(X)) = exp(f(X)).

Also ist durch f die Abbildung F eindeutig bestimmt auf dem Bild von exp in G. Da aber
exp(g) C G eine offene Umgebung der 1 € G enthilt, und nach dem vorherigen Satz diese
G erzeugt, ist F auf ganz G eindeutig bestimmt. O

Ferner kann man zeigen (s. Fulton-Harris, Kapitel 8):

Satz 1.10. Ist G zusdtzlih einfach zusammenhdngend, d.h., jede geschlossene Kurve in G
ist stetig zusammenziehbar, so ist die Abbildung [)) bijektiv.
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Falls G nicht einfach zusamenhéingend ist, so ist gegebenenfalls nicht jede Darstellung
von g auf g fortsetzbar. Ausserdem enthilt die Lie-Algebra im Allgemeinen keine Informa-
tionen iiber die Zusammenhangskomponenten von G, ausser die der Identitit Gy C G, denn
die Lie-Algebren von G und G sind gleich. Man kann nun allgemein untersuchen, welche
Darstellungen der Lie Algebra sich auf Darstellungen der Gruppe G fortstzen lassen. Wir
werden dies aber nur in Beispielen anschauen.

2. SO(3), SU(2) uND DIE LORENTZGRUPPE
2.1. SO(3) und O(3). Siehe Felder-Skript, Kapitel 5.1-5.3.

2.2. SU(2) und der Homomorphismus SU(2) — SO(3). Siehe Felder-Skript, Kapitel
5.4. Wir wollen nur fiir spéter dieses Resultat in unserer Notation herausziehen:

Lemma 2.1. Die Abbildung Dp(1) : su(2) — so(3) ist gegeben durch
—io > 2L,
—ioy > 2L,
—io3 — 2L3.

Dies ist offensichtlich ein Isomorphismus.

2.3. Darstellungen von SU(2). Wir klassifizieren nun die endlich-dimensionalen Darstel-
lungen von SU(2). Da SU(2) = S3 einfach zusammenhingend ist wissen wir (prinzipiell)
schon, dass die komplexen Darstellungen von SU(2) identisch sind zu denen von su(2),
und letztere haben wir schon klassifiziert (beachte, dass su(2) ® C = sl(2, C).

Satz 2.2. (1) Alle komplexen endlich-dimensionalen Drastellungen von SU(2) sind
vollstindig reduzibel.
(2) Die n + 1-dimensionalen irreduziblen Darstellungen von su(2) auf V, (siehe vor-
her) setzen sich auf Darstellungen von SU(2) fort.
(3) Sei V eine irreduzible Drastellung von SU(2) der Dimension n + 1. Dann ist sie
isomorph zu V.

Da die Darstellungstheorie von SU(2) sehr wichtig ist, wollen wir diesen Satz (noch-
mals) Schritt fiir Schritt (und etwas pedantisch’) beweisen.

e Seip : SU(2) —» GL(V) eine endlich-dimensionale komplexe Darstellung von
SU(2). Wir erhalten daraus eine komplexe Darstellung v = Dp(1) : su(2) — gl(V)
der Lie-Algebra su(2). Beachte, dass hier su(2) eine reelle Lie-Algebra ist und
gl(V) eine komplexe, und v ein Lie-Algebra Homomorphismus von reellen Lie-
Algebren. Also ist die C-lineare Fortsetzung

ve :su(2) @ C — gl(V)

definiert durch vc(x+iy) = v(x) +iv(y) ein C-Lie-Algebra Homomorphismus, also
eine Darstellung von su(2) ® C = sl(2, C).
e Wie wir gesehen haben ist jede sl(2, C)-Darstellung ist vollstindig reduzibel,

k
Vv,
=1

Alle Matrizen vc(x) sind also Blockdiagonal bzgl. dieser Zerlegung. Dies gilt ins-
besondere fiir alle x € su(2). Also gilt dies auch fiir alle p(exp(x)) = exp(v(x)), also
fiir alle p(A), A € SU(2). Die einzelnen Summanden V,,,; sind sl(2, C)-irreduzibel,
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also auch su(2)-irreduzibel, also auch SU(2)-irreduzibel, da jeder SU(2)-invariante
Unterraum insbesindere auch su(2)-invariant ist, und damit auch sI(2, C)-invariant.

Damit folgt, dass jede SU(2) Darstellung wie im Satz vollstdndig reduzibel ist.
Wir wollen nun zeigen, dass jede Darstellung V, von su(2) fortsetzbar ist auf eine
Darstellung von SU(2). Sei dazu U, = Cl[z;,22], der Raum der homogenen Po-
lynome in zwei Variablen. Offensichlich gilt dim U, = n + 1, und jedes Polynom
im Raum hat die Form p(z) = }}_, ¢ jkzlfzg’k . Wir definieren die Darstellung von
SU(2) (bzw. allgemeiner SL(2, C)):

Pn : SUR2)(bzw. SL(2,C)) - GL(U,)
(Pn(A)p)(2) = p(A~"2).
Die zugehorige Darstellung der Lie-Algebra sl(2, C) = span(h, e, f) ist:

d d
%@m®=$Hmﬁ%@=akw@%FFM%H@M@
d
a(e)p)(z) = = li=o p(e™"2) = —220,,p(2)

d -
(NP = 7 o pe™2) = =210, p(2)
Aus Serie 7, Aufgabe 3 wissen wir:
Lemma 2.3. Die Darstellung U, von sl(2, C) ist isomorph zu V,,.

Also setzen sich insbesondere die Darstellungen V,, auf SU(2) (und SL(2,C),
und sogar GL(2, C)) fort.
Sei nun p : SU(2) — GL(V) eine irreduzible Darstellung der Dimension n + 1.
Sei wieder v : su(2) — gl(V) die zugehdrige Darstellung der Lie-Algebra. Dann
ist v und v¢ (definiert wie oben) irreduzibel, denn ist W C V ein su(2)-invarianter
Unterraum, so ist dieser auch exp(su(2)), also auch SU(2)-invariant. Wir wissen
aber aus der Klassifikation der Darstellungen von sl(2, C): v¢ ist isomorph zu v,
von vorher, d.h. es existiert ein linearer Isomorphismus ¢ : V — U, so dass

¢ ove(x) =vu(x)o g
fiir alle x € sl(2, C). Insbesondere gilt also fiir alle x € su(2):
¢ o p(exp(x)) = ¢ o exp(v(x)) = exp(v,y(x)) 0 ¢ = py(exp(x)) © ¢.
Also gilt gop(A) = p,(A)o¢ fiir alle A € SU(2). Damit ist der Satz oben bewiesen.

Bemerkung 2.4. Die SU(2)-Darstellung auf U, ist unitér beziiglich des Skalarproduktes

<P7 q) = ﬁ(az]’azz)CI(ZhZZ) |Z1=Zz=0 .

(Ubungsaufgabe)

2.4. Darstellungen von SO(3). Die Lie-Gruppe SO = §3/{+1} = RP? ist nicht einfach
zusammenhingend, also setzen nicht (unbedingt) alle Darstellungen von so(2) auf SO(3)
fort. Es gilt der figende Satz.

Satz 2.5. (1) Alle komplexen irreduziblen Darstellungen von SO(3) sind vollstindig

reduzibel.

(2) Von den irreduziblen Darstellungen V,, von so(3) setzen sich genau die mit n = 21

gerade auf SO(3) fort.

(3) SeiV eine komplexe irreduzible Darstellung von SO(3) der Dimension n+ 1. Dann

ist n ungerade und V = 'V,.
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(1) Dies geht wie vorher fiir SU(2).
Wir betrachten die Darstellung p; von SO(3) auf dem Raum der Kugelfunktionen
H; ={p € C[x1, x2, x3] | p homogen vom Grad [, Ap = 0},

gegeben durch

(ER)P)(x) = p(R™' x).
Die Dimension von H; ist 2/ + 1, siche MMP I. Diese Darstellung ergibt die fol-
gende Darstellung von so(3), mit X € R*:

d
X - DP)Y) = — li=o ple®Hy) = —x - (y A V)p(y).

Wir erhalten daraus eine Darstellung % von su(2) = so(3) und entsprechend auch
von sl(2, C). Benutzen wir die Abbildung su(2) = so(3) von Lemma 2.1] so sehen
wir, dass die Darstellung ¥; von sl(2, C) = su(2) ® C wie folgt gegeben ist:

(i(Wp)(y) = =2i(y10y, — y20y,)p(y)
((e)p)(y) = (y3(By, +i0y,) — (1 + iy2)0y,)p(y)
(NP = (y3(=0y, +i0y,) + (1 = iy2)0,,)p(y)
Aus Serie 8, Aufgabe 2 wissen wir:

Lemma 2.6. Die Darstellung H; von sI(2, C) (und auch s0(3)) ist isomorph zu V5.

Also lassen sich die Darstellungen V5; auf SO(3) fortsetzen.

Wir zeigen noch, dass ich die Darstellungen V,, = W,, von so(3) fiir n ungerade
nicht auf SO(3) fortsetzen lassen. Falls sie fortsetzen wiirden hétten wir namlich
folgendes kommutatives Diagramm:

su(2) —— s0(3) —— gl(W,)
lexp lexp lexp
SUQ2) —> SO@B) —— GL(W,)
Wir betrachten nun das Element
i) = (’6’ —(:ri) € su(2)
und verfolgen es von oben links durch das Diagramm. Gehen wir erst nach unten
und dann nach recht so erhalten wir
mioy > exp(mio;) = =1 - 1(€ SO(3)) — 1(e GL(W),)).
Laufen wir stattdessen erst nach rechts und dann runter, so erhalten wir
mioy & 2Ly = mi(=z2,0,, + 220,,) ke -1.
Fiir den letzten Schritt muss man beachten, dass
Ri(=210;, + 220:,)(@ 25 7) = mi(n - 2k)2\ 25~

ist, also der Differentialoperator diagonal wirk, mit ungeraden (da n ungerade)
Vielfachen von 77 auf der Diagonalen. Da —1 # 1 haben wir einen Widerspruch
und sind fertig.

Dieser Punkt funktioniert wieder wie fiir SU(2).
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Bemerkung 2.7. Die SO(3)-Darstellung auf den Kugelfunktionen H; ist unitér beziiglich
des Standard-L?-Skalarproduktes
P.q) = f pq.
S2

Ausserdem bilden die Polynome u;,,, in Kugelkoordinaten gegeben durch PY}(6, ¢)
(mit Y, den Kugelfunktionen wie in MMO I) eine Orthogonalbasis, wobei m = —1[,...,[.
Es gilt nun Y},,(6, ) o« P;,.(cos(h)e™?, also insbesondere (wieder in kartesischen Koordi-
naten)

U (X1, X2, X3) o prm(x3)(x1 + ix2)"
fiir ein Polynom p;,,. Also gilt
?[(h)u[!m = 2mu,,m.
Die Unterrdaume Cu,,, sind also gerade die Gewichtsrdume der Darstellung ¥;. Ferner gilt
(s. Felder Skript fiir die detailliertere Herleitung der Vorfaktoren)

Vi@upm = VI = m)+ m+ Dy
Vi(Pugm = VU —m+ DU+ mug,,_;.

man kann also durch Anwendung dieser Aufsteige- und Absteigeoperatoren die Kugel-
funktionen fiir festes / auseinander erhalten.

2.5. Tensorprodukte von SU(2)-Darstellungen. Wir erinnern daran, dass die Darstel-
lung irreduzible Darstellung V,, von sl(2, C) (bzw. auch SU(2), SL(2,C)) der Dimension
n + 1 die Basis eg, e1, . . . , e, hat mit

ej =p(fYey
p(he; = (n—2j)e;
ple)e; = jn—j+ ej1,
wobei 4, e, f die Erzeugenden von der Lie-Algebra sl(2, C) sind, wie vorher.

Der folgende Satz ist sehr wichtig und wird hiufig in der Physik und der Mathematik
benotigt.

Satz 2.8 (Clebsch-Gordan-Zerlegung). Fiir n,m > 0 hat man einen Isomorphismus von
Darstellungen von sl(2, C) (bzw. natiirlich ebenso von SU(2)-Darstellungen und SL(2, C)-
Darstellungen)

Vn ® Vm = Viam @ Vn+m—2 S-S V\n—m\~

Die irreduzible Darstellung V,ym—21 C V, ® V,, wird hierbei aufgespant durch die Vektoren
W],,O(f)Wl, . ,p(f)n+m721Wl mit

l . .
(n—Plim -1+ ))!
W = Z(_]),( DU ) ¢, ®er
Jj=0

= pt

Beweis. Die erste Aussage wurde schon in der Serie gezeigt. Fiir die 2. Aussage iiber die
Form der Hochstgewichtsvektoren w; muss man einfach iiberpriifen, dass die angegebenen
w; tatsdchlich Hochstgewichtsvektoren vom Gewicht n + m — 2 sind, das heisst (w; # 0
und)

p(Ww; =+ m—2Dw, pleyw; = 0.
Beides folgt durch einfache explizite Rechnung (UA). O
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Beispiel 2.9. o Betrachtet man in der Quantenmechanik ein aus 2 Teilsystemen (mit
Hilbertrdumen H;, H,) zusammengestztes System, so ist der der Hilbertraum des
Gesamtsystems H; @ H,.

Betrachte z.B. zwei (verschiedene) Spins %, z.B. ein Proton und ein Neutron,
wobei wir alle anderen (nicht-spin) Freiheitsgrade vernachlédssigen. Die einzelnen
Hilbertrdume sind jeweils V; (Spin %). Wir haben nun fiir den Hilbertraum des
Gesamtsystems

VieVieV,ad V.
Das heisst, das aus Proton und Neutron zusammengesetzte System (z.B. Deuteri-
umkern) kann sich verhalten wie ein Spin 0, oder Spin 1 Teilchen.

Hierbei ist V, erzeugt vom Hichstgewichtsvektor wy = eg ® ey und der symme-
trische Teilraum, und V|, erzeugt von w; = ¢y ® €1 — €] ® ¢ der antisymmetrische
Teilraum.

e Sind nun beide Teilchen (wie vorher) gleiche Fermionen, z.B. 2 Elektronen oder
2 Protonen, so ist der Hilbertraum der #ussere Produktraum, A2V, = V. Das
Gesamtsystem verhilt sich also wie ein Teilchen vom Spin 0.

e Nehmen wir an beide Teilchen sind identische Bosonen, so hat das Gesamtsy-
stem Hilbertraum S2V, = V,, verhilt sich also wie ein Spin 1 Teilchen. (Physi-
kalisch existieren allerdings keine Bosonen mit Spin % wegen des Spin-Statistik-
Theorems.)

2.6. Minkowskiraum und Lorentzgruppe. Hier sind wir dem Felder-Skript, Kapitel
5.5-5.10 gefolgt.

2.7. Der Homomorphismus SL(2,C)g — SO.(1,3). Dies ist im Felder-Skript Kapitel
5.10.

2.8. Darstellungen von SL(2, C)g und SO(1, 3). Wir haben gesehen, dass (als reelle Lie
Algebren) sl(2, C)r = so(1,3), und ausserdem
(sI(2,C)Rr) @ C = sl(2,C) @ sl(2,C)
als komplexe Lie-Algebren. Hierbei ist die Abbildung von links nach rechts gegeben durch
3) sl2,C)r 2 x> (x,X) €sl(2,C)dsl(2,0).
Die Darstellungen von sl(2, C) & sl(2, C) kann man mit dem folgenden Satz finden.

Satz 2.10. Seien g, o' komplexe halbeinfache Lie-Algebren. Dann sind die komplexen end-
lich dimensionalen irreduziblen Darstellungen der halbeinfachen Lie-Algebra g&g’ gerade
die Darstellungen der Form

02 ®pl’1 1g®g = gl(Va® V}’l)

x+xX =01+ 18 px),
wobei py g — gl(Va) (bzw. p, : ¢" — oU(V)) iiber die irreduziblen Darstellungen von g
(bzw. o) lduft.
Beweis. s. Ubung. O

Die irreduziblen Darstellungen von sl(2, C) @ sl(2, C) sind also gerade von der Form
V,®V, mitmn = 0,1,2,.... Beachtet man @, so wirkt ein x € sl(2,C)r in dieser
Darstellung als

Pn(0)® 1+ 18 p, (),
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da p,,(X) = pn(x). Man schreibt daher die irreduziblen Darstellungen von sl(2, C)r als
Vi ® V.

Es ist klar, dass diese Darstellungen auf SL(2, C)r fortsetzen, siche die Konstruktion der
W, = V,, die auch fiir SL(2, C) funktioniert. Mit dhnlichen Argumentenwie im Fall SU(2)
erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.11. Alle endlich dimensionalen komplexen Darstellungen von SL(2, C)r sind vollstindig
reduzibel, und isomorph zu direkten Summen der V,, ® V,,.
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