D-MAVT Lineare Algebra I HS 2019
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losungen 5

1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a)

Seien u und v Losungen des LGS Az = b mit n Unbekannten. Der Rang
des LGS sei r. Falls n = r gilt, so folgt v = v.

Richtig. Dies ist Satz 1.2 aus der Vorlesung.

Sei Az = 0 ein HLGS und z # 0 eine Losung davon. Dann ist der Rang r
des Gleichungssystems gleich der Anzahl n der Unbekannten.

Falsch. Laut Korollar 1.3 der Vorlesung hat das HLGS genau dann nichttriviale Lésun-

gen, wenn r < n.

Sei Az = b ein LGS, das keine Losung besitzt. Dann ist der Rang r grosser
als die Anzahl m der Gleichungen.

Falsch. Laut Korollar 1.5 der Vorlesung ist das LGS genau dann nicht fiir alle b 16sbar,

wenn r < m.

Sei Az = b ein LGS mit n Unbekannten und ebensovielen Gleichungen.
u # 0 sei eine Losung des HLGS Ax = 0 und v eine Losung von Az = b.
Dann hat Ax = b noch unendlich viele weitere Losungen.

Richtig. Weil das HLGS eine nichttriviale Losung besitzt, ist der Rang r < n. Und weil
das LGS Az = b mit v eine Losung besitzt, kann diese nach Satz 1.2 der Vorlesung
nicht eindeutig sein. Konkret ist fiir jedes A € R auch v + Au eine Losung von Az = b:
Es gilt ndmlich A(v 4+ Au) = Av+AAu=b+X-0=0.



2. Bestimmen Sie — in Abhéngigkeit von a —den Rang des folgenden Gleichungs-
systems mit Hilfe des Gauss-Algorithmus.

xr1 + ro + 3xz + rzy = 0
r1 + — 2x3 — 204 = 0
Ty + 22 + 8x3 + (a?+3a)zy = 0
—2r7 — T2 + axrz —+ zy = 0
X X9 T3 X4 ‘ 1 X X9 T3 Tq ‘ 1
1 1 3 1 0 1 1 3 1 0
1 0 -2 —2 0O — 0 -1 -5 ) 0
1 2 8 a>+3al0 0 1 5 a24+3a—110
— -1 a 1 0 0 1 6+4+a 3 0
T Xro I3 Zq ‘ 1 X1 Xro I3 Zq ‘ 1
1 1 3 1 0 1 1 3 1 0
- 0 -1 -5 ) 0O — 0 -1 -5 -3 0
0 0 0 a?+3a—410 0 0 1+4a 0 0
0 0 1+4+a 0 0 0 0 0 a>+3a—-41|0
Es gilt a®> + 3a — 4 = 0, wenn
-3+t 1
a:w©azlodera:—4.

2

Der Rang des Gleichungssystems ist 4, falls 1 +a # 0 und a? + 3a — 4 # 0, also
fira ¢ {—4,-1,1}.
Der Rang des Gleichungssystems ist 3, falls a € {—4,—1,1}.



3. Bestimmen Sie, welche Matrizen B mit der Matrix A = ({ 3) kommutieren,
d.h. fiir welche B die Gleichung AB = BA gilt.
Sei B = (b“ bz ) Damit man die gewlinschte Gleichung erhélt, miissen die

b21 ba2
zwel Matrizen AB und BA koeffizientenweise tibereinstimmen. Es gilt

o b1 +2ba1 bio + 2bao
AB = ( 3ba1 3bag )

und

b1 2b11 + 3b12
BA = .
< ba1 2091 + 3b22 )

Aus dem Koeffizientenvergleich erhalt man das Gleichungssystem

bi1 +2b1 = b1

b1z +2baa = 2b11 + 3b12
3ba1 = bxn
3ba2 = 2bo1 + 3b2a.

Es ist einfach nachzurechnen, dass die Losungsmenge davon

b1 = s
big = t
boy = 0
by = s+t

mit s,t € R ist. Folglich erfiillen genau die Matrizen der Form

st 10 0 1
B_(o s+t>_8<0 1)”(0 1>

die Bedingung AB = BA.



. Es seien z,y € R%. Dann ist das Vektorprodukt von x und y definiert als

T2Y3 — T3Y2
Xy = T3Y1 — T1Ys3
T1Y2 — T2Y1

Bestimmen Sie eine 3 x 3-Matrix B so, dass

x Xy = DBy.

Zeigen Sie, dass x X y senkrecht auf x und y steht.

Rechnen Sie eine der folgenden Identitdten nach:

ax (bxe)=(a-c)b—(a-b)c (Grassmann)
ax(bxec)+bx(ecxa)+ex(axb) =0 (Jacobi)
(axb)-(exd)y=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d) (Lagrange)

Verwenden Sie die Lagrange-Identitdt um zu zeigen, dass
lla < bl| = [lal[[b]| sin

gilt, wobei 0 < ¢ < 7 der von a und b eingeschlossene Winkel ist. Dieser
Satz besagt, dass die Lange des Vektors a x b gleich der Flédche des von a
und b aufgespannten Parallelogramms ist.
Hinweis: Es gilt

a- b= |all[b] cos ¢.

Fiir
0 —x3 To
B = I3 0 —T1
—x2 X1 0
gilt
r Xy = By.

Zwei Vektoren stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn ihr Skalar-
produkt Null ergibt. Nachrechnen ergibt

Ty T2Y3 — T3Y2
z-(rxy) = T2 |- | T3y1— T1y3
Zs3 T1Y2 — T2Y1

z1(T2ys — x3y2) + x2(z3y1 — 21y3) + x3(T1Y2 — T2y1)

= 0.
Die Berechnung von y - (z X y) geht analog.

Grundsétzlich lassen sich alle drei Identitdten direkt mit den Definitionen
nachrechnen. Die Grassmann-Identitdt rechnet man beispielsweise wie folgt



nach:

a1 b203 — b362
a X (b X C) = a2 X b301 — b103
as bica — bacy

ag(blcz — bzcl) — ag(bgcl — blcg)
= a3(b203 — bgCQ — a b102 — bgCl)
1(bzcr — bicz) — ag(bacz — bzca)

Q

Il
o o

2(arc1 + ages) — ca(aiby + asbs)

) (

) (

1(agcz 4 azes) — c1(agby + azbs)
( ) — o

3(aic + azez) — c3(a1by + azba)
(
(
(

[Sal

1(aicr + asee + azces) — ci(arbr + azba + asbs)
= ba(aic1 + azea + ascz) — ca(arby + azbe + azbs)
bs(aic1 + agca + asces) — cs(arby + azbe + agbs)

b1 C1
= (a161 + asco + agcg) by — (&1b1 + agby + a3b3) Co
b3 Cc3

= (a-c)b—(a-b)e.

Unter Verwendung der Grassmann-Identitdt kann man die Jacobi-Identitéat
zudem sehr elegant herleiten:

x(bxc)+bx(exa)+ex(axb)
a-c)b—(a-bc+ (b-a)c—(b-c)a+ (c-b)a— (c-a)b
a-c—c-a)b+b-a—a-bec+(c-b—b-c)a

([l
o o~ —~ 9

)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass das Skalarprodukt sym-
metrisch ist.

Aus der Lagrange-Identitdt und dem Hinweis folgt

laxb? = (axb)-(axb)
(a-a)(b-b) = (a-b)?

= llal®[I1? = (llalll|bll cos(»))?
lall*[[]*(1 = cos(¢)?)
[lal|?[1b]| sin()?.

Durch Wurzelziehen erhélt man das gewtlinschte Resultat.



