Grundstrukturen

1.1 Zur mathematischen Logik

Einige niitzliche Zeichen

Die sogenannte mathematische Logik ist ein Kalkiil, d.h. ein Gebaude von
Rechenregeln, dessen Objekte A bzw. A(z) nicht Zahlen oder Funktionen,
sondern Aussagen, Aussageformen und deren Verkniipfungen sind.

Fine Aussage ist eine Behauptung oder eine Formel, die so, wie sie da steht,
entweder wahr ist oder falsch.

Bsp: “Die Basiswinkel von gleichschenkligen Dreiecken sind gleich”, “101%94-1
ist eine Primzahl”, “Camel ist eine Automarke”.

Gegebene Aussagen A, B konnen durch die logischen Operationen

= hat zur Folge

— gilt genau dann, wenn

v oder (gemeint ist: oder/und)
A und

= nicht

zu komplizierteren Aussagen verbunden werden. Es geht dann zum Beispiel
darum, den “Wahrheitswert” eines so erhaltenen Ausdrucks zu berechnen,
wenn die Wahrheitswerte der darin auftretenden Variablen A, B, ... gegeben
sind. Ein derartiger logischer Kalkiil wird zum Beispiel beim Aufbau eines
Systems, das komplizierte mathematische Sachverhalte verarbeiten soll, drin-
gend bendtigt.

Fine Aussageform ist ein Text oder eine Formel mit einer freien Variablen =z,
die fiir jeden Wert z eines vereinbarten Grundbereichs in eine wahre oder in
eine falsche Aussage iibergeht.
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Bsp: Die folgenden Aussageformen beziehen sich auf reelle Zahlen z, y und
natiirliche Zahlen n:

22 =5 +6=0,
24yt <1,
1—2z"

1—=x

l+z+2?+... 42"t =

Im Zusammenhang mit Aussageformen treten weitere neuartige Zeichen auf:

N fiir alle

3 es gibt

3! es gibt genau ein
? es gibt kein

Diese sogenannten Quantoren erlauben Aussagen der folgenden Art:

1
Bsp: Yn>1: 1—|—2+...—|—n:n(n2+),
It e[0,2]: cost =0,
Vo Yy : zy=0 & (r=0)V(y=0).

Anstelle des V-Zeichens verwenden wir auch die folgende Klammerschreib-
weise, um den Geltungsbereich einer Formel anzugeben:

2 >0 (x € R).

Ist aus dem Zusammenhang klar, daf§ eine Formel “fiir alle betrachteten
x” gilt, so kann das V-Zeichen oder die Angabe des Geltungsbereichs auch
weggelassen werden.

Bsp: z>y>0 = 0<-X<

IS
S

Fiir unsere Zwecke brauchen wir von der mathematischen Logik nur die ange-
gebenen Zeichen als praktische Abkiirzungen sowie vor allem Klarheit iiber
einige wenige Grunderfahrungen (s.u.).

Eine Bemerkung zum Thema “Gleichheitszeichen”. In den drei Gleichungen
1
2 _ _ L - 2 2,
z*— 12z +35=0, e—zk!, sin“t+cos“t =1
k=0

hat das Zeichen ‘=" ganz unterschiedliche Bedeutung. Die erste ist eine “Bes-
timmungsgleichung” und definiert eine gewisse Losungsmenge. Die zweite ist
eine “Definitionsgleichung” und legt das Symbol e als Abkiirzung fiir den
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rechtsstehenden Ausdruck fest. Die dritte schliesslich ist eine “Identitét”; sie
gilt fiir alle ¢ des vereinbarten Grundbereichs (z.B. R). Um die intendierte
Bedeutung eines Gleichheitszeichens auch graphisch sichtbar zu machen, ver-
wenden wir in diesem Text die folgenden Schreibweisen:

Wird einer noch freien Variablen ein bestimmter Wert zugewiesen oder wird
fiir ein umstéandlich dargestelltes Objekt (das Definiens) ein bestimmter Be-
zeichner (Definiendum) vereinbart, so benutzen wir in der Regel das Zeichen
:= bzw. =:. Der Doppelpunkt steht dabei auf der Seite des Definiendums.
Diese Schreibweise wurde fiir das Programmieren erfunden und hat sich auch
im mathematischen Gebrauch als auflerst praktisch erwiesen.

Bsp: x:=3,
t2—1
t) =
£ =y

| —

Zk" =: €.
k=0

Im zweiten Beispiel wird nicht etwa der Variablen ¢, sondern der Funk-
tionsvariablen f ein bestimmter “Wert” erteilt: f ist jetzt nicht mehr irgend-
eine Funktion, sondern die bestimmte, durch den angeschriebenen Ausdruck
definierte Funktion (wobei sich der Definitionsbereich aus dem Zusammen-
hang ergeben sollte).

Gilt eine Gleichung fiir alle Werte der darin auftretenden Variablen, so be-
nutzen wir gelegentlich das Zeichen =.

Bsp: cos’t+sin’t=1.

Das Zeichen = schliefllich steht fiir die Vorstellung “ist angenéhert gleich”.
Was das mathematisch genau bedeutet, ist in jedem Fall wieder anders und
bleibt ungesagt.

Bsp: =1- =0
sp T2 r  (r=0),

Einige logische Grundtatsachen

Nun zu den angekiindigten Grunderfahrungen!

Ein mathematischer Sachverhalt kann typischerweise die Gestalt
A

annehmen; dabei ist A eine Aussage.
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Bsp: A; := “Die Winkelsumme im Dreieck betragt 180°.”
Ay := “\/2 ist irrational.”

Unter einem direkten Beweis der Aussage A versteht man folgendes: Aus-
gehend von einer Liste (stillschweigend oder ausdriicklich) vereinbarter Ax-
iome wird nach bestimmten Schluffweisen eine Kette von richtigen Aussagen
aufgeschrieben, deren letztes Glied die Behauptung darstellt.

(1D Zum Beweis der Aussage A; bendtigen wir das folgende Axiom: Wech-
selwinkel an Parallelen sind gleich (Fig. 1.1.1). A; ergibt sich dann unmit-
telbar aus der Figur 1.1.2. Der Leser ist aufgefordert, die einzelnen Sétze der
Schlufikette selber zu formulieren. O

<>

Fig. 1.1.2

Bei einem indirekten Beweis der Aussage A nimmt man aufler den verein-
barten Axiomen zusétzlich an, A sei falsch — in anderen Worten: Man fiigt
=4 als Axiom hinzu und kommt nach einer Kette von erlaubten Schliissen zu
einer offensichtlich falschen Aussage, etwa zu “1 = 0”. Hieraus schlieff{t man,
dafl das zugrundegelegte (und als widerspruchsfrei angenommene) Axiomen-
system mit dem Zusatzaxiom —.4 nicht vertrdglich ist. Nach dem “Prinzip
des ausgeschlossenen Dritten” mufl daher A zutreffen.

(2) Wir nehmen zusitzlich zu den Regeln der Arithmetik an, A sei falsch.
Es gibt dann zwei ganze Zahlen p und ¢ mit v/2 = p/q, wobei wir nach Kiirzen
annehmen diirfen, p und ¢ seien nicht beide gerade. Es folgt p? = 2¢?, somit
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ist jedenfalls p gerade: p = 2r, und folglich ¢ ungerade. Wir haben jetzt
4r? = 2¢% bzw. 2r? = ¢2. Hier ist die linke Seite gerade, die rechte ungerade
— ein Widerspruch. O

Mathematische Sachverhalte kommen zweitens in der Form einer sogenann-
ten Implikation daher:

A = B; (1)
dabei sind A und B Aussagen. Interpretation: Vielleicht trifft A zu, vielleicht
nicht. Sicher bzw. bewiesen ist nur: Falls A zutrifft, so trifft auch B zu. B
kann aber ohne weiteres wahr sein und A gleichzeitig falsch. In anderen
Worten: Die Umkehrung von (1), also die Implikation

B = A,

ist mitnichten bewiesen und auch im allgemeinen falsch.

Fig. 1.1.3

@ Es geht um konvexe ebene Bereiche K (Fig. 1.1.3). Ein derartiger Be-
reich besitzt in jedem Randpunkt eine sogenannte Stiitzgerade; das ist eine
Gerade, die K trifft, aber nicht zerlegt. Betrachte die beiden folgenden Aus-
sagen:

A: K ist eine Kreisscheibe.

B: Der Abstand zwischen parallelen Stiitzgeraden von K ist konstant.
Offensichtlich gilt A = B. Die Umkehrung B = A ist aber falsch, denn
es gibt Bereiche konstanter Breite, die nicht Kreise sind, zum Beispiel das
sogenannte Reuleaux-Dreieck (Fig. 1.1.4). O

d|

Fig. 1.1.4
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Logisch dquivalent zur Implikation A = B ist deren sogenannte Kontraposi-
tion

B = -A. (2)

Interpretation: Wenn B nicht zutrifft, dann sicher auch A nicht. Der Leser
ist aufgefordert, hier einen Moment innezuhalten und sich durch Nachdenken
davon zu iiberzeugen, dafl (1) und (2) gleichwertig sind. Oft ist A = B der
interessierende und niitzliche Sachverhalt, aber die Kontraposition ist leichter
zu beweisen.

(@) Gegeben sind ein gleichseitiges Dreieck D der Seitenléinge 2 in der Ebene
sowie ein Vorrat an beweglichen Dreiecken der Seitenldnge a < 2. Es geht
darum, das grofle Dreieck mit Hilfe von kleinen zu iiberdecken. (I"Jberlap—
pungen sind ausdriicklich zugelassen, siehe die Fig. 1.1.5) Betrachte die bei-
den folgenden Aussagen:

A: D 1483t sich mit 5 kleinen Dreiecken iiberdecken.
B: D laft sich mit 4 kleinen Dreiecken iiberdecken.

Fig. 1.1.5

Wir behaupten, es gilt
A= B,

und beweisen dies “durch Kontraposition”, das heifit: Wir beweisen =B =

-A.

Angenommen, 4 kleine Dreiecke reichen nicht aus. Ein Blick auf die Fig. 1.1.6
zeigt, daBl dann notwendigerweise a < 1 ist . Ein gleichseitiges Dreieck
der Seitenlange < 1 kann aber hochstens einen der in Fig. 1.1.6 markierten
Punkte iiberdecken, und da es sechs derartige Punkte hat, reichen 5 Dreiecke
nicht aus fiir eine vollstiandige Uberdeckung von D. O



1.1 Zur mathematischen Logik 7

Fig. 1.1.6

Noch ein Wort zum Gebrauch der Quantoren V und 3. Viele mathematische
Sachverhalte haben ja die Form

Vo A(x) bzw. dzr: A(z) .

Bsp: Ver>0 Vy>0: \/x_ygx—;y,
de(-)  3s(v) dty=-s(t) AN S@t)=ct).

Zwei gleiche Quantoren diirfen vertauscht werden:

(®) Werden in der Aussage
Ve>0 VYn>1 J1E>0 =c

(dieses ¢ ist die n-te Wurzel aus ¢) die beiden V-Quantoren vertauscht, so
resultiert die gleichbedeutende Aussage

Vn>1 VYe>0 JE>0 =c.

O

Verschiedene Quantoren diirfen hingegen auf keinen Fall vertauscht werden:
@ Der bekannte Fundamentalsatz der Algebra lautet: Jedes Polynom
p(2) = 2" +an_ 12" 4.+ a1z + ao

mit komplexen Koeffizienten a; besitzt wenigstens eine Nullstelle ( € C. In
Zeichen:

vp() 3¢ p(()=0.

Werden hier die Quantoren vertauscht, so kommt offensichtlicher Unsinn her-
aus:

3¢ vp() - p(¢)=0.

(“Es gibt eine komplexe Zahl ¢, so da8 jedes Polynom mit komplexen Koef-
fizienten an der Stelle ¢ den Wert 0 hat.”) O
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Bei abstrakteren Situationen ist es schon schwieriger, die Reihenfolge der
Quantoren im Griff zu behalten:

@ Die Definition der Konvergenz von Folgen lautet (wir werden spéter in
aller Ruhe darauf eingehen): Eine Zahlfolge x. konvergiert gegen die Zahl ¢,
wenn es fiir jede vorgegebene Toleranz € > 0 ein ng gibt, so daf} alle z,, mit
Nummer n > ng innerhalb der Toleranz £ um & liegen (siehe die Fig. 1.1.7)
— in Zeichen:

Ve >0 3dng Yn>ngp: |z, — & <e.
| ° ° |
- _ | .
2 x, & T,
Fig. 1.1.7

Unsinnig ist hingegen die nach Vertauschen der ersten beiden Quantoren
resultierende Konvergenzbedingung

dng Ve>0 Vn>ng : |z, — & < e,

denn das hiele ja: Es gibt ein ng, so daf§ alle x,, mit Nummer n > ng
jede noch so scharfe Toleranzbedingung erfiillen, und das ist natiirlich nur
moglich, wenn alle diese x,, gleich £ sind — eine héchst uninteressante Art
von “Konvergenz”. O

Aufgaben

1. Aus einem Zoologiebuch: “Jede ungebrochselte Kalupe ist dorig und jede
foberante Kalupe ist dorig. In Quasiland gibt es sowohl dorige wie un-
dorige Kalupen.” — Welche der nachstehenden Schliisse iiber die Fauna
von Quasiland sind zulafig?

a) Es gibt sowohl gebrochselte wie ungebrochselte Kalupen.
b) Es gibt gebrochselte Kalupen.

(

(

(c) Alle undorigen Kalupen sind gebrochselt.

(d) Einige gebrochselte Kalupen sind unfoberant.
(

e) Alle gebrochselten Kalupen sind unfoberant.
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2. Hier ist eine Aussage liber Quorge:
(a) Ist ein Quorg glavul, so ropanzt er.

Formuliere (b) die Negation, (c) die Umkehrung, (d) die Kontraposition
der Aussage (a). Welche Implikationen bestehen zwischen (a), (b), (c)
und (d)?

3. Welche der folgenden Aussagen sind giiltige Einwénde gegen das Sprich-
wort “Alles verstehen heifit alles verzeihen”?
a) Niemand versteht alles.
b) Ich verstehe die Eifersucht, aber ich kann sie nicht verzeihen.

(
(
(c) Ich verstehe alles, aber die Eifersucht kann ich nicht verzeihen.
(d) Niemand wiirde alles verzeihen.

(

e) Ich verzeihe die Eifersucht, obwohl ich sie nicht verstehe.

4. Welche der in Fig. 1.1.8 abgebildeten Spielkarten mufl man mindestens
umdrehen, um mit Sicherheit die folgende Frage (x) beantworten zu kon-
nen?

() “Sind alle Karten mit schraffierter Riickseite Asse?”

Fig. 1.1.8

5. Von den folgenden Aussagen ist genau eine richtig:
(a) Fritz hat mehr als tausend Biicher.
(b) Fritz hat weniger als tausend Biicher.

(c) Fritz hat mindestens ein Buch.

Wieviele Biicher hat Fritz?

6. Gegeben sind eine kreisrunde Bisquitdose sowie ein Vorrat von gleich-
groflen kreisrunden Platzchen. Zeige: Lassen sich 6 Pldtzchen nebeneinan-
der in die Dose legen, so auch deren 7. (Hinweis: Beweise die Kontrapo-

sition; vgl. Beispiel @)
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Fig. 1.1.9

7. Die fiinf Teile der Figur 1.1.9 bestehen aus insgesamt 26 Einheitsqua-
draten. Sie sollen “achsenparallel” und ohne Uberlappen in eine Schachtel
mit quadratischer Grundfldche der Seitenldnge 5.94 gelegt werden. Zeige,
daBl das nicht geht.



1.2 Mengen

Reden iiber Mengen

Wir versuchen nicht zu erklaren, was eine Menge ist, und wir werden auch
keine “Mengenlehre” betreiben. In diesem Abschnitt geht es nur darum, die
auf Mengen beziiglichen Schreibweisen und Bezeichnungen festzulegen. Alles
beginnt natiirlich mit der Relation

x €A : “xist Element (Punkt) der Menge A” ,

“ZL‘ in A’?

und ihrer Negation x ¢ A, sprich: “z nicht in A”. Davon zu unterscheiden
ist die Inklusion, eine Relation zwischen zwei Mengen:

AC B : “Die Menge A ist Teilmenge der Menge B” |
will sagen: Jedes Element von A ist auch Element von B, in Zeichen:

Vo : r€A = x€B.

Bsp: 4€Q, 7¢Q, V2ieC, RcC.

Sind a, b, ¢, ..., p, q gegebene Objekte, so bezeichnet zum Beispiel {a, ¢, p} die
Menge, die genau die Objekte a, b und p enthélt, und {a,b,...,q} die Menge,
die genau die simtlichen Objekte a,b, ..., q enthalt. Mit dem Symbol @ ist
die leere Menge gemeint.

Ist X eine vereinbarte Grundmenge (zum Beispiel X := R) und A(z) eine
Aussageform, die fiir jedes einzelne x € X entweder zutrifft oder eben nicht,
so bezeichnet

{zeX | Ax)} bzw. {z| Az)}
die Menge aller derjenigen x € X, fiir die A(x) zutrifft.

Bsp: {z€R ! 1‘4—2x2:0}:{0,\/§,—\/§},
{zeQ ‘ z* —22° =0} = {0},
{zeC’z:E/\zzz—él}:@ (z = z bedeutet: z ist reell).

Zwei Mengen A und B sind gleich, in Zeichen: A = B, wenn jede eine
Teilmenge der andern ist. Die Gleichheit von zwei zunichst unterschiedlich
aussehenden Mengen 148t sich in einfachen Féllen durch eine Schluflkette der
Gestalt

rTEA = ... = ... ... <= z€B
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beweisen; in schwierigeren Féllen braucht es zwei liber verschiedene Wege
laufende Ketten

TEA — ... = ... ... — z€B

und
r€EB — ... = ... ... =z €A.

(D Die folgende Situation kommt immer wieder vor: Wir sollen eine Glei-
chung oder ein Gleichungssystem auflosen. Was ist damit gemeint? Die
gegebene Gleichung,

Bsp: V2 —-1=2—-2,

definiert eine Losungsmenge L. Anstelle dieser “impliziten” Darstellung von
L ist eine “explizite” Darstellung in der Form einer Liste verlangt. Typischer-
weise wird man nun mit Hilfe von geeigneten algebraischen Operationen aus
den gegebenen Gleichungen neue, einfachere Gleichungen herleiten, an denen
die gewlinschte Liste unmittelbar abgelesen werden kann. In unserem Beispiel
erhalt man so nacheinander folgendes:

Voar—-1=2-2 =— 2—-1=2>—42+4 =—

~ 6+1/36-20

22 —6r+5=0 — «x >

r=5V zx=1,

worauf man die Liste L' := {5, 1} als Losungsmenge prasentieren wird. In
Wirklichkeit hat man aber nur L C L’ bewiesen und mufl nun durch Einsetzen
verifizieren, dafl die umgekehrte Inklusion L' C L ebenfalls zutrifft. Dabei
stellt man fest, dafl die Zahl 5 die gegebene Gleichung erfiillt, die Zahl 1 aber
nicht. — Zum Spaf} lassen wir auch Maple (Version V.2) diese Gleichung
16sen:

o solve(sqrt(2*x - 1) = x - 2, x);

1, 5 O

Mengenoperationen

Verschiedene Verkniipfungen erlauben, aus gegebenen Mengen neue Mengen
zu bilden. Wir bendétigen:

Vereinigungsmenge A U B:

Fig. 1.2.1a
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Durchschnitt AN B:

Fig. 1.2.1b
Differenzmenge A \ B:

Fig. 1.2.1c

Die neuen Zeichen sind eingefithrt worden, da die Schreibweisen A+ B, A - B,
A— B fur Konstrukte reserviert bleiben sollten, bei denen tatséachlich “gerech-
net” wird: Sind A und B Teilmengen von R, so definiert man

A—i—B::{:r—i—y‘a:eA A y € B}

und analog fir — und -. Derartige Bildungen spielen bei der sogenannten
Intervallarithmetik eine Rolle.

Besitzen die Mengen A und B einen leeren Durchschnitt, so heiflen sie dis-
junkt, in Zeichen ausgedriickt: A DC B. Den gegenteiligen Sachverhalt:
AN B #0, “A und B schneiden sich”, bezeichnen wir kurz mit A< B.

Sind a und b irgendwelche Objekte, so nennt man die Liste
(a,b)

ein geordnetes Paar. Dieses zweikomponentige Objekt ist wohl zu unterschei-
den von der Menge {a, b}, bei der es nicht auf die Reihenfolge der Elemente
ankommt.

(1) Die Losungen der quadratischen Gleichung 22 — 52 + 6 = 0 bilden die
zweielementige Menge {2,3}. Die Losung des Gleichungssystems

r+2y=>5
e —y=2

hingegen ist das geordnete Paar (z,y) = (1,2). O
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Y (x,y) eRxR

Fig. 1.2.2

A und B seien beliebige Mengen. Dann heifit die Menge
AxB:={(a,b) | ac A beB}

aller aus je einem Element von A und von B gebildeten Paare das karte-
sische Produkt von A und B, weil Descartes mit der Erfindung des Koor-
dinatenkreuzes als erster die Ebene als “Produkt” von zwei reellen Achsen
aufgefait hat (Fig. 1.2.2).

Anstelle von R x R schreibt man natiirlich R?. Analog ist R® die Menge

{(z,y,2) | z,y,2 €eR}

aller geordneten Tripel (z,y,z) von reellen Zahlen und allgemein R™ die
Menge aller sogenannten n-Tupel (z1, xa, ..., z,).

Ist A eine beliebige endliche Menge, so bezeichnet man die Anzahl ihrer
Elemente mit #A oder auch mit |A|.

Bsp: Hier ist ein fundamentales Prinzip der Kombinatorik:

#(Ax B) = #A - #B .

Aufgaben

1. Stelle die folgenden Mengen in geeigneten Figuren anschaulich dar:
(a) {teR|4<t*<16}, (b) {zeC||z—-1+|z+1]=8},
(© {(@y2)eR|2>0,y>0,2>0,z+y+z=1},

(d) {a:e]R{‘ ! <1—f},

l1—=z 2
(e) {(z,y) eR*|1< |z|+ |yl <2},
() {(@yeR||lz—yl+2<|z}.
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. Zwei an sich unabhéangige reelle Gréflen z und y sind miteinander ver-

kniipft durch die Einschrankung
2 + 62 < 8y —1y?. (*)

(a) Man verschaffe sich eine Ubersicht iiber die Gesamtheit der moglichen
“Zustande” (z,y). Gemeint ist: Man zeichne eine Figur.

(b) Welchen Wert kann die GroBe x unter der Bedingung (*) hoéchstens
annehmen, und wie miiite y gewéahlt werden, damit dieser Maximal-
wert von x tatsachlich realisiert werden kann?

. Es bezeichne A das Innere des Oktaeders mit den sechs Ecken (£1,0,0),

(0,£1,0), (0,0,%£1). Man stelle diese Menge auf moglichst einfache Weise
in der Form A = {(z,y,2) € R*| ... } dar.

. Naef (ein Spielzeugfabrikant) produziert einen kugelférmigen Spielwiirfel,

auf dem die Zahlen von 1 bis 6 aufgemalt sind. Wenn dieser “Wiirfel” auf
einer horizontalen Ebene zur Ruhe kommt, ist allemal eine Zahl zuoberst.
Uberlege, wie dieses Objekt funktioniert, und stelle dessen Hauptkompo-
nente in der Form B = {(z,y,2) e R®| ... } dar.

.Es sei S die Menge aller natiirlichen Zahlen ohne quadratischen Teiler,

T die Menge aller natiirlichen Zahlen mit genau drei Primfaktoren (1
ist keine Primzahl) und U die Menge aller natiirlichen Zahlen < 200.
Bestimme SNT NU.

. Bestimme die Losungsmenge L C R? des folgenden Gleichungssystems:

ve+l4+y=1
%2 — /24y +25=5 |

(Hinweis: Ve ist nur fiir ¢ > 0 definiert und bezeichnet die nichtnegative
Losung ¢ der Gleichung t? = ¢ )



1.3 Naturliche Zahlen

Es geht hier um die Verwendung der natiirlichen Zahlen zum Z&ahlen und
zum Nummerieren, weniger ums Rechnen in N. — Im folgenden sind j, k,
I, m, n Variable fiir natiirliche oder ganze Zahlen, auch wenn das nicht an
jeder Stelle ausdriicklich gesagt wird. Fiir Mengen von aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen verwenden wir die folgende Notation:

{keZ|p<k<q} = [p..q].

Summen- und Produktzeichen

Wir beginnen mit der Erklarung des Summenzeichens ) : Es seien p und ¢
beliebige ganze Zahlen, und die Objekte a; (Zahlen, Vektoren, Funktionen,
..) seien fiir alle k € [p..q] definiert. Dann ist

Z = (¢<p),
E =

ap+ap+1+ap+2+ Faq (¢=p).
Die Anzahl der Summanden ist also = ¢ — p + 1. Die Variable k& heif3t
Summationsvariable. Der Wert der Summe héngt ab von den Werten der
Summanden a; und von den Summationsgrenzen p und ¢, hingegen nicht
davon, welcher Buchstabe als Summationsvariable gewahlt wurde.

D Sei etwa
- (k+1)(k+3)
P ok -1
Dann ist
5 5 5
_ _ )(J +3)
YD IR LA R
k=1 j=1 j=1

2-4 3-5 4-6 5-7 6-8 422

Die Zuweisungen
bo = 3, bl = 5, b2 = 6, b3 = 4, b4 =2

liefern
4

4
> b - 10% = 24653, > b 1077 =3.5642 .
k=0 k=0
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Mit den doppelt indizierten Summanden cy; := k/j? lassen sich zum Beispiel
die folgenden Summen bilden:

=1 187 O

Gelegentlich ist es niitzlich, unter dem Summenzeichen eine Variablentrans-
lation vorzunehmen, zum Beispiel “k + 1 durch £ zu ersetzen”. Das geht
so vor sich: Im Ausdruck fiir a; wird die Summationsvariable k vermoge
k= k" —r bzw. k +r = Kk’ durch eine neue Variable k' ausgedriickt, wobei
die “Verschiebungszahl” r frei gewahlt werden kann. Damit dieselben Dinge
wie vorher aufsummiert werden, muf die Variable &’ von p+r bis ¢+ laufen.
Am Schlufl kann der Strich wieder weggelassen werden. Im ganzen sieht das
SO aus:

q q+r q+r
Sa= Y awe= 3w
k=p k'=p+r k=p+r
@ In der Summe
n
1 1 1 1
Sy 1= = i+ —— 1
" ;k(k+1) 12ta3™ +n(n+1) (1)
ist 1 1 1
aj, = = (2)

Hieraus folgt

k=1
1 1 1 1 1 1 1
=Gt G Pt A G )
(eine teleskopierende Summe)
B I n
n+1 n+1

Es ist also gelungen, die Reihe (1) zu summieren, das heifit: eine ) -freie
Darstellung von S,, anzugeben. Wir behandeln nun dieses einfache Beispiel
noch einmal mit Hilfe einer Variablentranslation. Aufgrund von (2) ist

1 1
Sn:;E—;k—H- (3)
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In der zweiten Summe setzen wir k := k' — 1 bzw. k + 1 = k’; dann geht £’
von 2 bis n + 1, und wir erhalten

1

3
t

3
+
=

1

1
E+l =W

NE

=
Il

1

x
||
e
Il

2

wobei der Strich zum Schlufl wieder weggelassen wurde. Aus (3) ergibt sich

nun
:Z__Zk _n+1
wie oben. O

Analog zum Summenzeichen wird das Produktzeichen [] erklart:

9

q
I[or = 1 (a<p
ko . co.oraq (g>p) .

ap - Ap+1

~— —

Beachte: Das “leere Produkt” hat definitionsgemafl den Wert 1. Als Beispiel
diene die Fakultat(funktion)

ol :=1, n! = Hk:1-2-3-...-n (n>1)

(gelesen “n-Fakultét”). Bekanntlich zahlt n! die Anzahl Arten, n unterscheid-
bare Objekte in eine Reihe zu legen oder von 1 bis n zu nummerieren. Im
Gegensatz zur Summe 1+2+3+...+n la8t sich n! nicht miihelos berechnen.
Fiir grole n gibt es die Stirlingsche Naherungsformel

n! = 27m<ﬁ) .
e

Bsp: 10! = 3628 800; die Stirlingsche Formel liefert 10! = 3 598 695.622 .

Mit Hilfe der Fakultit werden die sogenannten Binomialkoeffizienten

(n) o n! ~nn—-1)---(n—k+1)
KT Rm—k) il

(gelesen “n tief k”) gebildet, die ebenfalls in der Kombinatorik eine Rolle
spielen. Beispiel: Eine n-elementige Menge besitzt genau (Z) verschiedene k-
elementige Teilmengen (s.u.). Die Binomialkoeffizienten geniigen verschiede-
nen Identitdten, so zum Beispiel der folgenden, die dem sogenannten Pas-
calschen Dreieck (Tabelle der Binomialkoeffizienten) zugrundeliegt:

(50 ()= () 2
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[ Indem man auf den Generalnenner bringt, erhilt man

n! n! n!
SR O I T Sk
(n+1)!

T K+ 1k -

k+(n—k+1))

Vollstandige Induktion

Zu den Grundeigenschaften von N gehort das Prinzip (Axiom) der vollstén-
digen Induktion:

Es sei A(n) eine Aussageform iiber nattirliche Zahlen n. Trifft A(0) zu und
gilt fiir alle n > 0 die Implikation A(n) = A(n + 1), so trifft A(n) fiir alle
n € N zu.

Um mit Hilfe dieses Prinzips nachzuweisen, da§ A(n) fiir alle nattirlichen n
zutrifft, hat man hiernach folgendes zu tun:

1. Man muf verifizieren, dafl A(0) zutrifft. (Verankerung)

2. Man muf einen fiir alle n > 0 giltigen Beweis liefern, dafl die Aussage
A(n + 1) zutrifft, wenn man annimmt, da§ A(n) zutrifft. (Induktions-
schritt)

Wir geben dazu zwei Beispiele.

(3 Es soll das folgende Sitzlein bewiesen werden: Ist n > 2 und 0 < zj < 1
fir 1 <k <n, so gilt

n

Hl—xk >1—Zxk. (5)

(Diese Ungleichung ist dann interessant, wenn alle xj sehr klein sind. Sie
besagt: Werden mehrere Rabatte hintereinander abgezogen, so mufi man
mehr bezahlen, als wenn einfach die Rabattsétze addiert werden.)

[ Wir bezeichnen die zu beweisende Formel (5) mit As (n) . Verankerung:
Fiir n := 1 gilt anstelle von > das Gleichheitszeichen, d.h. A (1) trifft zu. —
Induktionsschritt: Wir zeigen, dal A~ (n + 1) schon aus der abgeschwéichten
Voraussetzung A (n) folgt:

n+1

[T =) =

k=1 k

=

(1 —2g) - (1= 2np1)
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n

n n
> (1 — Zm) (1=2pg1)=1- Za?k — Tpy1 + Zaﬁkéfnﬂ
k=1 k=1 k=1
n+1

>1—ka. N
k=1
O

(@ Es bezeichne T'(k,n) die Anzahl der verschiedenen k-elementigen Teil-
mengen der Menge {1,2,...,n}. Durch Induktion “nach n” beweisen wir:

n

T(k,n) = (k> O0<k<n).

Die Aussage A(n) hat hier folgende Form: Fiir alle & zwischen 0 und n trifft
ein bestimmter Sachverhalt zu.

[ Verankerung: 7(0,0) =1 = (8). — Induktionsschritt: Man erhélt eine

k-elementige Teilmenge von {1,...,n, n+ 1} ={1,...,n} U{n+ 1}, indem
man

— entweder eine k-elementige Teilmenge von {1,...,n} bildet

— oder eine (k—1)-elementige Menge von {1,...,n} bildet und das Element
n + 1 hinzunimmt.

Die Anzahlen der genannten Teilmengen stehen hiernach in der folgenden
Beziehung zueinander:

T(k,n+1) = T(k,n) + T(k —1,n) .

Nach Induktionsvoraussetzung und (4) ist folglich

T(kyn+1) = (Z) + (kﬁ1> = <n:1> .

@ Wir betrachten das Produkt

oL

Po=JJ0+a) =@ +z)d+z2)(l+23) - (1+ )
k=1

als Funktion der Variablen zq, ..., x,,. Wird rechter Hand tatsachlich aus-
multipliziert, so entstehen insgesamt 2" Summanden. Jeder Summand ist ein
Produkt einer gewissen Auswahl von insgesamt n Einsen und Ixen. Ordnet
man die Summanden nach steigender Aufladung mit Ixen, so hat man

P=1+ (m+aet...F+z) + ( :iz2 + ;123 + ... + Tpaz, )

alle (g) moglichen Produkte von je zwei Ixen

+ ( T1XoX3 + T1X2Tg4 + ... + Tp_—9Tn_1Tn ) + ... 4+ 12Ty .

alle (g) moglichen Produkte von je drei Ixen
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Es sei jetzt x eine fest gegebene reelle (oder komplexe) Zahl. Setzen wir alle
x = x, so hat einerseits P den Wert (1 4+ z)", und andererseits hat jedes
Produkt von r Ixen den Wert . Wir erhalten daher

1+az)" =1+ <T>x+ (Z)x2+...+ (Z)ﬁ
> (1)

(Binomischer Lehrsatz). Wir werden spéter sehen, dafi diese Formel auf
beliebige reelle Exponenten o (anstelle von n) umgeschrieben werden kann.
Dabei entsteht die sogenannte Binomialreihe. O

In diesen Zusammenhang gehort das Prinzip der rekursiven Definition. Eine
Folge . (zum Beispiel von Naherungswerten fiir eine gesuchte Grofle &)
&8¢t sich festlegen durch die Vorgabe von x¢ und eine Vorschrift, die fiir jedes
n > 0 den Wert x,,+1 zu berechnen gestattet, wenn alle vorangehenden Werte
o, L1, ..., Ly bekannt sind. Computer lieben das heif3; besonders, wenn zur
Berechnung von x,, 1 nur die zuletzt gefundenen Werte zj, gebraucht werden.
Es ist dann nicht notig, alle x; zu speichern, und das Rechenprogramm hat
die Struktur einer “Schleife”.

(6) Es sei ¢ > 1 eine fest vorgegebene Zahl. Betrachte die durch

1 c
To 1= C, Tnt1 = 5 (:Cn + x_) (n>0)

rekursiv definierte Folge x. von positiven Zahlen. Wir zeigen:

lim z, =+c.

[ Man hat
(Tn — V/0)?

2x,,

1
Tpy1 — Ve = — (22 +c—2w,\/c) =

2%,

; (6)
insbesondere ist x,, > /c > 1 fiir alle n > 0. Wir schreiben (6) in der Form

Tn+1 — \/E = Qn(mn - \/E)
mit Y
Tn —Ve 1
- - < —
2%, 2
und schlieflen daraus, dafl nach jedem Rechenschritt der Abstand zwischen

2, und /¢ hochstens noch halb so grofl ist wie vorher. Hieraus folgt schon
die Behauptung. N

0<gqy:=
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In Wirklichkeit ist die Konvergenz noch wesentlich besser, namlich “quadra-
tisch”. Nach einigen Schritten ist bestimmt z,, — /¢ < 1, und von da an
sorgt (6) bzw.

1
Tny1 — Ve < 5(1‘71 —Ve)?

dafiir, daf sich die Zahl der richtigen Dezimalstellen mit jedem Schritt im
wesentlichen verdoppelt, denn es ist zum Beispiel 0.001? = 0.000001 .

Bsp: Fiir ¢ := 100 erhalt man nacheinander

100.0
50.5
26.24
15.03
10.84
10.03
10.000 053
10.000 000 00 . O

Aufgaben

1. Zeige mit vollstandiger Induktion:

2
2
(a) Durch n Geraden “in allgemeiner Lage” wird die Ebene in U

Gebiete zerlegt. (Hinweis: Jede weitere Gerade zerlegt eine ganz be-
stimmte Anzahl der schon vorhandenen Gebiete in zwei Teile.)

(b) Fiir beliebiges « > —1 und fiir jedes n € N gilt

(14+z)" > 1+4+nx (Bernoullische Ungleichung) .

(c) Die Summe aller weder durch 2 noch durch 5 teilbaren natiirlichen
Zahlen < 10n betrigt 20n2.

- n{n n - 2 2
() Zkgz (n+1)(2 +1)’ (@) Zkgzk(lwrl) .
k=1 k=1

6 4

2. (M) Bestimme den Koeffizienten beim Term x?y7 in der Entwicklung von

(3 — 52+ Ty)'3 .
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Begriff des Korpers

Nicht ganzzahlige Groflien werden bekanntlich mit Hilfe von gemeinen Brii-
chen oder mit Hilfe von Dezimal- bzw. Dualbriichen dargestellt oder wenig-
stens approximiert.

Die gemeinen Briiche

lg (pEZ,qGNZl)

bilden zusammen den Korper Q der rationalen Zahlen. In der Analysis ar-
beiten wir mit dem umfassenderen Korper R der reellen Zahlen — davon
unten mehr. Der Begriff Korper bezeichnet den Sachverhalt, daf in dem be-
treffenden System die vier Grundrechenarten unbeschréankt ausfithrbar sind
(ausgenommen natiirlich die Division durch 0) und dafl die iiblichen Rechen-
gesetze gelten, zum Beispiel

r+y=y+ax, (x+y)+z=a+ (y+2)
0-2=0, —(—z)=ua,
z-(y+z2)=z-y + -z,

allgemeiner:

me : Zyk = Z Zi Yk »
=1 k=1

1<i<m, 1<k<n
z-y=0 =— =0V y=0
und weitere dieser Art.
Dariiberhinaus sind Q und R geordnet, das heifit: Fiir je zwei Zahlen x und
y gilt genau eine der Beziehungen
r<y, T=Y, T>Y.

Beziiglich dieser Ordnung gelten die iiblichen Regeln iiber das Rechnen mit
Ungleichungen, zum Beispiel
<y AN(y<z) = x<z (Transitivitat),
r<y — xta<y+ta,
(a>0) AN (z<y) = axr<ay,
(a<0) AN (z<y) = axr>ay (1),
1 1
r>y>0 = 0<—< -
Z Yy

und weitere dieser Art.
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Eine Teilmenge von R der Form
{reR|a<z<b} = [a,b]
heiflt ein abgeschlossenes Intervall, und
{reR|a<z<b} =:la,bf

ist ein offenes Intervall. Fiir unendliche Intervalle verwenden wir die folgen-
den Bezeichnungen:

RZa:z{xER‘mZa}, R>a::{x€R’x>a}.

| O > T
0% 1 4
Fig. 1.4.1
(D Fiir welche z € R gilt
7%+ 2z
< 3xr—47
po| x (%)

Da x — 1 beiderlei Vorzeichen annehmen kann, darf man nicht einfach her-
aufmultiplizieren, sondern muf} Fallunterscheidungen vornehmen. — Im Fall
x> 1ist

—= *+2r<(r—1)3x—4)=32"—-Tr+4
— 22 —924+4>0
<~

(%)

2z — 4)(z — %) >0

= =>4

(w < % ist mit « > 1 nicht vereinbar).

Gilt jedoch von vorneherein x < 1, so erhilt man analog

(x) <= 22422>(x—1)(3zx—4)

1
= 2(m—4)(x—§)<0
1
= §<x<1.

Die gesuchte Menge ist somit die Vereinigung der beiden Intervalle R< 4 und
|%,1], siehe die Fig. 1.4.1. O
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Betrags- und Signumfunktion

Mit Hilfe der Ordnung definiert man die Betragsfunktion (Fig. 1.4.2)

_ _l (z > 0),
|z| := absx := { . (x<0).
Bsp: -5<0 = |—-5|:=—(-5)=5.
Yy
y= ||
x
y=x Yy=-
Fig. 1.4.2

Die Grofie |z| ist immer > 0 und stellt den Abstand des Punktes z vom
Ursprung dar. Es gilt (Fig. 1.4.3):

lz] <e = —e<z<e.

Fig. 1.4.3

Allgemein ist |z —a| der Abstand des Punktes = vom Punkt a auf der Zahlen-
geraden, und es gilt

lr—al<e <= a—e<zx<a+te.
Die Betragsfunktion ist multiplikativ:
jz -yl = 2|yl
und sie geniigt der sogenannten Dreiecksungleichung:
[z 4yl < [z + [yl

die bei Fehlerabschatzungen eine zentrale Rolle spielt.
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Tritt die Betragsfunktion in einer definierenden Gleichung auf, so sind im
allgemeinen Fallunterscheidungen notwendig.

(@) Wir behandeln die folgende Aufgabe: Man zeichne den Graphen der
Funktion
fx) = }2— |1 —xH — |z| .

Die Terme |1 — z| und |x| bewirken, daf jedenfalls an den Stellen 0 und 1
“etwas passiert”. Wir haben daher vorweg drei Falle, die sich (wegen der

duBeren | - |-Klammer) unter Umsténden weiter aufteilen.
1: z<0 (= 1—-22>0)
Hier ist

f(z) = |2—(1—x)’ —(—x)=14+=z| + =.
Wir unterscheiden daher weiter: Im Fall
11: z2<-1 (= 142<0)
gilt
fl)=—-(1+=z)—(-z)=—1,
und im Fall
12: —-1<z<0 (= 14x22>0)

hat man

fle)=14z—(—x)=1+4+2x.

2: 0<z<1l (= 1+z22>0).

Hier ist

fl@y=2-(1-2) —z=142 —z=1+z-2=1.

3: z>1 (= 1-2<0).
Man hat
flx) = ‘2+(171‘)‘ —x=3—z — =z
und muf} daher weiter unterscheiden: Im Fall
31: 1<z<3 (= 3—-z2>0)

gilt
fle)=3—z—x=3—-2z,
und im Fall
32: >3
schliefllich
flz)=—B—z)—2z=-3.

Alles in allem erhalten wir den in Fig. 1.4.4 dargestellten Graphen. O
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Fig. 1.4.4

Die in der Betragsfunktion verlorengegangene Information iiber x ist gespei-
chert in der Signumfunktion (Fig. 1.4.5)

1 (x>0),
sgnz:=<¢ 0 (x=0),
-1 (x <0)
Yy
= sgnzw
1 Y g
x
-1
Fig. 1.4.5
Es gelten folgende Identitaten:
x=sgnz-|z|, sgn (z-y) =sgnx-sgny ;

die Signumfunktion ist also ebenfalls multiplikativ.

Von den rationalen zu den reellen Zahlen

Die hier behandelten Rechenregeln gelten zunéchst in QQ, dann aber auch in R.
Was sind denn iiberhaupt “reelle Zahlen”? Schon die Pythagorder wuften,
daf} die rationalen Zahlen fiir eine befriedigende Theorie des Quadrats nicht
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ausreichen. Es wird aber berichtet, dafl “der Mann, der als erster die Be-
trachtung der irrationalen GroBen aus dem Verborgenen an die Offentlichkeit
brachte, durch einen Schiffbruch umgekommen sei, und zwar deshalb, weil das
Unaussprechliche und Bildlose fiir immer hétte verborgen bleiben sollen.”

R ist also eine Erweiterung, “Vervollstandigung” von Q. Um hiervon eine
gewisse Vorstellung zu vermitteln, nehmen wir allerdings zuerst eine Ausdiin-
nung von Q vor, indem wir von den gemeinen Briichen nur noch die behalten,
deren Nenner eine Potenz von 10 bzw. von 2 ist — in anderen Worten: indem
wir zu endlichen Dezimal- bzw. Dualbriichen iibergehen. Dies entspricht auch
unserem tatsachlichen Umgang mit reellen Zahlen in der Rechenpraxis; denn
das numerische Rechnen mit gemeinen Briichen ist ziemlich umstandlich. Es
beginnt damit, dafl verschiedene Briiche, zum Beispiel % und %, ohne wei-
teres dieselbe Zahl darstellen kénnen und daf sehr nahe beieinanderliegende
Zahlen sehr verschiedene Darstellungen haben:

233 377

295 ST 4.0000017 .
610 987 | =

Vor allem aber pflegen die Nenner beim Aufaddieren von Zahlenkolonnen ins
Uferlose zu wachsen.

Wir betrachten also fiir einen Moment nur noch rationale Zahlen a der

speziellen Form

a = % (peZ,seN)
und bezeichnen die Menge dieser Zahlen mit ID. Jedes a € D besitzt eine im
wesentlichen eindeutig bestimmte Darstellung als (endlicher) Dualbruch:

a="*06...0281080-B182...8s", Bre€B (r<k<s)

(r <0 und s > 0 héngen von a ab). Diese Darstellung codiert den folgenden
Sachverhalt: .\
a== Z O 27k
k=r

Das Rechnen mit Dualbriichen ist ja genial einfach, und es ist auch von
bloflem Auge moglich, eine Liste von Dualbriichen der Grofie nach zu ordnen.

Anmerkung: Anstelle von Dualbriichen kénnte man auch Dezimalbriiche
nehmen.

In Fig. 1.4.6 wurde versucht, den kaskadischen, das heift: sich in immer
kleineren Maf)stdben reproduzierenden Charakter der Menge D zeichnerisch
umzusetzen. Algebraisch gesehen ist D ein Ring (das heifit: Addition, Sub-
traktion und Multiplikation sind in DD unbeschrankt moglich), aber kein Kor-
per mehr, denn die Division von Dualbriichen geht im allgemeinen nicht auf.
Das 148t sich verschmerzen, da D in der Menge aller reellen Zahlen dicht
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~1/2 0 1/2

Fig. 1.4.6

liegt (siehe die Figur) und man sich in der Praxis mit einer hinreichenden
Approximation zufrieden gibt.

So lauft zum Beispiel der in der Schule gelernte Divisionsalgorithmus auf
folgendes hinaus: Es seien a und b gegebene Dualbriiche, b # 0, deren Quo-
tient a/b als Dualbruch dargestellt werden soll, und es sei € > 0 eine beliebig
kleine vorgegebene Toleranz, zum Beispiel € := 272°. Dann kann man (durch
“Herunterholen von Nullen”) immer ein ¢ € D finden, so daf gilt:

g< - <qg-+e.

SallES!

In anderen Worten: Der vom Divisionsalgorithmus gelieferte Dualbruch ¢ ist
weniger als € von der “gemeinten” Zahl a/b entfernt.

(3 Zur Erliuterung rechnen wir im vertrauteren Dezimalsystem. Es soll
die Zahl a/b := 83/19 in einen Dezimalbruch “entwickelt” werden. Der Divi-
sionsalgorithmus liefert

a b q
83. : 19 = 4.36842
7.0
1.30
.160
80
40
2 (“Rest”) .

Wird an dieser Stelle abgebrochen, so gilt einerseits gb < a (wegen des
Restes) und anderseits (¢ + 107°)b > a (sonst wire die letzte Stelle von
g nicht 2 gewesen). Zusammen ergibt sich

q<%<q+10_5,

wie oben allgemein beschrieben. O
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Fiir den Rest dieses Abschnitts treffen wir die folgende Vereinbarung: latei-
nische Buchstaben a, b, z, ... sowie € bezeichnen Dualbriiche und griechische
Buchstaben «, 3, ... reelle Zahlen.

Die “reellen Zahlen” sind gewisse ideale Objekte, mit denen wir etwa folgende
Vorstellungen verkniipfen:

(a) Die reellen Zahlen bilden einen geordneten Korper.

(b) Jede reelle Zahl « 148t sich beliebig genau durch Dualbriiche von unten
anndhern. Genau: Zu jeder noch so kleinen Toleranz € > 0 (zum Beispiel
g :=2720) gibt es ein a € D mit

a<a<a-+e.

(¢c) Ista=aundb=p,sogilta+b=a+pFunda-b=a-3.

Dieser entscheidende Sachverhalt ermoglicht, in Gedanken und Formeln
zwei “unendlich genaue” reelle Zahlen exakt miteinander zu multiplizie-
ren und dann dieselbe Rechnung mit endlichen Dualbriichen numerisch
zu simulieren.

(d) Jeder “unendliche Dualbruch” stellt eine reelle Zahl dar, und umgekehrt:
Jede reelle Zahl besitzt eine im wesentlichen eindeutige Darstellung als
“unendlicher Dualbruch”.

(Die Elemente von D besitzen genau zwei derartige Darstellungen, alle
andern reellen Zahlen genau eine. So stellen zum Beispiel 0.1111... und
1.0000. .. beide die Zahl 1 € R dar.)

(@ Die reelle Zahl o := 4/7 besitzt die nicht abbrechende Dualbruchent-
wicklung

0.10010010010010... (= 3+ 5+ s+ o1 +--- =

SIS

)

und &8t sich folglich durch die endlichen Dualbriiche

0.1

0.1001
0.1001001
0.1001001001001

besser und besser approximieren. O
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Daf} sich nach diesen vagen Vorstellungen tatséchlich ein logisch konsistentes
System R aus D (bzw. aus Q) fabrizieren 148t, hat Dedekind 1872 als erster
bewiesen. In diesem System sind dann nicht nur so einfache Zahlen wie v/2
(bzw. 4/7 wieder) vorhanden, sondern “iberabzahlbar viele” (s.u.) weitere,
darunter natiirlich e und 7, und alle lassen sich mindestens in Gedanken mit
unendlicher Genauigkeit erfassen, addieren und multiplizieren.

Der geometrische Gehalt dieser Erweiterung ist folgender: Die zu D hinzuge-
fligten Zahlen bilden sozusagen den “Leim”, der die in Fig. 1.4.6 dargestellte
kaskadische Struktur zu einem vollstdndig homogenen Kontinuum macht. So
ist es zum Beispiel moglich, D mit einer Axt in eine Untermenge A und eine
Obermenge B zu spalten, ohne dabei eine einzige Zahl zu beriihren,

Bsp: A::{xeD}x<\/§}, B::{xEID)‘x>\/§}.

Hier gibt es zwischen jedem einzelnen z € A und v/2 unendlich viele weitere
Zahlen von A. Eine derartige Zerlegung von R ist jedoch nicht moglich:
Wird R auf irgendeine Weise in eine Untermenge A und eine Obermenge B
gespalten, so hat entweder A ein maximales Element oder B ein minimales
Element. Jedenfalls beriihrt die Axt eine wohlbestimmte reelle Zahl a.

Die Reichhaltigkeit von R 148t sich auf verschiedene Weise analytisch charak-
terisieren. Vom konstruktiven Standpunkt aus, das heifit: fiir das Definieren
und das konkrete Berechnen von reellen Gréflen (z.B. e oder ), ist folgende
Fassung am zweckmaéfigsten:

(1.1) Jede monoton wachsende und beschrinkte Folge (ay)ken von reellen
Zahlen ist konvergent gegen eine wohlbestimmte reelle Zahl c.

[ Fiir den Beweis bené6tigt man natiirlich den genauen Konvergenzbegriff.
— Wir spalten R in die Untermenge A derjenigen £, die von wenigstens
einem «y, libertroffen werden, und in die Obermenge B derjenigen &, die von
keinem «y, tibertroffen werden. Weder A noch B sind leer. Die Axt trifft eine
wohlbestimmte Zahl o € R, und dieses « ist der behauptete Grenzwert: Ist
ein (beliebig kleines) £ > 0 vorgegeben, so liegt o — € in A, es gibt also ein
n mit o, > o —e. Wegen der Monotonie liegen daher alle ay; mit Nummer
k > n im Intervall o — ¢, a]. N

Die obige Vorstellung (d) 148t sich nunmehr folgendermafien konkretisieren:
Ein “unendlicher Dualbruch”, zum Beispiel

1.10110011101... ,
besitzt Anfangsstiicke

ag:=1, a;:=11, ap:=11, az:=1101, ay:=1.011,
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Die aj bilden eine monoton wachsende Folge von reellen Zahlen, und diese
Folge ist natiirlich beschrankt: Da alle Ziffern 3j gleich 0 oder 1 sind, gilt

n n
an:ao—l—ZﬁkQ*k§a0+22*k<a0+1
k=1 k=1

fiir alle n. Somit besitzt die Folge a. nach (1.1) einen wohlbestimmten Grenz-
wert o € R, und dieses « ist die von dem betreffenden “unendlichen Dual-
bruch” représentierte reelle Zahl.

Aufgaben

1. Stelle die folgenden rationalen Zahlen im Dualsystem dar:
(a) 6423, (b) 643/7, (c) 324/761.
2. Bestimme die ersten 15 Stellen der Dualbruchentwicklung von .

3. Die Funktion f sei definiert durch

x+2 (x < —1)
flz):=<¢ —x (-1<z<1)
x—2 (x >1)

Stelle f mit Hilfe der Betragsfunktion durch einen einzigen, fir alle z € R
giiltigen Ausdruck dar.

4. Beim Stand 165.50 seines Tageskilometerzéhlers passiert ein Automobilist
eine Tafel “Landesgrenze 29 km” und beim Stand 173.20 die Tafel “Lan-
desgrenze 22 km”. Beim Stand 179.45 kommt er zu einer Tankstelle. Wie
weit ist es jetzt noch zur Landesgrenze (auf 150 m genau)? — Hierzu
soll man annehmen, dafl die Angaben auf den Tafeln nach der nichsten
ganzen Zahl gerundet sind.

5. Die Funktionen f,,: R — R seien rekursiv definiert durch

f0($) = |‘T|7 fn—l—l(x) :|1_fn($)| (HZO) :
Zeichne den Graphen von figg.

6. Bestimme die Menge der z € R, welche die folgende Ungleichung erfiillen:

T+ 3
-1

> x| .
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In diesem Abschnitt werden nur Bezeichnungen festgelegt.

Wir beziehen uns zunéchst auf die Fig. 1.5.1. Die im folgenden angebotenen
Bezeichnungen werden wir in freier Weise abwechselnd benutzen:

Yy
5
P=(zy)=z
Yy
’ ey = (0,1)
B
. x
O e, =(1,0) x
Fig. 1.5.1
Allgemeiner Punkt: P=(z,y)=2;
spezielle Punkte: O=(0,0)=0, e,=(1,0), e, =(0,1);

Abstand vom Ursprung: |OP| = /22 +y? = |z| =71
Abstand zweier Punkte: |PiP2| = /(22 — 1)%2 + (y2 — y1)? = |22 — 21| .

Winkel und Argument

Sind z; und zs beide # 0, so bezeichnet /(z1,z2) den nichtorientierten
Winkel zwischen den von 0 ausgehenden Strahlen durch z; und durch zs.
Hierunter versteht man die Lange w des kiirzeren von den beiden Bogen, die
die zwei Strahlen aus dem Einheitskreis herausschneiden (siche die Fig. 1.5.2).
Es ist immer 0 < w < 7.
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Nach dem Cosinussatz ist
|20 — 21| = |21|* + |22|* — 2|21| |z2| cosw
und somit
(w2 = 21)” + (2 — y1)? = 2% + 47 + 25 + 95 — 2|z |22 cosw .

Es folgt
122 + Y1Y2

Vi +yi/ad+ 3

Durch diese Gleichung ist w € [0, 7] eindeutig bestimmyt.

CoOsw =

Der Gegenuhrzeigersinn wird als positiver Drehsinn angesehen. Mit dem
Symbol (X (z1,22) bezeichnen wir den orientierten Winkel zwischen den
beiden Strahlen 0z; und 0zs. Hierunter versteht man den erforderlichen
Drehwinkel, wenn der Strahl 0z; in positivem Sinn in den Strahl 0z, gedreht
werden soll. Dieser orientierte Winkel ist nur bis auf additive Vielfache von
27 bestimmt (Fig. 1.5.3).

Z1

& .

2

Fig. 1.5.3

Ob in einer gegebenen Situation mit orientierten oder besser mit nichtorien-
tierten Winkeln gearbeitet werden soll, mufl im Einzelfall entschieden werden.
Nichtorientierte Winkel haben auch im dreidimensionalen Raum einen Sinn,
orientierte nicht von vorneherein.

Ist z = (z,y) # 0, so heifit

(e, 2) =: arg(z,y) =: ¢

das Argument oder der Polarwinkel des Punktes z. Der Figur 1.5.4 entnimmt
man die Identitat

arctan% (x >0)

arg(z,y) =

arctan% +7 (x <0).
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z=(z,y)

Fig. 1.5.4

Ohne weitergehende Verabredungen ist das Argument ¢ eines Punktes (z,y)
nur bis auf additive Vielfache von 2m, oder, wie man auch sagt: modulo 27
bestimmt. Hierauf braucht man aber in vielen Féllen keine Riicksicht zu
nehmen, und man kann ¢ wie eine gewohnliche reelle Variable behandeln.

Die Groflen r und ¢ heiflen die Polarkoordinaten des Punktes (z,y). Es gelten
die folgenden Umrechnungsformeln, die man ohne weiteres an der Figur 1.5.4

verifiziert:

QSZT'COqu b r:\/x2—|—y2

ZW. .

y=rsing ¢ = arg(z,y)
Ist f: [a,b] — R eine (stetige) Funktion der Variablen x, so beschreibt die
Gleichung y = f(x) bekanntlich eine (im folgenden mit G(f) bezeichnete)
Kurve in der (x,y)-Ebene, den sogenannten Graphen von f:

G(f) = {(xy) eR® [a<z<b A y=f(2)}.

Ist weiter h > 0 fest, so ist der Graph der Funktion fj,: z — f(z — h) zum

Graphen von f kongruent, aber gegentiber G(f) um h nach rechts verschoben
(Fig. 1.5.6).

Y G(fr)

fn(@)

Fig. 1.5.5
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Es sei jetzt f: [a, 8] — R eine nichtnegative (stetige) Funktion der Vari-
ablen ¢. Die Gleichung

r=f¢) (a<¢<p), (1)

zwischen den Polarkoordinaten r und ¢ der Punkte (z,y) € R? 1ift sich
ebenfalls als Gleichung einer Kurve v auffassen. Man nennt (1) die Polar-
darstellung dieser Kurve. Die einzelnen Punkte von v werden erhalten, indem
man fiir jedes ¢ € [a, 3] auf dem Strahl arg(z,y) = ¢ von O aus die Lénge
r:= f(¢) abtriagt (Fig. 1.5.6). Weiter: Ist § > 0 fest, so ist die Kurve 4" mit
der Polardarstellung

r=f(¢—9) (a+0< ¢ < B+9)

zu v kongruent, aber gegeniiber v um den Winkel § in positivem Sinn gedreht.

Fig. 1.5.6

(D) Es seien a > 0, ¢ # 0 fest gegeben. Dann ist

v:oor= ae??® (:: f(qﬁ)) (=00 < ¢ < )

die Polardarstellung einer logarithmischen Spirale (Fig. 1.5.7). Wird ~ von
O aus um den Faktor ¢ > 0 gestreckt, so besitzt die resultierende Kurve ~,
die Polardarstellung

Ye: T = cae’? (:: fc(¢) )
Nun gilt (identisch in ¢)
fe(@) = ae®?t18¢ = qet970) — f(¢ — 5);

dabei wurde zur Abkiirzung — log ¢/q =: § gesetzt. Hieraus folgt: . ist kon-
gruent zu v (und nicht etwa “gréfler”), aber um den Winkel § gegeniiber
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(¢>0) (g<0)
Fig. 1.5.7
(6%
v, P
a/

Fig. 1.5.8

gedreht. Auf dem Grabstein von Johann Bernoulli, der als erster die logarith-
mische Spirale untersucht hat, steht die Inschrift: “FEadem mutata resurgo”.

Wir zeigen weiter: v schneidet jeden von O ausgehenden Strahl unter dem-
selben (nur von ¢ abhéngigen) Winkel «y.

[ Es sei P ein Spiralenpunkt im Abstand rp vom Ursprung und a der
fragliche Winkel bei P (Fig. 1.5.8). Wird die Spirale v im Verhéltnis ¢ :=
a/rp von O aus gestreckt, so resultiert eine neue Spirale .. Der Punkt P geht
dabei tiber in den Punkt ) im Abstand a vom Ursprung, und -, schneidet
dort den Strahl OP unter dem Winkel o/ = «. Andererseits konnen wir
nach dem Vorangehenden die Spirale v, auch erhalten, indem wir v um den
Winkel § = —log¢/q drehen. Dabei geht der Punkt A in @ iiber, und es ist
o' = ag. Da P € v beliebig war, folgt die Behauptung. N

O
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Fig. 1.5.9

Verschiedene raumliche Koordinatensysteme

Im dreidimensionalen Raum werden die kartesischen Koordinaten entweder
mit x, y, z oder mit x1, x2, x3 bezeichnet. Fiir die Behandlung von konkreten
Beispielen, etwa eines Ellipsoids mit gegebenen Halbachsen a, b, ¢, sind z, y,
z handlicher; bei allgemeinen Erérterungen aber sind x1, x2, 3 unbedingt
vorzuziehen. Die beiden Bezeichnungsweisen sind in der Figur 1.5.9 und in
den folgenden Formeln festgehalten.

em:(LO)O):ela ey:(oaLO):eQa ez:(07071):e3;
|OP| = /22 +y?2+22=]r|=r bzw. \/a?+ai+a2i=|x|=r;
|OP'| =+/z2+y2=p.
Werden dreidimensionale Situationen betrachtet, so ist es iiblich, die Polarko-
ordinaten in der (x,y)-Ebene mit p, ¢ (anstelle von 7, ¢) zu bezeichnen. —
Man beachte, dal wir in jedem Fall ein Rechtssystem zugrundelegen: Wird

der Vektor e, um 7/2 in die Richtung von e, gedreht, so riickt ein mitge-
drehter Korkzieher in die Richtung von e, vor (Fig. 1.5.10).

Fig. 1.5.10
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Die durch arg(z,y) = const. charakterisierten Halbebenen M im (z,y, z)-
Raum heiflen Meridianebenen. Die Meridianebenen werden “nummeriert”
durch die Argumentvariable ¢, die laufenden kartesischen Koordinaten in
einer Meridianebene sind p (> 0) und z (Fig. 1.5.11). Ist eine Situation rota-
tionssymmetrisch beziiglich der z-Achse, so bietet sie in allen Meridianebenen
denselben Aspekt, und dieser Aspekt 148t sich vollstandig mit Hilfe der Vari-
ablen p und z beschreiben.

Fig. 1.5.11

Bsp: Eine Drehfliche S ist vollstindig bestimmt durch ihre in der (p, z)-
Halbebene liegende Meridiankurve 7, (Fig. 1.5.12).

Fig. 1.5.12

Die angemessenen Koordinaten zur Behandlung einer derartigen Situation
sind die Zylinderkoordinaten p, ¢, z. Hier sind p und z die wesentlichen
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Variablen; die Variable ¢ ist von diesen separiert und féllt in vielen Fallen
aus der Rechnung heraus.

Um die Zylinderkoordinaten in kartesische Koordinaten umzurechnen, mufl
man sich nur vergegenwértigen, dafl p, ¢ gerade Polarkoordinaten in der
(z,y)-Ebene sind (Fig. 1.5.11):

T =pcos¢ p=Vrtty?
y = psin¢ bzw. ¢ = arg(z, y) . (2)
2=z 2=z

(2 Rotiert ein in der (p,z)-Halbebene gezeichneter Kreis um die z-Achse,
so entsteht ein sogenannter Torus, genau: eine Torusfliche T' (Fig. 1.5.13).
Analytisch tritt T auf folgende Weisen in Erscheinung:

—  Gleichung der Meridiankurve vy;:
(p—a)’+2°=b*,
— Gleichung des Torus in Zylinderkoordinaten (die Variable ¢ fallt her-
aus!):
(p—a)*+22=b%,

— Gleichung des Torus in kartesischen Koordinaten:
(Va?+y?— a)2 + 22 =07,

— Parameterdarstellung der Meridiankurve:

=a + bcos
ar {p CHOCOS <y <om),
z = bsiny
— Parameterdarstellung des Torus:
x = (a+ bcostp)cos o
T: y = (a+ bcosv)sin ¢ 0<y<2r,0<¢<2m).

z =bsiny

(Der Begriff der Parameterdarstellung wird erst in Abschnitt 2.1 offiziell ein-
gefiihrt.) O
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Tm

Fig. 1.5.13

Ersetzt man in den Meridianebenen M die (fiir M) kartesischen Koordinaten
p, z durch Polarkoordinaten r, 8, so gelangt man zu den Kugelkoordinaten
r, ¢, 8; dabei kann die Variable 6 nur Werte im Intervall [—g, %] annehmen.
Die Ortsbestimmung auf der Erdkugel erfolgt mit Kugelkoordinaten: ¢ ist
die geographische Linge, 6 die geographische Breite. (Anmerkung: Ver-
schiedene Autoren messen den Winkel # von der positiven z-Achse aus; 6
variiert dann im Intervall [0, 7 |, und die nachstehenden Formeln sind gering-

fiigig zu modifizieren.)

Aus der Figur 1.5.11 ergeben sich die Formeln

{pzrcosG b {rzw/p2+z2

z=rsinf 0 = arg(p, z)
und mit (2) folgt

x = rcosfcos ¢ r=z2+y?+ 22

y = rcosfsin ¢ bzw. ¢ = arg(z,y) . (3)
z=rsinb 0 = arg(\/x% + y2, 2)

Hier ist vor allem der Formelsatz links von Bedeutung. Man benétigt ihn, um
gegebene Gleichungen und Funktionsausdriicke von kartesischen auf Kugelko-
ordinaten umzuschreiben.

(3) Eine Fliege besteigt einen halbkugelfsrmigen Pudding vom Radius 1;
sie kann aber nicht steiler als 45° gehen (Fig. 1.5.14). Aufgabe: Die sich
ergebende Kurve und deren Lénge zu bestimmen.

Im (¢, #)-Gradnetz sieht die Kurve etwa so aus, wie in Fig. 1.5.15 gezeichnet,
denn am Anfang (6 = 0) ist die Wand vertikal, und fiir § > § kann die Fliege
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Fig. 1.5.14

direkt auf ihr Ziel lossteuern. Man hat daher

u(6 0
¢::{() (0<o<T)

0 (§<60<3)

SR

mit einer unbekannten Funktion () und u(%) =: ¢p.

v
/2 T
/4
(45 )
¢0
Fig. 1.5.15

Nach (3) besitzt die gesuchte Raumkurve in der ersten Phase folgende Pa-
rameterdarstellung:

z(6) = cos 0 cos u(0)
y(0) = cosOsinu(h) (0 <h<
z(0) =sind

) . (4)

1

Die 45°-Bedingung lauft darauf hinaus, daf3
dz = \/dx? + dy?
ist (Fig. 1.5.16), und fithrt damit auf die Differentialgleichung

22(0) = 2"(0) + 5 (9) .
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N
P

X

Fig. 1.5.16

Die nach Einsetzen von (4) resultierende Differentialgleichung fiir die unbe-
kannte Funktion «(f) kénnen wir hier nicht behandeln. Hingegen kdnnen
wir die Lange der gesuchten Kurve berechnen: In der ersten Phase ist die
reale Steigung stets 45°. Da dabei die Hohe Az = v/2/2 gewonnen wird
(Fig. 1.5.15), betriigt die Linge des zugehdrigen Kurvenstiicks v2 Az = 1.

Die Gesamtlange der Kurve ist daher 1 + 7. O
Aufgaben
1. Die z-Achse sei Achse eines Rotationskegels bzw. -doppelkegels vom hal-

. Zeige: Wird die Kurve y = ce

ben Offnungswinkel &+ Man gebe die Gleichung dieses Kegels
(a) in kartesischen Koordinaten,

(b) in Zylinderkoordinaten,

(c¢) in Kugelkoordinaten.

. Es sei P ein Punkt einer logarithmischen Spirale im Abstand r vom Zen-

trum. Die Spirale schneide den Strahl OP unter dem Winkel a. Stelle
Uberlegungen an iiber die von P aus bis zum inneren “Ende” gemessene
Lange der Spirale.

A (—0o < & < 00) in y-Richtung affin
gestreckt, so ist die resultierende Kurve zur Ausgangskurve kongruent.

. Eine Fliege mochte moglichst schnell zur Spitze eines aufrechten Kreis-

kegels (Hohe h, halber Offnungswinkel o) gelangen. Sie kann aber nicht
steiler als 45° gehen. An welches “Bewegungsgesetz” soll sie sich hal-
ten? Wie sieht die entstehende Kurve + von oben aus? Wie lang ist
v? (Hinweis: Startet die Fliege im Punkt (htana,0,0), so ist die Start-
richtung eine Linearkombination der Vektoren m := (—tana,0,1) und

e.)

. Die Funktion f: R®> — R sei in Kugelkoordinaten durch folgenden Aus-

druck gegeben:
f(r,0,¢) :=r? (sin(2¢) cos® 6 + (sin ¢ + cos ¢) sin(26)) .

Bestimme den Ausdruck fiir f in kartesischen Koordinaten.



1.6 Vektoralgebra

Begriff des Vektors

Aus der Physik ist bekannt, da§ gewisse Grofien (zum Beispiel Kréfte, elek-
trische Feldstdrke, Geschwindigkeiten) am besten als Pfeile oder eben als
“Vektoren” dargestellt werden, die an einem bestimmten Raumpunkt “an-
greifen” oder in anderen Fallen frei parallel verschiebbar sind. Die “Vek-
torrechnung” handelt vom praktischen Umgang mit derartigen Groflen; sie
wurde in erster Linie im Hinblick auf physikalische Anwendungen ersonnen
und funktioniert so nur im R3.

Mathematisch treten die Vektoren auf verschiedene Arten in Erscheinung:
— als gerichtete Strecken AB, dargestellt als “Pfeil von A nach B”,

— als Ortsvektoren von Punkten,

— als “Aquivalenzklassen von gerichteten Strecken”

— als halbfette oder mit einem Pfeil versehene kleine Buchstaben: a, ¥,

ai
— als Zahlentripel (a1, a2, a3), oft als Kolonnenvektoren [a2] und selten
as
als Zeilenvektoren a1 ag as].

Diese Vielfalt der Auffassungen und Darstellungen hat zur Folge, dafi man
sich erst nach einiger Ubung in der Welt der Vektoren zurechtfindet.

Fig. 1.6.1

Zur Einflihrung der Vektoren bedienen wir uns der Sprache der Elemen-
targeometrie. So wird die Summe a + b von zwei Vektoren a und b anhand
der Figur 1.6.1 (“Parallelogramm der Krifte”) definiert und dhnlich fiir jeden
Vektor a und eine beliebige Zahl A € R das A-fache des Vektors a geometrisch
erklart (s.u.). Im einzelnen sieht das etwa folgendermafien aus (wir verzichten
natiirlich auf einen strengen Aufbau):

Ein geordnetes Paar von Punkten A, B € R?® bezeichnen wir im jetzigen
Zusammenhang mit AB und nennen AB einen im Punkt A angreifenden
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Vektor oder, etwas ungenau, einen Vektor. Wir zeichnen dafiir einen Pfeil
mit Anfangspunkt A und Spitze in B. Der Vektor OB heifit Ortsvektor des
Punktes B (siehe die Fig. 1.6.2).

Fig. 1.6.2

Sind die Strecken AB und C'D gleich lang und gleichsinnig parallel, das heifit:
Gibt es eine Translation 7 : R® — R? mit 7(A) = C und 7(B) = D, so
werden AB und CD fiir die Zwecke der Vektorrechnung als dquivalent, d.h.
als Représentanten desselben Vektors v angesehen (Fig. 1.6.3). Man schreibt
(unter Mibrauch des Gleichheitszeichens) AB = CD =: v, wobei eben in v
keine Information mehr {iber den Angriffspunkt vorhanden ist. Fiir Vektoren
verwenden wir wenn immer moéglich halbfette lateinische Buchstaben.

D

A= (ab ay, GB)

Fig. 1.6.3

Der Betrag oder die Lange eines Vektors v ist gleich der Lénge jeder reprasen-

tierenden Strecke:
lv| := |AB] .

Die Koordinaten des Vektors v := AB sind die drei Zahlen
(v1,v2,v3) = (b1 —a1,by —az,bs —as) .

Ist AB = CD, so liefert das Paar C'D dieselben Koordinatendifferenzen
wie AB; die Koordinaten (vy, vz, vs) eines Vektors v sind also wohldefiniert.
Insbesondere ist, unter Mifibrauch des Gleichheitszeichens,

OB = (b1,b2,b3) =: b,

was zum Ausdruck bringt, dafl ein Punkt und sein Ortsvektor als dasselbe
Ding angesehen werden kénnen. Der Buchstabe b bezeichnet also (Fig. 1.6.4):
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— den Punkt B,

— das Tripel (b1, b2, b3),

— den Ortsvektor OB,

— irgendeinen zu OB &quivalenten Vektor.

Daran mufl man sich gewt6hnen.

B=(by,by,b3)=b

QB: <b17 b27 bS) =b

Fig. 1.6.4

Summe und skalare Vielfache von Vektoren

Die Summe a + b zweier Vektoren ist geometrisch durch die bekannte Figur
1.6.1 erklart, in Koordinaten ist

a+b = (a1 +b1,a2 + ba,a3 + b3) ,

wobei man beweisen miifite, daf3 diese “analytische Definition” auf dasselbe
hinauslauft wie die geometrische. Die Addition von Vektoren ist kommutativ
und assoziativ:

a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+c.

Ferner gibt es zu jedem Vektor AB =: v den entgegengesetzten Vektor —v :=
BA (siehe die Fig. 1.6.5); es ist

—v = (—v1, —v2, —v3) v+ (—v) =0 (Nullvektor) .

- B

Fig. 1.6.5
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Durch
b—a:=b+ (—a)

ist dann auch die Subtraktion definiert, und es gelten die iiblichen Rechen-
regeln. Insbesondere ist (Fig. 1.6.6)

AB = b—a.

Fig. 1.6.6

Ist weiter A € R eine beliebige Zahl (in diesem Zusammenhang als Skalar
bezeichnet), so ist Aa erklart durch die Figur 1.6.7 und die Festsetzung

[Aal := |A|]a] .

Aa

(A>0) / 9

Fig. 1.6.7
Wie erwartet, gilt dann in Koordinaten
Aa = (Aay, Aag, Aag) ;
ferner hat man die plausiblen Rechenregeln

0a=0, la=a, (-l)a=—a,
AMa+b)=Xa+ \b, A+ p)a=Xa+pa

und andere.
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Ein Vektor e der Lange 1 ist ein Einheitsvektor. Die Spitzen der in O
angehefteten Einheitsvektoren bilden zusammen die (zweidimensionale) Ein-
heitssphare

S5* = {ecR’®|le|=1}.

Zu jedem Vektor a # 0 erhilt man durch Normierung einen Einheitsvektor e,
der in dieselbe Richtung zeigt wie a, und zwar ist e gegeben durch (Fig. 1.6.8)

1
|al

S2

Fig. 1.6.8

Jeder Vektor x laBt sich (in eindeutiger Weise) als Linearkombination der
drei Basisvektoren e, €3, e3 darstellen (Fig. 1.6.9):

3

X = I1€e; + Toes + Tr3ze3 = E Tref .
k=1

Die drei Vektoren zpei (1 < k < 3) sind die Komponenten von x in den drei
Achsenrichtungen.

Fig. 1.6.9



1.6 Vektoralgebra 49

Bemerkung: Der dreidimensionale Raum, versehen mit der hier behandel-
ten additiven Struktur, ist dem allgemeinen Begriff des Vektorraums Pate
gestanden. Hierunter versteht man ein System von irgendwelchen Objekten,
genannt Vektoren, die unter sich addiert und mit Skalaren A € R gestreckt
werden konnen, so dafl die “iiblichen Rechenregeln” gelten.

(D Die Losungsmenge £ der Differentialgleichung
y//// — 0

ist nicht eine Menge von Zahlen (oder von Punkten (z,y) ), sondern eine
Menge von Funktionen: Gesucht sind diejenigen Funktionen ¢ — y(t), fiir die
y""(t) = 0 ist. Wie man sich leicht tiberlegt, besteht £ aus den sdmtlichen
Polynomen

p(t) = ap + ait + ast® + azt® (g, a1, 02,03 €R) .

Die Menge £ ist somit nicht einfach “ein Sack voll Funktionen”, sondern
besitzt eine bestimmte algebraische Struktur: L ist ein vierdimensionaler
Vektorraum. Die vier Monome

er(+): t s tF (0<k<3)

bilden eine Basis dieses Vektorraums, und jedes p(-) € L ist eine wohlbe-
stimmte Linearkombination der ey(-). Fir das angeschriebene p(-) sieht das
folgendermaflen aus:

3
() = ) _arex(t) .
b kzzokk O

(2) Gegeben sind N Punktmassen m; in den Punkten 4; (1 < i < N).
Gesucht ist der sogenannte Schwerpunkt dieses Systems (Fig. 1.6.10). —

Beachte: Der Index i nummeriert die Punkte, nicht die Koordinatenvariablen,
die wir hier iibungshalber mit x, y, z bezeichnen.

z
Ajmy A,y
a;
A3, m3
T Yy

Fig. 1.6.10
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Der Schwerpunkt S ist definiert durch die sogenannte Momentenbedingung

N
> miSA; = 0.
i=1

Wegen SA; = a; — s folgt

N

N N
0:Zml(az —S) = Zmzal — (Zml)s

i=1
und somit

S S "

1=
in Worten: s ist das gewichtete Mittel der a;. Sind alle Massen m; gleich, so
hebt sich der gemeinsame Wert heraus, und man hat

N
s = ;ai .
In Koordinaten sieht das folgendermaflen aus: Es sei
a; = (z3,¥i,2:) (1<i<N)
und s = (&,7,¢). Die Formel (1) gilt dann auch “koordinatenweise”:

2T _ > My . > Mz
Z m; 9 77 - E m; ) - Z m; . O

(3) Gegeben sind ein Punkt A mit Ortsvektor a und ein Vektor p # 0. Die
Gerade g durch A in Richtung p hat folgende Parameterdarstellung, wobei
x den Ortsvektor des laufenden Punktes X € g bezeichnet:

£= ¢

g: x(t) =a+tp (—oo <t < o0).

Insbesondere ist x(0) = A, x(1) = B (Fig. 1.6.11). Beachte: Dieselbe Gerade
kann verschiedene derartige Parameterdarstellungen haben, da zum Beispiel
der “Anfangspunkt” A durch g nicht vorbestimmt ist.
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Bsp: Gegeben seien A := (2,1,7) und p := %(2, —2,1). Der Vektor p ist ein
Einheitsvektor. Verwenden wir Koordinaten x, y, z, so haben wir

g: r(t) =(2,1,7) + %(2, -2,1) (—o0 <t < o0)

bzw. )
t) =24 =t
x(t) +3
2
y(t)zl—gt (—oo <t <00).
(8) = 7+ =t
2(t) = -
3

Eine Parameterdarstellung der Ebene ¥ durch drei gegebene Punkte A, B,
C' erhélt man folgendermafien (Fig. 1.6.12): Setze p := AB, q := AC. Dann
wird ¥ produziert durch

2 x(u,v) = a+ up + vq (—oo<u< oo, —00<v<00).

Man beachte, dafl wir zur Parameterdarstellung einer sogenannten “zweidi-
mensionalen Mannigfaltigkeit”, vulgo: Flache, zwei Parameter u, v beno-

tigen. O

Fig. 1.6.12

Skalarprodukt

Je zwei Vektoren a, b lassen sich auf zwei Arten miteinander multiplizieren.
Wir behandeln zunéchst das sogenannte Skalarprodukt, auch inneres Pro-
dukt genannt. Hier ist das Resultat der Multiplikation eine Zahl.
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Sind die beiden Vektoren a und b beide # 0, so ist der nichtorientierte Winkel
¢ = Z(a,b) wohldefiniert (Fig. 1.6.13). Das Skalarprodukt von a und b ist
dann geometrisch erklart durch

aeb := |a||b| cos¢ (= asa=|a]?).

Das Skalarprodukt ist

> 0, wenn a und b einen spitzen Winkel einschlieflen,
=0, wenn a und b aufeinander senkrecht stehen,

< 0, wenn a und b einen stumpfen Winkel einschlieflen,
und definitionsgeméf

=0, wenn a = 0 oder b = 0 ist.

b

5|

Fig. 1.6.13

(1.2) Das Skalarprodukt ist eine symmetrische bilineare Funktion von zwei
Vektorvariablen, das heifit: Es gilt

(a) asb = bea,
(b) Aasb = A(a+b),
(c) as(x+y) = aex+asy.

[ (a) und (b) sind ziemlich klar. Beim Beweis des Distributivgesetzes (c)
dirfen wir wegen (b) annehmen, a sei ein Einheitsvektor, den wir im wei-
teren mit e bezeichnen und festhalten. Jeder Vektor x besitzt eine wohlbe-
stimmte Orthogonalprojektion in die Richtung von e. Bezeichnen wir diese
e-Komponente von x mit X, so gilt (Fig. 1.6.14):

Xe = |X|cospe = |x]||e| cospe
und somit nach Definition des Skalarprodukts:

Xe = (eex)e . (2)
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Fig. 1.6.14

Wie man der Figur entnimmt, ist
(X +¥)e =Xe +Ye
und somit wegen (2):
(es(x+y))e=(e+sx)e+ (ery)e=(esx+esy)e.
Hieraus folgt (c¢) durch Koeffizientenvergleich. N

Da die drei Basis-Einheitsvektoren e; paarweise aufeinander senkrecht stehen,
gilt

€1 €1 — €ge€y = €33 — 1, €1¢°€9 — €93 —€3°€; — 0
oder in anderer Schreibweise:
Vi,Vk: e; e — 5ik7

wobei das praktische Kronecker-Delta folgendermafien definiert ist:

_J1  (i=k),
Oik = {o (i k).

Damit sind wir auch imstande, das Skalarprodukt “in Koordinaten auszu-
driicken”: Ist a = (a1, asz,a3), so kénnen wir schreiben

3
a= E a;€; ,
i=1

analog fiir b. Aufgrund der Bilinearitit ergibt sich daher
3 3
asb = (Z aiei) . (Z bkek)
i=1 k=1
= Zalbk (ei -ek) = Za,bk (5zk .
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Auf der rechten Seite geben nur die drei Summanden mit ¢ = k einen Beitrag,
und wir erhalten die Formel

3
asb = Zaibi = a1by + azbs + asbs

i=1

die auch als “analytische Definition” des Skalarprodukts bezeichnet wird.

@ Der von zwei Vektoren a, b (beide # 0) eingeschlossene Winkel ¢ :=
Z(a,b) ist bestimmt durch

a+b N CL1b1 + a2b2 +CL3b3
lal-[bl  \/a? + a2 + a2 \/b? + b3+ b3

cos ¢ =

Bsp: Fiir a:=(—2,—1,2) und b := (2,2,0) ergibt sich

s Z2 2D 2420

V9- V8

folglich ist ¢ = 37 /4. O

@’.

(®) Gegeben sind ein Einheitsvektor n und ein Punkt A = (ay,as,as3).
Gesucht ist die Gleichung der Ebene 3, die auf n senkrecht steht und durch
A geht.

Betrachte einen allgemeinen Raumpunkt X. Es gilt (Fig. 1.6.15):

XeY < xp=d=a, ﬁ (nex)n = (nea)n

<= nex=n-a,

Fig. 1.6.15
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(a>0)

1) P
Fig. 1.6.16

wobei wir an der Stelle (x) die Formel (2) verwendet haben. Die rechte Seite
dieser Schlufikette ist die vektorielle Gestalt der gesuchten Ebenengleichung.

Es sei zum Beispiel n := (%, —%, %) und A := (5,1, —3). Dann lautet die
zugehorige Ebenengleichung in Koordinaten:

2 1 2 2 1 2
3.%'1 3332—|— 3.%'3 3 5) 3 + 3( 3)
Es sei d = an und somit |« der Abstand der Ebene ¥ vom Ursprung

(Fig. 1.6.16). Betrachtet man anstelle von A den Punkt D als vorgegebe-
nen Punkt, so erhélt man als Ebenengleichung

nex =ned .
Wegen ned = ne«(an) = o kénnen wir dies in der Form
nex =« (In| =1)

schreiben, wobei nun « eine geometrische Bedeutung hat und der durch X
nicht vorbestimmte Punkt A nicht in Erscheinung tritt. O

(6) Gesucht ist die Gleichung des Doppelkegels K mit Spitze S, Achsenrich-
tung a und halbem Offnungswinkel w.

Wir betrachten wieder einen allgemeinen Raumpunkt X. Mit den Bezeich-
nungen der Fig. 1.6.17 gilt:

XeK < ¢=wV ¢=T—w <= cos’¢=cos’w

[CE
(x) |x—sl*-|a?
2
— ((x—s)ea)” =[x—s*|al’ cos®w,

wobei wir an der Stelle () das Ergebnis von Beispiel (4) verwendet haben.
Die letzte Gleichung ist die gesuchte Kegelgleichung.
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Fig. 1.6.17

Bsp: Fiirs:=0,a:=(1,1,1) und cosw := 1//3 wird
(x —s)ea=xea=2x1 +T2+ 23 .

Damit erhalt man die Kegelgleichung

1
(21 @2 +@3)° = (a1 + 23 +23) -3 3,

vereinfacht:
T1X9 + ToX3 + X3x1 = 0.
Die drei Koordinatenachsen sind Mantellinien dieses Kegels. O
Vektorprodukt
Die r Vektoren aj, as, ..., a, heiflen linear unabhingig, wenn sie einen

r-dimensionalen Teilraum des R3 aufspannen. Ein Vektor ist linear un-
abhéngig, wenn er # 0 ist; zwei Vektoren sind linear unabhéngig, wenn sie
eine Ebene aufspannen, drei Vektoren, wenn sie den ganzen Raum aufspan-
nen, das heifit: wenn sie nicht in einer Ebene liegen (Fig. 1.6.18).

Das Vektorprodukt a x b (ein Vektor!) der zwei Vektoren a und b ist wie
folgt definiert: Sind a und b linear abhéngig, so ist a x b := 0. Sind a und
b linear unabhéngig, so ist a x b festgelegt durch (Fig. 1.6.19):

— JaxDb|:=|a|]|b] sin¢,

— a X b steht senkrecht auf a und auf b,

— die drei Vektoren a, b, a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssy-
stem.
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ag

al a2

Fig. 1.6.18

Folgerungen:

(a) axb=0 <= aund b sind linear abhéngig.

Merke: Verschwinden des Skalarprodukts signalisiert die Orthogona-

litdt, Verschwinden des Vektorprodukts die lineare Abhangigkeit von
zwei Vektoren a und b.

(b)  |axb|ist der Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelo-
gramms (Fig. 1.6.20).

Fig. 1.6.20
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() bxa= —axb, axa=0.
(d) e1><e1:e2><e2:e3><e3:0;
e Xeg=e3, ey Xez3=e, e3Xe =ey,
bzw. Vi: e;11 Xej0=2¢;.
In der letzten Formel ist die Indexvariable ¢ “modulo 3” zu nehmen, siehe
auch die Fig. 1.6.21.

€3

€1

Fig. 1.6.21

(1.3) Das Vektorprodukt im R? ist eine schiefsymmetrische bilineare vektor-
wertige Funktion von zwei Vektorvariablen. Insbesondere gilt

(a) Aa x b = Aaxb),
(b) ax (x+y) =axx+axy.
[ (a) ist ziemlich klar. — Beim Beweis von (b) diirfen wir annehmen, a

sei ein Einheitsvektor, den wir im weiteren mit e bezeichnen und festhalten.
Es seien E die zu e senkrechte Ebene durch 0, weiter P: R?* — R? die Or-
thogonalprojektion auf F und D: R? — R3 die Drehung um die Achse e um
den Winkel 7 (Fig. 1.6.22). Wir behaupten, es gilt

VxeR?: D(P(x)) =exx. (3)
Der Figur entnimmt man
ID(P(x))| = [P(x)] = [x]sing = [x|[e] siné = |e x x|

und die Richtung stimmt auch. Damit ist (3) bewiesen.

Aus P(x+y) = P(x) + P(y) und der analogen Identitit D(x’ + y’) =
D(x’) + D(y’), angewandt auf x’ := P(x) und y’ := P(y), folgt nun

ex (x+y)=D(P(x+y)) = D(P(x)+ P(y)) = D(P(x)) + D(P(y))
=eXX t+exy. |
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Fig. 1.6.22

Wir kénnen nunmehr auch das Vektorprodukt “in Koordinaten” ausdriicken.
Aus

a = aie; + aze2 + ases , b = bie; + byes + b3es
folgt mit (1.3) und Folgerung (d):
a X b:a1b1e1 X e +alb2€1 X e2+a1b3e1 Xez+...

=0+aibyes —ajbses + ...

= (agbg — agbg)el + ...,

wobei wir hier die Rechnung nur unvollstandig wiedergegeben haben. Damit
ergibt sich als “analytische Definition” des Vektorprodukts die Formel

axb = (a2bs — aszby,azby — a1bs, a1by — azbr)

(zyklische Vertauschung!). Eine praktische Merkregel fiirs Kopfrechnen ist
der Fig. 1.6.23 zu entnehmen.

Fig. 1.6.23
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Bsp: a = (2 -3, 5)
b = (-1, 7. 4
axb = (—47, —13, 11)

(@) Gegeben sind eine Gerade
g: x(t)=a+tp

sowie ein Punkt YV (Fig. 1.6.24). Gesucht ist eine vektorielle Formel fiir den
Abstand d des Punktes Y von der Geraden g. Man erhalt
. 1 .
d=ly—alsing =5 plly —alsing

und somit nach Definition des Vektorprodukts:

L lpx(y-a)

p| ' O

Fig. 1.6.24

Ein Koérper drehe sich mit Winkelgeschwindigkeit w > 0 um die Achse
a durch O. Es sei e der durch die Korkzieherregel bestimmte Einheitsvektor
auf a (Fig. 1.6.25). Der Vektor & := we heifit Winkelgeschwindigkeitsvektor
dieser Drehbewegung.

Uber die Geschwindigkeit v (= v(x)) eines Masseteilchens an der Stelle x
148t sich folgendes sagen:

(a)  (vgl. Beispiel 7)) |v|=wd=wlexx|=|we x x|;
(b) v L1Y¥ undsomit v lwe, v.1lx;

(c) das Tripel we, x, v ist ein Rechtssystem.

Aus (a)—(c) ergibt sich die wichtige kinematische Formel

V=0XX. (4)
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(w>0)

Fig. 1.6.25

Spatprodukt und andere mehrfache Vektorprodukte

Es gibt drittens ein Produkt von drei Vektoren a, b, ¢ — das sogenannte
Spatprodukt [a,b,c]. Sind die drei Vektoren linear unabhéngig, so span-
nen sie ein Parallelepiped oder eben einen Spat vom Volumen V > 0 auf
(Fig. 1.6.26). Wir definieren

0 (a, b, c linear abhéingig),
[a,b,c] := <V (a, b, c ein Rechtssystem),
—V  (a, b, c ein Linkssystem).

Fig. 1.6.26

Da V nicht von der Reihenfolge der drei Vektoren abhangt, gilt

[a,b,c] =[b,c,a] =[c,a,b],
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aber
[a,b,c] = —[b,a,c], ...;

denn bei der Vertauschung zweier Vektoren kehrt sich die Orientierung um.
Vor allem héngt [a, b, c] mit den frither erkldrten Produkten zusammen via

[a,b,c] = (axb)ec = as(bxc). (5)
[ Der Figur 1.6.26 entnimmt man

[a,b,c] =4V =+G-h = |axb||c| cos¢p
=(axb)sc,

wobei es auch mit dem Vorzeichen richtig hinkommt. N
Aus (5) folgt mit (1.2) und (1.3), dal das Spatprodukt eine trilineare Funk-

tion von drei Vektorvariablen ist; das war ja aufgrund der Definition nicht
ohne weiteres zu erwarten. In Koordinaten ist

[a, b,C] = al(b203 — bgcg) -+ CLQ(bgCl — blcg) + a3(b102 — bQCl)

ar by
= det a9 b2 C2
az by c3

(9 Gegeben sind die beiden nicht parallelen Geraden
g: x(t)=a+tp, h: y(t)=b+tq

die im allgemeinen windschief zueinander liegen (Fig. 1.6.27). Gesucht ist ihr
kiirzester Abstand d.

B FE h
q> ;
b—a r
| 7

DFI: h

p n

b A
q
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Es seien ¥ die von p und q aufgespannte Ebene durch A, dann A’ die Or-
thogonalprojektion von h auf ¥ und

_ pxq
Ip x q
der Normaleneinheitsvektor von . Aufgrund von (2) gilt

r:=(b-a),=((b—a)en)n

und somit } [ ] |
b — a,p,q
d=|r| =|(b—a)en|=
p < q|
Die Punkte D und E sind damit allerdings noch nicht bestimmt. O

Aufler (5) gibt es noch unzihlige weitere Identitéten fiir mehrfache Vektor-
produkte. Wir beweisen zum Schluf} die folgende:

(axb)xc = (asc)b—(bec)a. (6)
[ Wir wihlen eine neue, ebenfalls orthonormierte und “rechtshéndige” Ba-
sis (e, €5, es) so, dal a ein Vielfaches von €} ist und b in der von €] und

e, aufgespannten Ebene liegt. Die drei Vektoren a, b und ¢ haben dann
folgende neuen Koordinaten:

a:(al,0,0), b:(bl,bg,O), C:(Cl,CQ,Cg) .

Orthonormiert heifit: Fiir alle ¢ und & gilt €] «€}, = d;; . Die Formeln fiir die
diversen Produkte gelten dann auch beziiglich der neuen Koordinaten. Wir
haben daher

(al, 0, 0)
axb = X = (0,0,albg)
(b1, b2, 0)
und damit weiter
(0, 0, aibs)
(a X b) X Cc = X = (—aleCQ, albgcl, 0) .

(c1, c2, c3)
Anderseits ist aber auch
(asc)b—(bec)a = aycy (b1,b2,0) — (brcy + baca) (ag,0,0)
= (—a1bsca, a1bacy, 0) . N
Aus (6) folgt tibrigens, dafl das Vektorprodukt nicht assoziativ ist. Es gilt
namlich
(axb)xc—ax(bxc)=(axb)xc+(bxc)xa
= (aec)b— (bec)a+ (bea)c — (aec)b
=(axc)xb,

und dies ist nicht =0.
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Aufgaben

1. Gegeben sind die drei Punkte A := (3,1,-2), B := (—1,4,0), C :=
(—=2,1,—1). Bestimme einen Punkt D so, dafl die vier Punkte A, B, C
und D Eckpunkte eines Parallelogramms sind. Wieviele Losungen gibt
es?

2. Zeige: Die Seitenmitten eines raumlichen (nicht notwendigerweise ebenen )
Vierecks ABC'D liegen in einer Ebene und bilden ein Parallelogramm.

3. (M) Die Vektoren a und b seien linear unabhiingig. Zeichne die Kurve
mit der Parameterdarstellung
v: tr—x(t):=costa+sintb (0 <t<2m)
sowie ihre Tangenten in ausgewahlten Punkten. Um was fiir eine Kurve
handelt es sich? (Kein Beweis verlangt.)

4.In welcher gegenseitigen Lage befinden sich drei Einheitsvektoren mit
Summe 07

5. Bestimme die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt P := (2,4, —1)
geht und senkrecht auf der Geraden
g: t—x(t):=(2,1,-3)+1t(—4,8,8) (—o0 <t < 00)

steht. Welchen Abstand hat diese Ebene vom Ursprung?

6. Von einem Dreieck ABC im Raum sind die Seitenmittelpunkte
M, :=(1,0,3), My:=(2,7,8), M.:=(-2,1,-4)

gegeben. Bestimme A, B und C.

7. Man gebe drei Einheitsvektoren a;, as, ag an, die auf dem Vektor ¢ :=
(2,1,1) senkrecht stehen und untereinander Winkel von 120° einschlieflen.
(Hinweis: Man “produziere” solche Vektoren und vermeide das Auflosen
von riesigen Gleichungssystemen.)

8. Die drei Kanten einer dreikantigen Pyramide bilden untereinander Winkel
von je 45°. Bestimme den Innenwinkel zwischen zwei Seitenflachen bzw.
den Cosinus oder den Sinus dieses Winkels.

9. Es seien a und b zwei feste Vektoren im dreidimensionalen Raum, |b| < 1,
und es sei die Vektorfolge (ax)r>o rekursiv definiert durch

ag:=a, agt1:=bxa, (k>0).

Berechne Y ;- | ag. (Hinweis: Benutze die geometrische Definition des
Vektorprodukts. Figur!)
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Der Korper C der komplexen Zahlen 148t sich folgendermaflen charakteri-
sieren:

(a) C ist ein Korper; die Elemente z von C heilen komplexe Zahlen.
(b) C>OR (als Korper).
(c) In C gibt es zwei Losungen i und —i der Gleichung 2% + 1 = 0.
(d) Jede komplexe Zahl z la8t sich auf genau eine Weise darstellen in der
Form
z =x 4+ 1y, reR, yeR.

Aus (a)—(c) folgt schon, daf es in C Zahlen der Form z = z + iy gibt, wobei
der Realteil x =: Rez und der Imaginarteil y =: Im 2z durch z eindeutig
bestimmt sind. Punkt (d) besagt, dafl das schon alle komplexen Zahlen sind.
Aus (d) folgt, daBl C in bijektiver (das heifit: eineindeutiger) Weise auf die
(x,y)-Ebene R? bezogen ist vermoge

x+iy < (r,y).

Dabei entspricht die reelle komplexe Zahl 1 dem Punkt (1,0) und die Zahl
i dem Punkt (0,1). Es liegt also nahe, die komplexen Zahlen geméfl Figur
1.7.1 in der Ebene zur Darstellung zu bringen. Man spricht in diesem Zusam-
menhang von der komplexen oder der Gauf3schen Zahlenebene. Die z-Achse
ist die reelle Achse (vgl. Eigenschaft (b)!), die y-Achse die imaginére Achse.

tR
z=xHy

—3+42 oy T

777777 | z=(x,y

: e

| . |

| |

|
——— 1 v
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3w R

Fig. 1.7.1
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z+z!

Fig. 1.7.2

Rechenregeln

In C gelten die folgenden Rechenregeln:

Fiir zwei beliebige Zahlen 2z = x + 1y, 2’ = 2’ + i3/ hat man
242 =x+2 +i(y+vy),

was geometrisch auf die vektorielle Addition der betreffenden Punkte in der
Zahlenebene hinauslauft (Fig. 1.7.2). Weiter ist

22 = (v +iy) - (' +1dy)
= 2’ + ziy’ + iyx’ + iyiy’

und somit wegen % = —1:
z-2 = xa' —yy + i(zy +y2’) .
Ist hier speziell z := a € R eine reelle komplexe Zahl, so gilt
az’ = ax’ + iay,

das heifit: Der Multiplikation einer Zahl 2z’ € C mit einem a € R entspricht
geometrisch die Streckung des Vektors 2z’ mit dem Skalarfaktor a.

Ist schliellich z # 0, das heiit: (x,y) # 0, so besitzt z den Kehrwert

1 T — 1y _x—iy
2 wtiy  (rtiy)(z—iy)  a?+y?
x T

2y g

Man beachte, dafl wir zur Herleitung dieser Formeln einfach die in jedem
Korper giiltigen Rechenregeln benutzt haben.
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.\ 4
(D Die komplexe Zahl z := (g — Z) soll in Real- und Imaginéarteil zerlegt

+1
werden. — Zunéachst ist
8—i (8 —14)(5b—1) 740—14-@'(—5—8) *1(3—2')
5+i  (5+i)(5—1i) 25+ 1 2 '

Im weiteren durfen wir die binomische Formel natiirlich auch im Komplexen
anwenden und erhalten

1 1
z:E(3—¢)4:1—6(34—4-33i+6-32¢2—4-3¢3+¢4)
1 1
:E(81—54+1+i(—108+12)) :1(7—24@.

O

Die Gleichung 22 + 1 = 0, die die Zahl i “definiert”, besitzt die beiden
Losungen 7 und —i. Das hat letzten Endes zur Folge, dafl die Korperstruktur
von C beziiglich der “Spiegelung” ¢ +— —i symmetrisch ist. Ist z = x + iy,
S0 heif3t

Zi=x —

die zu z konjugiert komplexe Zahl. Die Punkte z und Z liegen spiegelbildlich
zur reellen Achse (Fig. 1.7.3).

iR z=x+iy
2]
R
y Z=x—1Y
Fig. 1.7.3
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
z+z zZ—Z
— R = :I = .
x ez 5 y=Imz 5
2€R &= 2=12%; Z=z;
Atm=Ft+n, wom=a-wm, z=1]/%7.

() Es sei

q(t) == apt™ + an_1t" ' + ... +ag, ar €R (0<k<n)
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ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Wir behaupten: Ist die komplexe Zahl
zo eine m-fache Nullstelle von ¢, so ist auch z; eine m-fache Nullstelle von gq.

[ Fiir ein beliebiges komplexes Polynom
p(t) == cpt™ +cp1t" P .. F o, c, €C (0<k<n),

in der Unbestimmten t definieren wir das Polynom p durch Konjugation der
Koeffizienten von p:

P(t) =Gt + 1t P .+ G

Nach Voraussetzung iiber ¢q ist ¢ = ¢; ferner gibt es ein komplexes Polynom
r mit
(t = 20)" r(t) = q(t) -
Es folgt
(t—20)" 7(t) = q(t) = q(t) ;

denn beim Ausmultiplizieren der Polynome linker Hand werden alle Koef-
fizienten gegeniiber den entsprechenden Koeflizienten in der vorangehenden
Gleichung konjugiert. Wie man sieht, enthélt ¢ auch den Faktor (¢t — zp)™ .

]
O

Weiter ist
z-zZ2=(z+iy)(x —iy) =2* — (iy)* =2 +y* > 0.
Aufgrund der geometrischen Interpretation (Fig. 1.7.3) liegt es nahe, die

Grofie
2] = VEE= VR g

als (absoluten) Betrag von z zu bezeichnen. Fiir den Betrag gelten folgende
Rechenregeln:

2- 2| = |2] - ||,
zeR = |z|c = |2|r,
[Rez| <|z|, |Imz| <|z],
2+ 2| < 2] + 2] .

[ Die erste Regel folgt aus

|22/ = 22/ - 22 = 2222 = |22 ||

durch Ziehen der Quadratwurzel. Der Rest ist klar. N



1.7 Komplexe Zahlen 69

Polarform, Eulersche Formel

In der Ebene R? stehen uns neben den kartesischen Koordinaten x, i noch
die Polarkoordinaten r, ¢ zur Verfiigung. In der komplexen Zahlenebene
kommen die Polarkoordinaten folgendermafien zum Zug:

Zunéchst definieren wir fiir beliebiges z = x + iy # 0:

arg z := arg(z,y) .

Dann sind die Polarkoordinaten 7, ¢ der komplexen Zahl z gegeben durch

ro= |z
¢ = argz

(das ist nichts Neues); umgekehrt erhilt man z aus r und ¢ vermoge

z = r(cos¢+ising) .

z=x +iy=reld

i =elm/2
r
cos¢ + ising =: e'¢
—1=eiT ¢
1= 0 — 2
Fig. 1.7.4

Da das Binom cos ¢ + i sin ¢ noch eine grofie Rolle spielen wird, ist es ange-
bracht, dafiir eine Abkiirzung einzufiihren:

cos¢g +ising =: e (Eulersche Formel) .

Die Polarform einer komplexen Zahl z (Fig. 1.7.4) erhélt damit die folgende
Gestalt: 4

z = re?.
Die gewahlte Symbolik wird im folgenden hinreichend gerechtfertigt. Wir
notieren noch die speziellen Werte
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sowie das Prinzip

e =1 «— ¢p=2%knr, keZ.
Vor allem geniigt e* der Funktionalgleichung

el L — i(otY) (¢, 1 €R) . (1)
N e . e™ = (cos ¢ + isin @)(costp + isin )

= cos ¢ cos Y — sin ¢psin ) + i(sin ¢ cos 1) + cos P sin )

= cos(¢ + ¢) + isin(¢ + 1)
_ Giloty) _

Hieraus folgt

(1.4) Fiir beliebige z, 2’ € Cyg gilt

(a) 22| = |2]]'],

(b) arg(z2') = argz + argz’ .

In Worten: Bei der Multiplikation von komplexen Zahlen multiplizieren sich

die absoluten Betrdage und addieren sich die Argumente, wobei natiirlich die
Argumente “modulo 27”7 zu verstehen sind.

[ (a) ist schon bewiesen. — (b): Aus
22 =red . e = py! 919
folgt wegen 71’ > 0:
arg(zz') = arg(rr’ei(¢+¢’)) = arg(ei(¢+¢l)) =¢+¢ =argz+args . |

Aus (1) folgt weiter
Vne€Z: (ei¢)n = ¢in?
und somit fiir eine beliebige Zahl z = re'? :

2" = rem? (2)

das heifit: Die n-te Potenz von z hat den Betrag ™ und das Argument n¢
(Fig. 1.7.5).

(3 Es sollen die Polarform sowie Real- und Imaginirteil der Zahl

L (1—1)°

(V3 +1)
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Fig. 1.7.5

bestimmt werden. — Mit z; := 1 — 4, 25 := /3 +1i (Fig. 1.7.6) ergibt sich

1
|Zl‘=\/§7 argzlz—%; |Z2|:2, arg zo = arctan — =

T
V3 6
und folglich nach (2):

6 1
2l = [21]%/]z2 = (V2)"/2° = 1
T T 147
argz = bargz; —Hargzs =6 - (——) -5 —=——=—=(mod2m)
4 6 6
Hiernach ist
1 s 1< s ,,71') 1 V3
z=-e€ =—(cos—- —isin—- ) == —i— .
4 4 3 3 8 8

Fig. 1.7.6
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Waurzelziehen im Komplexen
Wie steht es mit dem Ziehen von n-ten Wurzeln? Den Fall n := 2 (Quadrat-
wurzel) wollen wir iibungshalber zunéchst algebraisch behandeln.

Gesucht sind also die Losungen z = x + iy der Gleichung
z° = c;

dabei ist ¢ = a + ib eine gegebene komplexe Zahl. Wegen

22 =g? - y2 + 2izy

erhalten wir durch Trennung von Real- und Imaginéarteil die beiden reellen

Gleichungen

-y =a, 2y =0 . (3)

Ist b = 0, d.h. c eine reelle Zahl, so folgt x = 0 oder y = 0. Ist dabei a > 0,
so ist notwendigerweise 22 = a und y = 0, und wir erhalten z = +,/a, wie
erwartet. Ist aber b = 0 und a < 0, so mufi z = 0 und y? = —a = |a] sein,
und es folgt z = +1i4/]al.

Bsp: 2°=-32 = z= +4i+/2 .
Es sei jetzt b # 0. Wegen

2= 2 =2 = e = Va2 + 12
ergeben sich im Verein mit der ersten Gleichung (3) die Formeln
1 1
xzzi( a? +b%+a), y2:§(\/a2+62—a) (4)
(beide Klammern sind > 0, unabhéngig vom Vorzeichen von a). Ist a > 0,

so berechnen wir x aus der ersten Gleichung (4) und anschliessend y aus der
zweiten Gleichung (3):

b

1
_ - 2 1 p2 _
x—i\/Q( a*+b —|—a), y=5.

Im Fall a < 0 berechnen wir erst das y aus (4) und dann das x aus (3):

y:j:\/;(\/az—l—bz—a), v

In jedem Fall erhélt man die beiden komplexen Losungen

2 = i<\/%( a2+ b2 +a) + isgnb \/%(\/m—a)>
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c=a+ib

Fig. 1.7.7

der urspriinglichen Gleichung 2?2 = c. Die beiden Punkte z; und z_ liegen
spiegelbildlich zum Ursprung (Fig. 1.7.7).

Anmerkung: Wir haben an sich nur das folgende bewiesen:

2 =c = z2=2zy V z2=2z_.
Strenggenommen miifite man noch verifizieren, daf tatsichlich 23 = 22 = ¢
ist; siche Beispiel 1.2.(D).

Die allgemeine quadratische Gleichung
Z4pz+q=0, pqeC,

148t sich durch quadratische Ergénzung auf den eben behandelten Fall zu-
riickfithren: Die gegebene Gleichung ist aquivalent mit

p)2 p?
Y=L _4 =D.
(z+2 1 1

Wir miissen also die beiden Quadratwurzeln ++v/D” bestimmen und haben
dann wie im Reellen die beiden Losungen

z = —g +VD.
(@) Gegeben ist die quadratische Gleichung
22 —2(1+i)z2+3-2i=0.

Man hat nacheinander

2
p=-21+i), q=3-2i, D:%—q:—?x—i—élz’
und somit nach den oben hergeleiteten Formeln (mit a := —3, b := 4):

+VD = i(\/%(\/Q_—?)) + i\/%(\/%Jr?))) = +£(1+2i) .

Dies liefert
zy =140+ (14 24),

das heifit: 2y =2+ 3i, 2 = —i. O
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c=|cle?

ny .
2= \/ld e/n

n

d

n—1

Fig. 1.7.8

Die n-ten Wurzeln, n > 1 beliebig, einer komplexen Zahl ¢ # 0 finden wir
am besten, indem wir “alles” in Polarform darstellen. Wir schreiben also
¢ = |c|€? und machen fiir die gesuchten Wurzeln z den Ansatz z = re®®.
Die definierende Gleichung z™ = ¢ geht dann wegen (2) iiber in

e = |cle™ .

Hieraus folgt erwartungsgemaf

r= Vi

vor allem aber miissen die Argumente ¢ der gesuchten Wurzeln der Bedingung

et = bzw. etné—) — 1

geniigen. Diese Bedingung ist nicht etwa aquivalent mit n¢ = =, sondern mit
dem folgenden:
dkeZ: ne—vy=2kn,

woraus man fiir jedes k € Z einen zuléligen ¢-Wert

27
O == X + k—

n n
berechnet. Zwei k-Werte, die sich um ein Vielfaches von n unterscheiden,
liefern ¢-Werte, die sich um ein Vielfaches von 27 unterscheiden, also dieselbe
Zahl z = re'®. Somit bleiben genau n “modulo 2w ” verschiedene ¢-Werte,
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namlich die Werte ¢, (0 < k < n —1). Die zugehorigen n-ten Wurzeln von
c sind die Zahlen z;, := re'®* | ausgeschrieben

2z = V|| el +R3E) 0<k<n-1).
Wegen
27
arg zx4+1 — arg 2k = P41 — Pk = . Vk

bilden diese n Wurzeln ein regulires n-Eck auf dem Kreis vom Radius {/|c|
(Fig. 1.7.8).

Ist speziell ¢ = 1, so erhdlt man die sogenannten n-ten Einheitswurzeln.
Wegen |c| = 1, v = 0 bilden sie ein reguléres n-Eck auf dem Einheitskreis mit
einer Ecke im Punkt 1. Nach der allgemeinen Formel sind sie gegeben durch

i 2T
2 = eFm

Setzt man zur Abkiirzung z; = €2™/" =: w (Fig. 1.7.9), so kann man alle
iibrigen mit Hilfe dieses w darstellen:

Zp = WP 0<k<n-1).

z2:w2 (n=T7)

Fig. 1.7.9

Ausgangspunkt zur Einfilhrung der komplexen Zahlen war das Bestreben,
“aus negativen Zahlen die Wurzel zu ziehen”. Wie wir gesehen haben, ist
damit von selbst jede quadratische Gleichung, und nicht nur die spezielle
Gleichung 2?2 + 1 = 0, in befriedigender Weise 16sbar geworden. In Wirk-
lichkeit gilt ein viel allgemeinerer Satz, der Fundamentalsatz der Algebra
(ohne Beweis):
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(1.5) Jedes Polynom

p(z) = 2"+ cp12™ !

+...+c1z2+ ¢
vom Grad n > 1 mit komplexen Koeffizienten ¢, (0 < k < n — 1) besitzt
wenigstens eine Nullstelle zg € C.

Aus (1.5) folgt weiter, daf sich jedes Polynom vom Grad n > 1 in n Linear-
faktoren zerlegen lat und somit genau n komplexe Nullstellen (mehrfache
mehrfach gezéhlt) besitzt. Fir 1 < n < 4 gibt es klassische Losungsformeln,
wobei man aber fiir alle n > 2 mit numerischen Methoden besser fahrt. Ein
respektabler Teil der numerischen Mathematik handelt ndmlich gerade von
dem Problem, die Nullstellen eines gegebenen Polynoms in effizienter Weise
numerisch zu bestimmen.

Aufgaben

. 24 -7
1. ) Zerlege die Zahl (m

Lieber ohne die binomische Formel.)

2. (Fig. 1.7.10) Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Punkte 1/z, 1/z, 22

17
) in Real- und Imaginéarteil. (Hinweis:

Fig. 1.7.10

3. (M) Stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + ib dar:

(a) ; (b) ei arcsin x (C) e2i arctant
T ’ :

1+
1+

1+1
4. (M) Bestimme simtliche Losungen der Gleichung

2 —8(~14+V3i)=0.



1.7

Komplexe Zahlen T

.(M) Stelle cos(5¢), sin(5¢) als Polynome in cos ¢, sin¢ dar. (Hinweis:

Binomische Formel)

. Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Man bestimme das Produkt aller n-ten

Wurzeln der Zahl —1.

.Es sei z := 1+1iv/3. Bestimme die Daten a, g der logarithmischen Spiralen

i or(¢) = ae? (—o0 < ¢ < 00),

die durch die simtlichen Punkte 2* (k € Z) gehen.

. (M) Die Gleichung

249234 224922-2=0

besitzt die Losung z; = 1 + . Bestimme samtliche Losungen dieser Glei-
chung.

.Durch z — w := 1/z wird die punktierte Ebene (:= C\ {0}) in die

w-Ebene abgebildet. Man zeichne die Bilder
(a) der reellen Achse, (b) der imaginédren Achse,

(c) eines Kreises |z| =7, (d) der Geraden Rez = 1.



