Funktionen

2.1 Erscheinungsformen

Begriff der Funktion

Zu Eulers Zeiten verstand man unter einer “Funktion f(z)” das, was wir
heute als Funktionsterm bezeichnen: einen mehr oder weniger komplizierten
Ausdruck in der unabhéngigen Variablen z,

log(z + V1 + 22)

24 cosx

Bsp: )
der fiir jede Zahl x eines geeigneten Bereichs der Zahlengeraden einen wohl-
bestimmten Funktionswert f(z) festlegt.

Seither ist diese Vorstellung umfassend verallgemeinert und auch prézisiert
worden. Insbesondere sind wir heute gewohnt, die eigentliche Funktion, das
“Rechengesetz”, mit f (gelegentlich mit f(-), s.u.) zu bezeichnen und nur
dann f(x) zu schreiben, wenn tatsdchlich der Funktionswert an der Stelle
x gemeint ist. Diese Linie 148t sich allerdings nicht immer durchziehen; so
sprechen wir etwa von der “Funktion e’” und meinen damit die Funktion
exp: t+— el.

Also: Sind A und B beliebige Mengen, so versteht man unter einer Funktion
oder Abbildung von A nach B eine Vorschrift f, die fiir jeden Punkt z € A
einen bestimmten Punkt y € B als Funktionswert oder Bildpunkt festlegt.
Wir schreiben dafiir

fi A= B, xzw—y:=f(x).
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Die Menge A =: dom (f) heiBt der Definitionsbereich (englisch: domain) von
f, die Menge B der Zielbereich (englisch: range) von f. Die Menge

im(f):={yeB|IzcA: y=[f(z)}

der tatsdchlich angenommenen Werte ist im allgemeinen eine echte Teilmenge
von B und heifit Bildmenge oder Wertebereich von f.

Bsp: Die Sinusfunktion 148t sich zum Beispiel als Funktion sin: R — R
oder als Funktion sin: [-%,%] — [—1,1] auffassen. In beiden Féllen ist
im (sin) = [—1,1].

Hat eine Funktion einen Namen, der nicht gerade functionlike ist, etwa ‘p’,
so konnen wir mit der Schreibweise p(-) anstelle von p deutlich machen, dafl
hier von einer Funktion die Rede ist. In &hnlicher Weise schreiben wir z(-),
wenn die vorher freie Variable z in neuem Zusammenhang als Funktion einer
anderen Variablen, etwa der “Zeit” t aufgefafit werden soll. — Die Schreib-
weise

fi R~R

driickt aus, daf§ f auf einer nicht ndher spezifizierten, aber “verniinftigen”
Teilmenge von R, etwa auf einem Intervall, definiert ist. In diesem Sinne lebt
eine Funktion f: R® ~ R typischerweise auf einer offenen (s.u.) Teilmenge
des dreidimensionalen Raums.

Zu jeder Funktion f: A — B gehort ihr Graph G(f), eine wohlbestimmte
Teilmenge von A x B. Im Fall einer Funktion f: R ~ R ist das die vertraute
“Kurve y = f(x)”; allgemein ist G(f) definiert durch

G(f) = {(x,y) e AxB |zeA, y=f(z)}.
Die Figur 2.1.1 zeigt den Graphen einer Funktion ums: [1..12] — R>o.

4 ums
1500000 ]

1000000

500000

Fig. 2.1.1
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Erscheinungsformen

Die Festlegung oder die Prasentation einer Funktion kann in ganz verschie-
dener Weise erfolgen. Wir weisen hier auf die folgenden Moglichkeiten hin:

» Wertetabelle

Ist dom (f) eine beliebige endliche Menge, so 148t sich die gesamte in f ent-
haltene Information in einer zweispaltigen oder zweizeiligen Matrix, eben der

Wertetabelle von f, abspeichern.

Bsp:
x f()
Aadorf 8355
Aarau 5000
Aarberg 3270
Lustmiihle 9062
Zwischenbergen 3901
Zwischenfliith 3756

Ist dom (f) eine unendliche Menge, zum Beispiel das Intervall [a,b] C R, so

ist f durch eine Wertetabelle der Form

T a=2Xyg I1 X2

TN-1

JIN:b

f(z) Yo Y1 Y2

natiirlich iiberhaupt noch nicht bestimmt.

YnN—-1

YN

Fig. 2.1.2
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Die numerische Mathematik stellt Methoden zur Verfiigung, die

— ein “einfaches” f: [a,b] — R finden, das ungefihr die gegebenen Werte
realisiert (Fig. 2.1.2). Das ist dann sinnvoll, wenn die gegebenen Daten
(zk,yx) ohnehin mit MefBfehlern behaftet sind.

— oder aber die gegebenen Werte als genau ansehen und in die Teilin-
tervalle einfache Verbindungskurven (zum Beispiel Geradenstiicke oder
Parabelbogen) einpassen.

Bsp: Lineare Interpolation in der Logarithmentafel (Fig. 2.1.3): Aus den
Tabellenwerten

T log =
276 5.62040
277 5.62402 } A = 360105

278  5.62762

ergibt sich fiir log277.4 (= 5.625460508 ...) der Ndherungswert

log 277.4 = 5.62402 + 0.4 A = 5.62546 .

277 277.4 278

Fig. 2.1.3

» Kurve y=f(z)

MeBwertschreiber geben eine bestimmte Funktion der Zeit, zum Beispiel die
Temperatur auf dem Jungfraujoch, in der Form einer Kurve aus. Einen
zugehorigen Funktionsterm gibt es nicht. Wie 148t sich aus einem derarti-
gen Mefistreifen die mittlere Temperatur in einem bestimmten Zeitintervall
ermitteln? Das arithmetische Mittel der Temperaturen zu den Zeiten 06.00,
12.00, 18.00 und 24.00 ist offenbar nicht das Richtige. Der Integralbegriff
wird uns bei dieser Frage weiterhelfen.
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In der Analysis benutzen wir derartige Kurvenbilder einerseits, um bes-
timmte interessante Funktionen, etwa exp oder sin, zu visualisieren und
andererseits, um charakteristische Eigenschaften von beliebigen Funktionen
iR ~ R, etwa Konvexitdt oder asymptotisches Verhalten (Fig. 2.1.4),
einpriagsam darzustellen.

)
Asymptote
y=flz)
T
Fig. 2.1.4
» Funktionsterm, explizite Darstellung
Ein Funktionsausdruck,
2 o0 k—1,.k
x°+5r+4 (1) tz
Bsp: = - A
°P TR

k=1

ist letzten Endes eine Rechenanweisung, mit deren Hilfe der Funktionswert
f(z) nach Vorgabe eines z in endlich vielen Schritten exakt oder mit jeder
wiinschbaren Genauigkeit ausgerechnet werden kann. Als Definitionsbereich
gilt, wenn nichts anderes gesagt ist, die Menge aller Punkte x einer verein-
barten Grundmenge (zum Beispiel aller x € R), fiir die sich der Ausdruck
ohne Riickfragen auswerten 1afit. So ist etwa

fz) =

a priori fur alle x # 0 definiert. Im nachhinein erweist es sich als sinnvoll,
zusétzlich f(0) := 1 zu setzen.

sinzx

x

Wie oben schon gesagt, sprechen wir gelegentlich von der “Funktion e!”
oder der “Funktion t"” u.i., wenn wir im Grunde genommen die Funktionen
t +— e bzw. t — t" meinen. So gerade im folgenden Absatz.

Funktionen, die sich mit Hilfe der vier Grundrechenarten und Zusammen-
setzen aus Konstanten, t* (« € R), logt, e, cost, sint sowie den Arcusfunk-
tionen erhalten lassen, heiflen elementare Funktionen.

eV1-log®t cog(sin t)

Bsp: f(t) := Y
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Die Ableitung einer elementaren Funktion ist wieder eine elementare Funk-
tion (dies folgt mit vollstdndiger Induktion aus den Ableitungsregeln); es gibt
aber elementare Funktionen, deren Stammfunktionen nicht elementar sind,
zum Beispiel die Funktion et/ 2. die in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine
grofle Rolle spielt. Der Umfang einer Ellipse ist keine elementare Funktion
der Halbachsen (sonst hétten Sie die Formel schon gesehen .. .).

Als explizite (“ausdriickliche”) Darstellungen von Funktionen sind auch die
folgenden Beispiele anzusehen:

X

absz := || = { v Ex

lz] =max{k€Z | k<uz} (= grofte ganze Zahl < z) |
[2] ==min{k€Z | k>az} (= kleinste ganze Zahl >z ) .

Ist eine Funktion in expliziter Darstellung gegeben, so entsteht das Prob-
lem, ihre qualitativen Eigenschaften (Monotoniecharakter, Extrema, Singu-
laritaten, asymptotisches Verhalten usw.) herauszulesen und in einer geeig-
neten Figur pragnant darzustellen. Die Behandlung dieses Problems ist im
Fall einer Funktion f: R ~ R die beliebte “Graphendiskussion”.

» Implizite Funktionen

Gelegentlich sind zwei (an sich “gleichberechtigte”) reelle Grofien x, y ver-
kniipft durch eine Gleichung

Bsp: 2?+yt=1,
23 + 192 = 3azy , a > 0 fest.

In diesem Fall sind x und y nicht mehr unabhangig voneinander beliebig wahl-
bar. Die “zulifigen” Paare (x,y) bilden vielmehr eine Teilmenge v C R?, in
aller Regel eine Kurve.

Die zwischen z und y bestehende Abhéngigkeit 148t sich aber nur selten als
globale Funktion

x—y = f(z)

auffassen, da zu einem gegebenen z-Wert ohne weiteres mehrere verschiedene
y-Werte gehoren konnen (siehe z.B. die Stelle z7 in Fig. 2.1.5). Trotzdem
sagt man, eine Gleichung der Form (1) definiere y implizit als Funktion von
x (oder z als Funktion von y), und zwar auch dann, wenn es nicht gelingt,
die Variable y formelméfig durch = (oder x durch y) auszudriicken.
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y -
g 7
23+ 15 = 3axy
A
e y=¢(x)
—a ﬂfl $0
—a
Fig. 2.1.5

Durch die Gleichung (1) werden nédmlich immerhin lokal richtiggehende Funk-
tionen

¢ oy = ¢(x)
festgelegt. Diese lokalen Funktionen sind nur innerhalb eines “Fensters” er-
klart (Fig. 2.1.5). Man kann sie diskutieren und zum Beispiel die Ableitung
¢'(xo) oder Extremalwerte ausrechnen, ohne die definierende Gleichung (1)
tatsachlich fiir variables x nach y aufzuldsen.

» Differentialgleichung

Bei den vorangehenden Paradigmen waren die betrachteten Funktionen im-
mer schon mehr oder weniger vorhanden. Es kann aber durchaus sein, daf} das
Hauptproblem darin besteht, die interessierende(n) Funktion(en) tiberhaupt
erst zu bestimmen. Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn die betreffenden
Funktionen nur durch “innere Eigenschaften” charakterisiert sind.

Eine “innere Eigenschaft” einer Funktion ist insbesondere das Bestehen einer
Funktionalgleichung, das heiflt: einer Identitat, die die Funktionswerte an
verschiedenen, aber durch Grundoperationen miteinander verbundenen Stel-
len z, 2/, ... miteinander verkniipft.

Bsp: cos(2z) =2cos’xz — 1,

THY =" . eV |

e
arg(zy - z2) = argz; + arg zs .

Nur “spezielle” Funktionen erfiillen derartige Identitéaten; gerade darum sind
sie so interessant.
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(D Gesucht sind die (stetigen) Funktionen, die der folgenden Funktionalglei-
chung gentigen:

Vo, 2" >0: f(z-2') = f(z)- f(2') .

Losung: AuBer f(z) := 0 sind dies genau die Funktionen f(z) := z%, a € R
fest. (Wie man darauf kommt und warum es keine andern gibt, kdnnen wir
hier nicht erértern.) O

Am allerhaufigsten ist die “innere Eigenschaft” der gesuchten Funktionen
t + y(t) in der Form eines Wachstumsgesetzes gegeben: Die momentane
zeitliche Anderungsrate 9(t) (oder die Momentanbeschleunigung y(t)) ist
eine gegebene Funktion der Zeit ¢ und vor allem des Istwertes y(t) (eventuell
auch von g(t) ):

y=F(ty  bzw. §=F(ty7) .

Eine derartige Gleichung heifit eine Differentialgleichung. Gesucht sind Funk-
tionen y(+), fiir die gilt:

Vi:o g(t) = F(t,y(t)  baw.  §(t) = F(ty(t),9()) .

(2 Ein frei fallender Kérper (Fig. 2.1.6) sei der als konstant angenommenen
Erdbeschleunigung g := 9.81 m/sec? unterworfen. Wir fragen nach seinem
“Fahrplan” t — y(t). Nach Annahme gilt §(t) = —g fiir alle ¢, in anderen
Worten: Die gesuchte Funktion y(-) gentigt der Differentialgleichung (zweiter
Ordnung)

y=-g.
Y A
y(t)
Tie
0 -

Fig. 2.1.6
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Diese Differentialgleichung hat unendlich viele Losungen, ndmlich genau die

Funktionen
y(t)::—gt2+At+B, A BeR.

Zur Festlegung der sogenannten Integrationskonstanten A, B sind weitere
Angaben, zum Beispiel iiber Ort und Geschwindigkeit zur Zeit ¢ := 0, not-

wendig. O

Bei gewissen geometrischen Problemen wird nach Kurven o: y = f(x)
gefragt, deren Tangenten bestimmte Bedingungen erfiillen. Zum Beispiel
sollen die gesuchten Kurven samtliche Kurven einer gegebenen Kurvenschar
I' senkrecht schneiden (Fig. 2.1.7). Ein derartiges Problem fiihrt auf eine
Differentialgleichung der Form

y' = F(z,y)

mit einer bekannten Funktion F'(-,-), denn fiir jeden von der Schar I"' bedeck-
ten Punkt (x,y) 148t sich leicht ausrechnen, welche Steigung die durch diesen
Punkt gehende “Orthogonaltrajektorie” dort haben mufl. — Von Kurven-
scharen handelt der Abschnitt 5.6.

Fig. 2.1.7

Typologie der Funktionen in diesem Buch

Als Definitions- und Zielbereiche der in der Analysis betrachteten Funk-
tionen f: A — B kommen in erster Linie die in Kapitel 1 behandelten
Grundstrukturen N, R, C, R?, R? oder verniinftige Teilmengen davon (zum
Beispiel Intervalle, Kreisscheiben, Sphéren) in Frage. Ein wesentliches An-
liegen von spateren Kapiteln wird sein, die von den Funktionen f: R ~ R
her vertrauten Begriffe (Grenzwert, Stetigkeit, Ableitung, Integral usw.) auf
mehrdimensionale Situationen zu tbertragen. Wir wollen aber schon schon
jetzt auf die sich darbietenden Typen, Figuren und Interpretationen aufmerk-
sam machen.
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Fig. 2.1.8

N — B

Es sei B eine beliebige Menge (Fig. 2.1.8) und z Variable fiir Elemente von
B. Eine Funktion
z.: N—=B, k— xp

von N in den Zielbereich B heifit eine Folge. Ist B = R oder B = C, so
spricht man von einer Zahlfolge. Die einzelnen Funktionswerte zj sind die
Glieder der Folge. Anstelle von z. schreibt man auch (zy)ren, wenn man die
ganze Folge meint. — Von Folgen handelt der Abschnitt 2.4.

R ~R

Der Funktionstyp f: R ~ R stellt das “Grundmodell” der Funktionenlehre
dar. Wir wollen die betreffenden Funktionen reelle Funktionen nennen; von
ihnen handelt ein Grofiteil der folgenden Abschnitte und Kapitel.

Der Definitionsbereich einer reellen Funktion ist in aller Regel ein Intervall,

Bsp: dom (sin) = R,
flz):=+/1—-22 = dom(f)=[-1,1],
gx)=1/v/1—-22 = dom(g)=]-1,1],

oder eine Vereinigung von Intervallen,

oo

Bsp: dom (tan) = U ] km — g, km + g

k=—o00

Die meisten der in der Praxis vorkommenden Funktionen f: R ~ R besitzen
eine natiirliche Fortsetzung f : C ~ C, und oft ist erst von da her eine be-
friedigende Theorie der betreffenden Funktionen moglich. Wir haben das
bei den Polynomen gesehen (Fundamentalsatz der Algebra); dasselbe trifft
zu fiir die Exponentialfunktion (s.u.). — Von den Funktionen f: C — C im



88 2 Funktionen

allgemeinen handelt die sogenannte komplexe Analysis, auch einfach Funk-
tionentheorie genannt.

(3 Die Funktion
1

f(z) s

ist fiir alle € R definiert und so “schén”, wie man nur will. Fir |z| < 1 gilt

f@)=1—-a?+2*—2%+... = Z(—l)kxzk
k=0

(geometrische Reihe); fiir [x| > 1 ist aber die Reihe rechter Hand divergent
und stellt die Funktion nicht mehr dar. Die Ursache dieses beim Betrag 1
eintretenden “Konvergenzzusammenbruchs” wird erst erkennbar, wenn wir
die Fortsetzung

1

f: C—>C, ZHW

betrachten (Fig. 2.1.9): Potenzreihen wie die obige konvergieren im Kom-
plexen grundsétzlich auf Kreisscheiben, siehe Satz (2.9). Da die Funktion f
in den Punkten +i eine Singularitdt (einen sogenannten Pol) besitzt, kann

der Konvergenzradius der zugehorigen Reihe nicht grofler als 1 sein. O
1
Konvergenzintervall
x
—1 1
—1
Fig. 2.1.9

R~ R? R~ R?

Ist der Zielbereich einer Funktion f mehrdimensional, so sprechen wir von
einer vektorwertigen Funktion. Fiir vektorwertige Funktionen verwenden wir
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im allgemeinen halbfette Buchstaben: f, x(-), r(-). Eine vektorwertige Funk-
tion 148t sich festlegen durch Angabe der zugehorigen Koordinatenfunktionen

fi

t £(t) = (f1(t),-- (), ter(t) = (2(8), y(t), 2(1)) ;
es geht aber auch ohne Koordinaten:
Bsp: f: t—costa+sintb (0 <t <2m)

(dieses f produziert eine Ellipse mit konjugierten Halbmessern a und b).

Allgemein: Ist I ein Intervall der als Zeitachse interpretierten t-Achse, so
produziert eine Funktion

f: I —R?, t (z(t),y(t))
eine Kurve v in der Ebene und
f: I —>R3, t— (:U(t),y(t),z(t))

eine Kurve im dreidimensionalen Raum: Durchlauft die Variable ¢ das In-
tervall I, so durchlauft der Bildpunkt f(¢) gerade die Kurve v (Fig. 2.1.10).
Die Funktion f heifit eine Parameterdarstellung von 7. (Diese Namenge-
bung ist etwas ungliicklich, denn die Variable t ist gerade kein Parameter,
sondern eine “laufende” Variable. Unter einem Parameter versteht man
tiblicherweise eine einstellbare, im weiteren aber festgehaltene Grofie.) Wenn
es darum geht, etwa die Lange, die Kriimmung oder den von -y eingeschlosse-
nen Flacheninhalt zu berechnen, so ist man auf eine Parameterdarstellung
angewiesen; die Gleichungsform

hilft einem da gar nichts.

Fig. 2.1.10
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Jede Parameterdarstellung beinhaltet einen ganz bestimmten “Fahrplan”,
nach dem die Kurve v durchlaufen werden soll. Eine und dieselbe Kurve be-
sitzt viele verschiedene Parameterdarstellungen, entsprechend den verschie-
denen denkbaren “Fahrplinen”. Wenn es sich nicht um einen bestimmten
zeitlichen Bewegungsablauf handelt, sondern nur um den geometrischen Ge-
halt der betreffenden Kurve, so wird man wenn moglich eine langs der Kurve
verdnderliche geometrische Grofie als “Parameter” (unabhéngige Variable)
wéahlen, zum Beispiel die z-Koordinate oder das Argument des laufenden
Punktes oder dessen langs der Kurve gemessenen Abstand vom Anfangs-
punkt, die sogenannte Bogenlange. — Wir geben einige Beispiele.

(@ Eine als Graph

v: o y=fl) (a<z<h)

gegebene ebene Kurve la3t sich ohne weiteres auch parametrisch darstellen:
Man schreibt
x(t) =t

v [a,b] = R*, tH{y(t):f(t)

oder einfach
v owe (z,f(r)  (a<z<b),

denn auf den Namen der unabhéngigen Variablen kommt es nicht an, und
da kann man schon gleich den Namen der als Parameter gewahlten geome-
trischen Grofle, hier: x, verwenden. O

Yy (bcost, bsint)

(acost, asint)

Fig. 2.1.11
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(® Sind a und b gegebene positive Zahlen, so stellt

. z(t) = acost (0<t<2m)
. —
7 y(t) = bsint ==

eine Ellipse mit Halbachsen a und b dar (Fig. 2.1.11), denn + entsteht aus
dem Einheitskreis ¢ — (cost,sint) durch Streckung um den Faktor a in z-
Richtung und um den Faktor b in y-Richtung. Die Variable ¢ bezeichnet nicht
etwa das Argument des laufenden Ellipsenpunktes P := (z,y), sondern das
Argument eines mit P verkniipften Kreispunktes (siehe die Figur).

Man kann es auch so sehen: Es ist

[\

2
folglich geniigen sdmtliche Punkte von v der Ellipsengleichung Lo+ y—Q =1

a> b
O

(6) Fiir eine Parameterdarstellung der Schraubenlinie (Fig. 2.1.12) mit Ra-
dius R und Ganghdohe h liegt es nahe, die geometrische Grofie arg(z,y) als
Parameter zu wahlen. Es ergibt sich

z(¢p) = Rcos ¢
y(¢) = Rsing (—o0 < ¢ < 00) .
Ad)=h2

27 Q

Fig. 2.1.12
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R~ C

Funktionen R ~ C lassen sich erstens als Parameterdarstellungen ¢ — z(t)
von Kurven in der komplexen Ebene auffassen. So ist zum Beispiel

OD: trs 2(t) =€ (0 <t<2n)

eine Parameterdarstellung des Einheitskreises (= Rand der Einheitskreis-
scheibe D, Fig. 2.1.13). Diese Vorstellung spielt eine entscheidende Rolle in
der komplexen Analysis, wo komplexe Funktionen in bestimmter Weise langs
derartigen Kurven integriert werden.

oD

Fig. 2.1.13

Zweitens kann man eine Funktion
fi R~ C, t— f(t)

als zahlenwertige Funktion auffassen, wobei diese Werte nicht reelle, sondern
eben komplexe Zahlen sind. Wie ein derartiger komplexer Wert physikalisch
interpretiert werden soll, ist im Einzelfall auszumachen. — Wir behandeln
als Beispiel die komplexe Schreibweise der harmonischen Schwingungen.

Exkurs iiber harmonische Schwingungen

Die reellwertige Funktion
z(t) := Acos(wt + ) (2)

beschreibt eine harmonische Schwingung (Fig. 2.1.14): Man stelle sich einen
Massenpunkt vor, der lings der xz-Achse hin und her schwingt. A > 0
ist die Amplitude, w > 0 die Kreisfrequenz und o € | — 7, 7| die Phase
dieser Schwingung. Die Kreisfrequenz w (= pro Zeiteinheit durchlaufener
“Winkel”) ist mit der Frequenz v (= Anzahl Vollschwingungen pro Zeitein-
heit) verkniipft durch

v=uw/2r
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x
A
A P,
x4+ -
T
—ajw
—A
Fig. 2.1.14

und mit der Schwingungsdauer 7' (= Zeitdauer zwischen zwei aufeinander-
folgenden Maxima) durch
T =21/w.

Die Phase « gibt den “Zustand” des schwingenden Systems zur Zeit ¢ := 0 an.
Allgemein ist der “Zustand” zur Zeit ¢ durch den “Winkel” wt 4+ o bestimmt
und nicht etwa durch die Lagekoordinate z(t). Zu einem gegebenen z-Wert
gehoren ndmlich im allgemeinen zwei verschiedene “Zustdnde” (Punkte P
und @ in der Figur).

Die Funktion (2) 148t sich iibrigens auch in der zweiteiligen Form
x(t) = acos(wt) + bsin(wt) (3)
schreiben: Aus (2) folgt nach dem Additionstheorem fiir den Cosinus:
z(t) = A(cos(wt) cos o — sin(wt) sin ) ;
es gilt also (3) mit
a=Acosa, b=—Asina . (4)

Umgekehrt 148t sich (3) in die einteilige Form (2) tiberfithren, indem man die
Gleichungen (4) nach A und « auflést. Man findet ohne weiteres

A=+a?+b2.

Folglich ist dann

coOsoy = —— sin o =
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und diese Angaben bestimmen o modulo 27. Alles in allem haben wir

—b
A=+a?+b?, a = arg(a, —b) (= arctan — falls a > 0) .

Wir haben wiederholt angedeutet, dafi der Momentanzustand des schwingen-
den Systems durch einen “Winkel” charakterisiert ist. Wir bringen diesen
Winkel explizit ins Spiel, indem wir die hin- und hergehende Bewegung auf
der z-Achse als “Schatten” (genau: als Realteil) einer gedachten Kreisbewe-
gung in der komplexen Ebene auffassen (Fig. 2.1.15):

x(t) = Acos(wt + @) = Re (Aei(thra)) .

Al | wt o A

x(t) = Acos (wl‘H—oz)

Fig. 2.1.15

Die genannte Kreisbewegung ist also gegeben durch
z(t) = Aetwite)
und das Argument des kreisenden Punktes ist der “Winkel”, von dem wir
dauernd sprechen. Setzen wir zur Abkiirzung
Ae® =: ¢,
so erhalt diese Kreisbewegung die Form
2(t) = ce™! (—oo <t < 00).

Die komplexe Zahl ¢ heifit die komplexe Amplitude oder auch der Zeiger
der betrachteten Schwingung. In dieser Zahl sind Amplitude und Phase
gleichzeitig gespeichert, und zwar stellt ¢ die Lage des kreisenden Punktes
zur Zeit t := 0 dar.

Der Erfolg dieses Ansatzes (vor allem in der Elektrotechnik) beruht letzten
Endes darauf, da8 fiir die Funktion ¢ — e'® ein besonders einfaches “Addi-
tionstheorem”, eben e/(¢T¢) = ¢i® . ¢i?" gilt. Wir beweisen dariiber:
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(2.1) Sind z1(-), z2(-) zwei harmonische Schwingungen der gleichen Kreis-
frequenz w mit komplexen Amplituden ci, co, So ist ihre Superposition

a(-) = 2 () +2()

die harmonische Schwingung der Kreisfrequenz w mit komplexer Amplitude
c1+ co.

- z(t) = z1(t) + z2(t) = Re (c1e™") + Re (c2e™")
=Re ((c1 + c2)e™") . N
(7 Die Phasen dreier Schwingungen gleicher Kreisfrequenz und gleicher Am-

plitude sollen so festgelegt werden, dafl die Superposition der drei Schwingun-
gen identisch verschwindet.

Fig. 2.1.16

Die komplexen Amplituden c1, co, c3 der drei Schwingungen sind drei gleich
lange Vektoren der Summe 0. Die Additionsfigur ist somit ein gleichseitiges
Dreieck (Fig. 2.1.16), und die gesuchten Phasendifferenzen betragen 120°.

O

Funktionen von mehreren Variablen

RZ AR, R>*~AR

Besitzt eine Funktion
f: R* R, (X1, oyxn) — f(T1,...,2n) bzw. x — f(x)

einen “echt n-dimensionalen” Definitionsbereich, so spricht man von einer
Funktion von n Variablen. Im Fall n = 2 14t sich eine derartige Funktion
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auffassen als “Temperaturverteilung” in der Ebene: Fiir jeden Punkt (z,y) €
dom (f) ist eine “Temperatur” f(z,y) festgelegt. Zur Visualisierung von
Temperaturverteilungen verwendet man zum Beispiel in Wetterkarten die
sogenannten Isothermen; das sind die “Kurven gleicher Temperatur”.

Allgemein: Ist f: A — B eine beliebige Funktion, so kann man fiir jedes
gegebene ¢ € B die Menge derjenigen x € A bilden, fir die f(x) = c ist.
Diese Menge heiit das Urbild des Punktes ¢ und wird mit f~!(c) bezeichnet:

fe) = {zeA ’ f@)=c} .

Geht es um eine Funktion f: R?> ~ R und ein gegebenes C' € R, so heift
f71(C) die Niveaulinie von f zum Niveau C (Fig. 2.1.17) — wir schreiben
dafiir auch N¢:

N¢ = {(w,y) € dom (f) ’ f(xay):C} .

)
E/ dom(f)
N

/f(x,y) =C
-/

Fig. 2.1.17

N¢ ist in aller Regel eine Kurve oder eine Vereinigung von Kurven, eventuell
mit Singularitdten. (Dieser Sachverhalt wird in Kapitel 5 genauer unter-
sucht.) Zeichnet man die Niveaulinien fiir hinreichend viele verschiedene
Werte C, so erhélt man ein anschauliches Bild des globalen Funktionsver-
laufs.

Wir zeichnen einige Niveaulinien der Funktion

flay) =V (z - 12+ 32 /(x+1)? +y?

(Fig. 2.1.18). Der Funktionswert an der Stelle (z,y) ist das Produkt der
Absténde von (x,y) zu den beiden Punkten (+1, 0). V; ist die sogenannte
Lemniskate; allgemein heifien die hier betrachteten Niveaulinien N (C > 0)
Cassinische Kurven. O
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NC (C<1) Yy
Ne (C>1)

Ny

\—17 &1& v

Fig. 2.1.18

Oft interessiert iibrigens nicht die Funktion f als Ganzes, sondern in erster
Linie eine bestimmte Kurve ~y, die als Niveaulinie von f dargestellt werden
kann:

v flay) =C.

Bsp: Die Ellipse 22 /a? + y?/b* = 1 148t sich als Ny der quadratischen Funk-

tion
2 2

. X
q(z,y) == 2 + 2

auffassen.

Sinngemif dasselbe ist zu sagen iiber Funktionen f: R® ~ R (“Tempera-
turverteilungen” im Raum). Anstelle von Niveaulinien gibt es hier Niveau-
flachen. Umgekehrt lassen sich viele interessante Fliachen in der Form

flz,y,2) =C

darstellen, das heifit: als Niveaufliche N¢ einer gewissen Funktion von drei
Variablen auffassen.

Bsp: Das einschalige (Rotations-)Hyperboloid besitzt in kartesischen Koor-
dinaten die Gleichung

x? + y2 —22=1
(und folglich in Zylinderkoordinaten die Gleichung p? — 2% = 1, Fig. 2.1.19)
und ist damit Niveauflache der quadratischen Funktion

q(z,y,2) = 2" +y* = 2°.
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Fig. 2.1.19

Eine Funktion f: R? ~ R lait sich zweitens mit Hilfe ihres Graphen
G(f) == {(x,9,2) | (z,y) € dom(f), 2= f(z,y) }

in einer dreidimensionalen Figur reprasentieren (Fig. 2.1.20). Der Graph ist
eine Fliche, die schlicht iiber der (z, y)-Ebene liegt; das heifit: Senkrecht iiber
(oder eventuell unter) jedem Punkt (z,y) € dom (f) liegt genau ein Punkt des
Graphen. Die Niveaulinien von f sind die Hohenkurven der Graphenfléche,
wenn dom (f) als topographische Karte dieser Flache bentitzt wird.

g(f)a Z:f($>y)

(3, fz,y))

Fig. 2.1.20

(© Wir betrachten die Funktion

flz,y) == 2y, dom (f) :=[—-1,1]%.

Der zugehérige Graph (Fig. 2.1.21) ist von der Gestalt her eine sogenann-
te Sattelfliche. Die hier vorliegende spezielle Flache zweiten Grades heifit
hyperbolisches Paraboloid. O
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Fig. 2.1.21

R?2 ~ R3

Abbildungen f: R? ~ R? sind typischer Weise Parameterdarstellungen von
krummen Flachen.

Eine Kurve v C R? ist eine “eindimensionale Mannigfaltigkeit”. Zu einer Pa-
rameterdarstellung von v gehoren als Standardmodell einer derartigen Man-
nigfaltigkeit ein Intervall I der t-Achse und eine vektorwertige Funktion

f: I —R3, t— x(t),

die die einzelnen Kurvenpunkte produziert.

Eine Fliche S C R? ist eine “zweidimensionale Mannigfaltigkeit”. Zu einer
Parameterdarstellung von S gehoren als Standardmodell einer derartigen
Mannigfaltigkeit ein Bereich A in der (u,v)-Ebene und eine vektorwertige
Funktion

f: A—R3, (u,v) = £(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) ,

die fiir jeden “Parameterpunkt” (u,v) € A einen Raumpunkt f(u,v) liefert,
siche die Fig. 2.1.22. Durchlauft (u,v) den Parameterbereich A, so durchlauft
f(u,v) die Flache S.

Bei allgemeinen Betrachtungen iiber Flachen verwenden wir u, v als Parame-
ter. Sobald man aber eine konkrete, geometrisch beschriebene Flache vor sich
hat, wahlt man (wie bei Kurven) auf der Fléche variable geometrische Groen
als Parameter und behalt deren Namen bei. Die folgenden Beispiele sollen
das erliutern; siehe auch die Beispiele 1.5.(2) (Torus) und 1.6.(3) (Ebene).
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/

Fig. 2.1.22

) Ist S zunichst als Graph einer Funktion f: R?> ~ R gegeben (siche die
Fig. 2.1.23):

S: z:f(x,y) ((.%',y)GA) s

so erhédlt man sofort eine Parameterdarstellung von S mit dem Parameter-
bereich A, indem man ansetzt:

f: A—R3, (x,y)'—>(a?,y7f(33ay)) .

O

Fig. 2.1.23

@ 512{', die zweidimensionale Sphéare vom Radius R, besitzt die Parameter-

darstellung
(¢,0) = Rcosfcos ¢

x(¢,0
f: (¢,0) — < y(¢p,0) = RcosBsin ¢
z(¢,0) = Rsiné
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(Fig. 2.1.24). Parameterbereich ist das Rechteck [0,27] x [-Z,Z] in der

202
(¢,0)-Ebene. Léngs den Kanten 6 = £ 7 ist diese Darstellung nicht “regular”,
da diese Kanten auf je einen Punkt (N und S) abgebildet werden. O
z
9
/2
—7/2 Y
Fig. 2.1.24
R3 ~ R?
Eine Abbildung
f: R~ R3, (u,v,w) — (z,y,2)

1a83t sich erstens als Parameterdarstellung eines Bereichs B im (z,y, 2)-Raum
auffassen. Das ist dann von Interesse (und spielt eine wichtige Rolle in der
“mehrdimensionalen Integralrechnung”), wenn sich ein gegebener Bereich B
in kartesischen Koordinaten nur sehr umstandlich beschreiben 148t.

z
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Man ersetzt dann diese Beschreibung durch eine Parameterdarstellung mit
einem Parameterbereich A im (u, v, w)-Raum, der wenn irgend moglich ein
achsenparalleler Quader ist (Fig. 2.1.25). Gelegentlich wird dann der Bereich
A gar nicht gezeichnet, sondern man fafit u, v, w als “neue Koordinaten” im
(z,y,z)-Raum auf und bringt sie in geeigneter Weise in der (z,y, z)-Figur
zur Darstellung. Siehe dazu etwa die Figur 1.5.11.

@ Es sei B der von den drei linear unabhingigen Vektoren a, b, ¢ aufge-

spannte Spat und I := [0,1]3 der Einheitswiirfel im (u,v,w)-Raum. Dann
ist
f: I— B, (u,v,w) — ua+ vb + wc

eine Parameterdarstellung von B (Fig. 2.1.26). O

w

1

v
0

Fig. 2.1.26

) Die Kugelkoordinaten liefern eine Parameterdarstellung der Kugel

Br = {(z,y,2) ’ Vat+y?+ 22 <R} ;

Parameterbereich ist ein Quader im (r, ¢, #)-Raum:
f: [0,R]x[0,27] x [—g,g} — Bp
x = rcosfcoso
(r,¢,0) +— y = 1 cosfsing¢
z =rsinf

Dabei wird die ganze Seitenflache r = 0 des Quaders auf den einzigen Punkt
O abgebildet. Da aber diese Seitenflidche kein Volumen besitzt und der Punkt
O auch nicht, spielt das zum Beispiel fiir die Zwecke der Integration keine

Rolle. O
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FEine vektorwertige Funktion
K: R® ~ TR?, x — K(x) (5)

148t sich noch zu einem ganz anderen Zweck verwenden, namlich zur Produk-
tion eines Vektorfelds. Das sechste Kapitel dieses Texts, “Vektoranalysis”, ist
ganz den Vektorfeldern gewidmet und bildet die mathematische Grundlage
der Elektrodynamik.

133 T
| K(x)
T/
R3 . STX T -
Fig. 2.1.27

Der Funktionswert an der Stelle x ist hier ein Vektor K(x), der im Punkt
x “anzuheften” ist und zum Beispiel das elektrische Feld oder die Geschwin-
digkeit einer stromenden Fliissigkeit in diesem Punkt darstellen kann (siehe
die Fig. 2.1.27). Dieses “Anheften” ist folgendermafien zu verstehen: Der
Punkt x wird als Ursprung eines neuen Raumes Ty, des Tangentialraumes
von x, angesehen (darauf bezieht sich das ‘7" in der Formel (5)), und K(x)
ist ein Vektor in diesem Tangentialraum oder eben ein Tangentialvektor im
Punkt x. Ist in dieser Weise fiir jeden Punkt x eines Raumteils Q C R? ein
Tangentialvektor K(x) erklart, so nennt man K(-) ein Vektorfeld auf Q2 und
zeichnet eine Figur in der Art von Fig. 2.1.28.

Fig. 2.1.28
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Im Ursprung befinde sich eine Punktladung ¢ > 0. Diese Punktladung
erzeugt ein elektrisches Feld E(-), genannt Coulombfeld. Das Feld E(-) ist
proportional zu ¢, radial nach auflen gerichtet, und sein Betrag nimmt mit
dem Quadrat des Abstandes von 0 ab. Da die Situation kugelsymmetrisch
ist, brauchen wir in Fig. 2.1.29 nur die wesentliche Koordinate r darzustellen.

Es gilt also fiir eine geeignete, vom Maflsystem abhéngige Konstante ¢ > 0:

wobei x/r einen radial nach auen gerichteten Einheitsvektor an der Stelle x
darstellt. In Koordinaten ausgeschrieben sieht das Feld E(-) folgendermaflen
aus:

E(zy,x9,23) = “q (:1:1 2 x?’)
1L,Z2,23) = 53— 5 s\ )-
o af+aztay N

O

(9 E(x)
»—o—»—o—»—» r
0 X
Fig. 2.1.29
Aufgaben

1. Produziere
(a) die Polardarstellung,
(b) eine Parameterdarstellung
einer Kurve, welche ungefahr so aussieht wie die Kurve in Figur 2.1.30.

Zeichne Deinen Vorschlag mit Hilfe von (). (Hinweis: Verwende eine
Funktion der Form

r(@) = 1-— eclos(ab) )

2. (M) Zeichne das Niveaulinienportrait der Funktion

(z—1)% 442

flz,y) = CESEERTE

Beschreibe den geometrischen Gehalt dieser Aufgabe und ihrer Losung in
Worten.
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Fig. 2.1.30

3. Eine gegebene harmonische Schwingung der Amplitude A wird von einer
zweiten Schwingung derselben Kreisfrequenz iiberlagert, wobei die Ampli-
tude dieser Storung hochstens A/2 betrdgt. Um welchen Betrag kénnen
sich dabei Amplitude und Phase der urspriinglichen Schwingung hoch-
stens verandern? (Hinweis: Geometrisch argumentieren!)

4. Zwischen drei harmonischen Schwingungen gleicher Kreisfrequenz beste-
hen folgende Phasendifferenzen: 60° zwischen der ersten und der zweiten,
150° zwischen der zweiten und der dritten, 150° zwischen der dritten und
der ersten. Die Summe der drei Schwingungen verschwindet identisch.
Wie verhalten sich die Amplituden?

5. Betrachte den Halbkreisbogen ~ := {(:r:,y) ‘ 224yt =1, x> O} sowie
die in der ganzen (x,y)-Ebene definierte Funktion

f(z,y) := “Distanz von (z,y) zum néchstgelegenen Punkt von v” .

Gewtinscht ist eine formelméfBiige Darstellung von f(z,y) mit moglichst
wenig Verzweigungen. (Hinweis: Die Losung ergibt sich im wesentlichen
durch Inspektion der Figur; wenn nétig die Betragsfunktion verwenden.)
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Surjektiv, injektiv, bijektiv

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen Definitionen fiir Funktionen (Ab-
bildungen) f: A — B im allgemeinen; A und B sind irgendwelche Mengen.
Angegeben ist dom (f) = A. Gilt auch im (f) = B, in Worten: Tritt jeder
Punkt y des angebotenen Zielbereichs B tatsachlich als Funktionswert auf,
so heifit f surjektiv, altmodisch: eine Abbildung von A auf B.

Bsp: Die reelle Funktion
g R—-R, z— g(r) =% — 22

(Fig. 2.2.1) ist surjektiv, die Funktion sin: R — R hingegen nicht wegen
im (sin) = [-1,1] # R.

y=g(x)

Y1

Fig. 2.2.1

Die Funktion (Abbildung) f heifit injektiv, altmodisch: eineindeutig, wenn
sie in verschiedenen Punkten verschiedene Werte annimmt, in anderen Wor-
ten: wenn aus f(x1) = f(x2) folgt: z1 = xs.

Bsp: Die eben betrachtete Funktion g ist nicht injektiv; so wird etwa der Wert
y1 an drei verschiedenen Stellen angenommen. Die eingeschréinkte Funktion

. T T
S10 0

272
ist injektiv, da sin in dem angegebenen Intervall streng monoton wéachst.
Parameterdarstellungen von Kurven, Flachen oder rdumlichen Bereichen sind
“im wesentlichen” injektiv.
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Ist f: A — B surjektiv und injektiv, so heifit f bijektiv. Eine bijektive
Abbildung verheiratet die Elemente von A monogam mit denjenigen von
B, so dal am Schlufl von keiner Sorte eines iiberzéhlig ist (Fig. 2.2.2). Ist
f: A — B injektiv, so ist f: A — im(f) bijektiv, da nunmehr die Punkte
y € B, die nicht als Funktionswert vorkommen, aufler Betracht fallen.

A [¢] [e] [¢] [e] [e] [e] [¢] o [¢] [¢] [e] [¢] [e] [e] [e] [¢]

f

B L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

Fig. 2.2.2

Bsp: Die Funktionen tan: }—g, g [ — R und tanh: R —]—1,1[ (s.u.) sind
bijektiv.

Exkurs iiber unendliche Mengen

Wenn wir sagen, eine gewisse Menge A besitze n Elemente, so meinen wir im
Grunde genommen das folgende: Es gibt eine bijektive Abbildung der Menge
[1..n] auf A. Diese Vorstellung &8t sich auf unendliche Mengen ausdehnen.
Es stellt sich dabei heraus, dafl unendlich nicht einfach unendlich ist. Dariiber
soll hier kurz berichtet werden.

Eine Menge A heifit abzdhlbar unendlich oder einfach abzdhlbar, wenn es
eine bijektive Abbildung f: N — A (oder umgekehrt) gibt. Beispiele von
abzahlbaren Mengen sind N, Z, die Menge der geraden Zahlen, die Menge
der Primzahlen. Wie Cantor als erster bemerkt hat, ist auch N x N und
damit Q (als Menge von Paaren (p, q)) abzahlbar. Zum Beweis geniigt es,
eine injektive Abbildung f: N x N — N anzugeben. Hier ist sie:

f(p,q) :==2"-37.

Da die von f produzierten Zahlen eine echte Teilmenge von N bilden, besitzt
N x N “eher weniger” Elemente als N (in Wirklichkeit sind es natiirlich gleich
viele).

FEine Menge A ist iiberabzahlbar, wenn es keine surjektive Abbildung f: N —
A gibt. Die einfachste iiberabzihlbare Menge ist die Menge aller unendlichen
0-1-Folgen . = (fo, B1, P2, ...). Dafl diese Menge (:: IB%N) iiberabzihlbar
ist, 148t sich folgendermaflen einsehen:
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[ Wire BY abzihlbar, so kénnte man sich einen Computer vorstellen,
der die samtlichen Binarfolgen in unendlich langen Zeilen nacheinander aus-

druckt:
01011010100110011110...

00010011100101010110. ..
10101000110001100001 . ..
00000110000011001010. ..
11011110110001101011 ...
10001101111111001100. ..
01011001101110001 ...

Wahrend der Computer an der Arbeit ist, betrachten wir die Hauptdiagonale
der entstehenden Matrix [ﬁjk] und bilden eine besondere Folge (.* gemaf

der Vorschrift
Bt = {1 (Br.e = 0)
R 0 Brr=1) ~

in dem obigen Beispiel also die Folge
B.F = (1101001...) .

Diese Folge wird vom Computer nicht produziert, denn sie unterscheidet sich
von jeder ausgedruckten Folge an wenigstens einer Stelle. N

Fafit man die Binérfolgen als unendliche Dualbriiche Sy. 31 82 ... auf, so
erhélt man gerade die sdmtlichen reellen Zahlen im Intervall [0, 2], die aller-
meisten genau ein Mal. Damit ist auch R iiberabzahlbar.

Umkehrfunktion
Eine bijektive Funktion (Abbildung)
fr o dom(f) —im(f), awy:=f(z)

besitzt eine wohlbestimmte und ebenfalls bijektive Umkehrfunktion, auch
inverse Abbildung genannt, und zwar ist

f7he im(f) — dom (f)
(Fig. 2.2.3) definiert durch

fHy) := “das z € dom (f) mit f(z)=y" .
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— ~_ —_— —— —— —— —— —

Fig. 2.2.3

Liegt f als Funktionsterm vor, so erhilt man den Funktionsterm fiir f—!,
wenn es gelingt, die Gleichung f(z) = y fiir unbestimmtes y formelméaBig
nach z aufzuldsen.

() Es sei

3z +7
T)i=—,
wobei wir uns um den genauen Definitionsbereich im Augenblick nicht kiim-
mern. Die folgende Kette von Gleichungen liefert den Funktionsterm fiir

S

T s o e -
2y +7 N
ZL‘—5y_3 f (y)_5y_3'
y Q
=
y=Ffa) (@, @)= (F).v)
o \
—1
im(f) =dom(f1) h /’ !
\
\ /
4 dom(f=im(f)
x=f"1(y)
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Fig. 2.2.4 zeigt f und f~! im Graphenbild. Der Graph von f kann also
auch als Graph von f~! dienen; dabei mufl man nur den Kopf so halten, wie
Fig. 2.2.5 zeigt.

Fig. 2.2.5

Anmerkung: Werden f und f~! gleichzeitig betrachtet, so behilt man
mit Vorteil z als Variable in dom (f) = im (f~!) und y als Variable in
im (f) = dom (f~1) bei; insbesondere ist dann y die unabhingige Variable
von f~!. Interessiert das f nicht mehr, so kann man den Graphen von f~!
in die iibliche Position bringen, d.h. f~! als Funktion einer neuen, horizontal
skalierten Variablen x darstellen.

Die Umkehrfunktion “existiert” unter den angefiihrten Umsténden, auch
wenn es nicht moglich ist, sie formelméafig mit Hilfe von “schon vorhan-
denen” Funktionen darzustellen. Viele wichtige Funktionen, zum Beispiel
die Arcus-Funktionen und letzten Endes auch arg, sind ausdriicklich als
Umkehrfunktionen von anderen Funktionen definiert und zunéchst nicht an-
derweitig darstellbar.

(3 Essein > 1. Die Potenzfunktion

pot. :

n- REOHREOa xv—>y::a:”

ist injektiv: Aus 0 < z’ < x folgt
m

2= =" " 4 4+ ) (=) > 0,

insbesondere 2™ # x'". Ferner ist pot,, auch surjektiv (wird spéter bewiesen).
Es gibt daher eine Umkehrfunktion, genannt n-te Wurzel:

wrz,:  Rso— R>g, Yy — x = wrz,(y) .

Anstelle von wrz, (y) schreibt natiirlich jedermann {/y. O
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Viele wichtige Funktionen, zum Beispiel die trigonometrischen Funktionen,
sind leider nicht injektiv. Um die Existenz einer Umkehrfunktion wenigstens
fir einen “Teil” von f auch in diesem Fall zu erzwingen, kann man den
Definitionsbereich so weit verkleinern, dafl f auf dem verkleinerten Bereich
injektiv wird. Man wéhlt also eine geeignete Teilmenge A C dom (f) und
“vergifit” die Funktion auBlerhalb A. Diese Einschrinkung von f auf A wird,
wenn wirklich nétig, mit f [ A bezeichnet. Wir behandeln als Anwendung
dieser Idee die Arcus-Funktionen.

—7/2

Fig. 2.2.6a

® Die Einschréinkung sin | [—% g] ist streng monoton wachsend und bildet
das Intervall [ -7, 7 | bijektiv auf [—1,1] ab (Fig. 2.2.6a). Es gibt daher die
Umkehrfunktion
arcsin:  [—1,1] — [—E Z}
* ) 2 ) 2 )
genannt Arcussinus (Fig. 2.2.6b).

Y
/2

y=arcsinx

T

—7/2

Fig. 2.2.6b
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Die Einschrankung cos [ [0, 7] ist streng monoton fallend und bildet das In-
tervall [ 0, 7 | bijektiv und gegensinnig auf das Intervall [ —1,1] ab (Fig. 2.2.7).
Es gibt daher die Umkehrfunktion Arcuscosinus:

arccos: [—1,1] = [0,7],

die monoton von 7 nach 0 fallt.

Y
y 7r
1
— ] Y =COST
/2 m
0 / . /2
- Y =arccosx
-1
z
—1 1

Fig. 2.2.7

Die Einschrinkung tan | ]—%, g[ ist streng monoton wachsend und bildet

das Intervall ]—%, %[ bijektiv auf R ab (Fig. 2.2.8). Es gibt daher die Um-
kehrfunktion Arcustangens:
arctan: R — }—g,g[ O

/2
/4

—7/2
y=arctanz

Fig. 2.2.8
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Verkniipfungen von Funktionen

Sind f und g Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich (eine be-
liebige Menge) und Werten in der gleichen Grundstruktur, zum Beispiel in
C, so lassen sich f und g ebenfalls den in C vorhandenen Operationen und
Verkniipfungen unterwerfen. Damit sind in natiirlicher Weise die Funktionen

fa ’f’a Refv Imfa f+ga >‘f7 f'g7 f/g

mit demselben Definitionsbereich erklart — f/g natiirlich nur in den Punkten
x, wo g(z) # 0 ist.

Funktionen (Abbildungen) lassen sich aber noch auf eine weitere Art mitein-
ander verkniipfen: Sind f: A — B und g: B — C zwei Funktionen, so ist fiir
jedes z € A zunéchst durch f der Punkt f(z) € B festgelegt und zu diesem
dann durch g der Punkt g(f(z)) € C (Fig. 2.2.9). Damit entsteht von selbst
die zusammengesetzte Abbildung

gof: A—C, z— g(f(z)) .

B

44—

—~a

fla)

Fig. 2.2.9
@ Die beiden Funktionen

flx):=¢e", g(x) :==cosz

lassen sich als Abbildungen von R nach R auffassen und somit auf zweierlei
Arten zusammensetzen. Die beiden Zusammensetzungen

Ccos T

gof: xw cos(e”), fog: wm—e

sind offensichtlich voneinander verschieden: g o f nimmt Werte im Intervall
[—1,1] an, f o g im Intervall [1 ¢]. O



114 2 Funktionen

Fig. 2.2.10

exp

log

Fig. 2.2.11

6 Ist f: A — B bijektiv, so gilt
[Tof=ida,  fofT'=idp
(Fig. 2.2.10); dabei bezeichnet
idg: A— A, T X

die identische Abbildung von A.
Bsp: Logarithmus und Exponentialfunktion (Fig. 2.2.11). Man hat

ViteR: log(e!) = t;
Vr € Ryo: el8T = .
>0 O
(@) Es seien
v R A~ R3, t — x(t)

die Parameterdarstellung einer Raumkurve (als “Flugplan” zu interpretieren)
und
u: R* AR, X — u(X)

eine Temperaturverteilung im Raum. Dann stellt die Zusammensetzung

f(t) == u(x(t))

den vom mitfliegenden Beobachter aufgezeichneten zeitlichen Temperaturver-
lauf dar. O
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Stetigkeit

Theoretisch betrachten wir die Punkte (Zahlen, Vektoren) unserer Grund-
strukturen als ideale Objekte, die mit “unendlicher Genauigkeit” erfafit und
manipuliert werden kénnen. In einem Computer sind aber nur die allerwenig-
sten Zahlen, zum Beispiel die Zahlen

+p/q (peN,geNs; p, g <2%)

exakt darstellbar, alle anderen konnen nur mit ziemlicher Genauigkeit ap-
proximiert werden. Wenn wir unter diesen Umsténden sinnvoll mit Funk-
tionen arbeiten wollen (Fig. 2.2.12), sind wir darauf angewiesen, daf die
Eingabe eines Naherungswerts x anstelle des richtigen Werts o (man denke
an o := m) zu einem Funktionswert f(x) fiihrt, der in der Néhe des richtigen
Funktionswerts f(xg) liegt. Es soll also gelten:

r=z9 = f(x)= f(zo) .

x —{ Funktion — f()

Input Output

Fig. 2.2.12

Die hier angesprochene Eigenschaft von Funktionen ist die sogenannte Ste-
tigkeit. Wie wir noch sehen werden, handelt sich da um einen fundamentalen
Begriff der Analysis. In der beschriebenen Situation ware man wohl zufrieden,
wenn folgendes sichergestellt ware:

Ve |f(z) = f(zo)] < |z —z0] ,

das heiflt, wenn der Fehler im Output hochstens so grof} ist wie der Fehler im
Input. Ja, es wiirde auch geniigen, wenn fiir eine geeignete Konstante C' > 0
(zum Beispiel C' := 20) die Fehlerabschétzung

Voi o |f(@) - f(zo)| < C o — a| (1)

gilt. LaBt sich der Fehler im Funktionswert durch eine derartige Lipschitz-
Bedingung begrenzen, so heifit f lipstetig (sic!) an der Stelle zy. Leider
1483t sich die Stetigkeit mit diesem einfachen Ansatz nicht ganz in den Griff
bekommen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Die Wurzelfunktion
Vi Rsp — Rso, T =z

ist zweifellos stetig, und zwar auch im Ursprung: Je nadher x bei 0 ist, desto
niher ist auch \/z bei v/0 = 0. Wegen

Vz VOl _ vz _ 1

WIZVI VT = w0 (z— 04)

|z =0 r oV

gibt es aber kein C' > 0, so daf fiir alle > 0 die Fehlerbegrenzung

V=0 < Clz—0]

garantiert ist.

Fig. 2.2.13

Folgendes trifft hingegen zu (Fig. 2.2.13): Ist eine (beliebig kleine) Toleranz
e > 0 vorgegeben, so laft sich |\/z — V0| < e erzwingen, indem man z
hinreichend nahe bei 0 wihlt: Es geniigt, daf |z — 0] < &2 ist. O

Diese eigentiimlich verschachtelte Bedingung liegt der allgemeinen Definition
der Stetigkeit zugrunde: Die Funktion f ist an der Stelle x stetig, wenn sich
zu noch so kleiner Toleranz € > 0 ein “Schlupf” § > 0 angeben 1a3t, so dafl
fir alle z € dom (f) gilt:

v — 20| <6 = |[f(z)— flwo)| <e.

Der Schlupf § wird in aller Regel von ¢ abhéngen: Je kleiner die Fehlerto-
leranz beim Funktionswert ist, desto weniger Schlupf darf die unabhéngige
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Variable aufweisen. — Eine Funktion f heiffit ganz einfach stetig, wenn sie
an jeder Stelle xg € dom (f) stetig ist.

Erfreulicherweise benotigen wir diese allgemeine Definition kaum; denn in den
allermeisten Féllen ist eine Lipschitz-Bedingung (1) erfiillt, und das reicht fiir
die Stetigkeit aus: Gilt (1) fiir ein gewisses C' und ist eine Toleranz ¢ > 0
vorgegeben, so ist |f(z) — f(zo)| < € garantiert, sobald |x — 2| < ¢/C ist.
Folglich ist § := €/C ein zuladBiger Schlupf.

Alles, was hier gesagt wird, gilt nicht nur fiir Funktionen f: R ~ R, sondern
flir Funktionen, die in einer beliebigen Grundstruktur

X e {R,RYR? ...,C}

definiert sind und in einer derartigen Struktur X’ Werte annehmen. In allen
diesen Strukturen ist eine natiirliche Abstandsmessung

d(z,a) = |z —a

vorhanden, und etwas anderes haben wir bei der Definition der Stetigkeit
nicht gebraucht. Anstelle dieses euklidischen Abstandes verwendet man gele-
gentlich auch die Abstandsfunktion

|x —al = 1211?%{71 |z, — ag| (x,a€R").

Die “Einheitskugel” ist dann ein achsenparalleler Wiirfel der Kantenlange 2.
Wie man sich leicht iiberlegt, gilt

Ix —af < |x—al <vn|x—all .

Die beiden Abstandsmessungen unterscheiden sich also hochstens um den
Faktor /n. Fiir Konvergenz- und Stetigkeitsbetrachtungen spielt es daher
keine Rolle, ob man mit dem euklidischen Betrag |x| oder mit der “Wiirfel-
norm” ||x|| arbeitet.

Wir notieren die folgenden Grundprinzipien:

(2.2) (a) Konstante Funktionen sind stetig.
(b) Die identische Abbildung x +— x ist stetig.
(¢) Die Zusammensetzung von stetigen Funktionen ist stetig.

(d) Die Umkehrfunktion einer injektiven stetigen Funktion f: R ~ R ist
stetig.

[ Wir beweisen nur (c), wobei wir die folgenden vereinfachenden Annah-
men zugrundelegen: Die Funktion f: x — y sei lipstetig an der Stelle zq:

Voo |f(z) = flzo)| < Clo — zol,
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und die Funktion g: y — z sei lipstetig an der Stelle yo := f(x0):

Yy lg(y) = 9(yo)| < C'ly — ol -
Hieraus folgt: Fiir alle z gilt
lgo f(z) —go f(xo)l = lg(f(x)) — g(f(x0))]

< C'|f(z) — f(z0)]
<C'Clz -zl ;

somit genligt g o f an der Stelle xq einer Lipschitz-Bedingung mit der Kon-
stanten C’ C. (Das ist die “Kettenregel” fiir Lipstetigkeit!) N

a=(ay, ay, ag)

(=1lty))

Fig. 2.2.14

Fiir zwei beliebige Punkte x = (21,2, z3) und a = (a;,as,asz) im R? gelten
die Ungleichungen

|z — ai| < |x —a| < |z1 —a1] + |v2 — az| + |23 — a3] (2)

(Fig. 2.2.14). Aus diesen Ungleichungen, bzw. den analogen Ungleichungen
in den anderen Grundstrukturen, folgt:

(2.3) (a) Die Projektionen
pr;; X—=R, X = T

auf die Koordinatenachsen, insbesondere auch Re und Im, sind stetig.

(b) Eine X-wertige Funktion

tm£(t) (= (A0, fo0). fo()  2.B.)

ist genau dann stetig, wenn die einzelnen Koordinatenfunktionen f; stetig
sind.
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[ (a) Die linke Ungleichung (2) besagt, daB pr; lipstetig ist mit Lipschitz-
Konstante 1. — (b) Ist f stetig, so ist nach (2.2)(c) auch jedes f; = pr; of
stetig. Fiir die Hauptaussage von (b), dafl ndmlich die Stetigkeit der f; die
Stetigkeit des “Gesamtobjekts” f nach sich zieht, verwenden wir die rechte
Ungleichung (2) mit x := f(¢), a := £(ty). Wenn wir fiir die f; vereinfachend
(1) annehmen, so ergibt sich

3 3
£(0) — £(t0)| < D 1filt) ~ filto) < 3 Cilt — o

— (Cy+Ca+ Gyt —to -

Somit ist f an der Stelle tg ebenfalls lipstetig, wobei C' := C + Cs + (5 als
Lipschitz-Konstante dienen kann. N

Stetigkeit der Rechenoperationen
Fiir die analytische Praxis ist nun das folgende entscheidend:

(2.4) Die in den Grundstrukturen X vorhandenen Operationen sind stetig.

[ Wir behandeln nur das Produkt von reellen Zahlen, das wir als eine
Funktion p(-) der Vektorvariablen x = (x1,z2) betrachten:

p(x) = x1 - X2

) r——— -
| |
‘ X= (xla .%‘2) ‘
| Lﬂ |
| |
‘ a= (ab a’2) ‘
| |
| |
- ] 11

Fig. 2.2.15

Es geniigt, die Stetigkeit von p(-) an einer fest gewihlten Stelle a € R? zu
beweisen. Da wir dabei nur Produkte x; - 22 von Zahlen x; = a7 und 2 = as
betrachten miissen, diirfen wir von vorneherein

Ix —all <1
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annehmen (Fig. 2.2.15). Wir erhalten dann folgende Kette von Ungleichun-
gen:

Ip(x) — p(a)| = [z122 — araz]
= |[(z1 — a1)az + a1 (w2 — az) + (1 — a1) (w2 — az)|
<laz||z1 —a1] + |a1| |z2 — as| + |21 — a1] |22 — azf
< llall [Ix - all + [[a]l [Ix — al| + [x — a]|?
< 2[lal| +1) [[x —all ;

somit ist p(-) lipstetig an der Stelle a. N
Aus den Sétzen (2.2)—(2.4) folgt insbesondere

(2.5) Ein mit stetigen Funktionen gebildeter rationaler Ausdruck ist, soweit
definiert, stetig.

[ Wir kénnen zum Beispiel das Produkt g := f; - fo von zwei stetigen
Funktionen fi1, fo : X ~ R als Zusammensetzung g = p o f von stetigen
Funktionen interpretieren:

f P
X A R2 - R

t — (fl(t),fz(t)) = fi(t) - fa(t)

Die erste Funktion ist stetig geméafl Prinzip (2.3)(b), die zweite nach Satz
(2.4), die Zusammensetzung nach (2.2)(c). ]

Wenn wir die Stetigkeit der Funktionen exp, cos, sin einmal voraussetzen,
ergibt sich hieraus weiter mit Satz (2.2)(d): Alle elementaren Funktionen
sind in ihrem Definitionsbereich stetig.

© Die Potenzfunktionen pot,,: z — 2™ sind als endliche Produkte von steti-
gen Funktionen z +— z stetig. Nach (2.2)(d) sind also auch die Wurzelfunk-
tionen {/- stetig. — Die Funktion

1—log? z 1
(& arccos T¥z2

logsin(1 + e®)

fx) =

ist, soweit definiert, stetig. O
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Zwischenwertsatz

Die Stetigkeit garantiert nicht nur, dafl mit den betreffenden Funktionen
in verniinftiger Weise numerisch gearbeitet werden kann, sondern sie bildet
auch die Grundvoraussetzung fiir fundamentale Satze der Analysis, so fiir
den folgenden Zwischenwertsatz. Es leuchtet ein, daf} ein derartiger Satz fiir
Funktionen, die Spriinge machen, nicht gilt.

(2.6) Essei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und
fla) <0< f(b) -

Dann besitzt f im Intervall [a,b] wenigstens eine Nullstelle &.

[ Wir konstruieren durch fortgesetztes Halbieren des Intervalls [ a, b] rekur-
siv eine Folge von Intervallen [ay, by |:

[ak-i-l,bk-‘rl] = |:

Dann ist die Folge a. monoton wachsend (Fig. 2.2.16), die Folge b. monoton
fallend, und es gilt fiir alle k:

be—ax = geb—a),  fla) <0< flby)

Hieraus folgt mit Satz (1.1): Die beiden Folgen besitzen einen gemeinsamen
Grenzwert &; wir behaupten natiirlich: Es ist f(£) = 0.

a 4y ag 3
ap as as |0, .
a /by by by

\ b b3

Fig. 2.2.16
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Wir beweisen das indirekt und nehmen an, es sei etwa f(§) =: 2¢ > 0. Da f
an der Stelle £ stetig ist, gibt es zu diesem ¢ einen Schlupf § > 0 mit

[r—¢l <6 = [flz)-f(O)<e.

Insbesondere ist dann f(x) > ¢ > 0 fiir alle z €] —6,£]. Da die aj von unten
gegen & konvergieren, gibt es bestimmt ein aj in diesem Intervall (siehe die
Fig. 2.2.17), und man hétte f(ar) > 0 — ein Widerspruch. N

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes 148t sich zum Beispiel leicht beweisen, dafl
die Potenzfunktionen pot,: R>¢o — R>¢ surjektiv sind.

Die im Beweis von (2.6) angegebene Konstruktion einer Nullstelle ¢ heifit
bindre Suche und wird auch in der numerischen Praxis haufig verwendet.
Wir behandeln dazu ein numerisches Beispiel.

®) Gegeben ist das Polynom dritten Grades
flz) =a2> -z —1.

Esist f(0) = —1, f(2) = 5. Wir legen dann die folgende Tabelle an:

a by ak;‘bk f<ak-2|—bk)
0 2 1 -1
1 1.5 0.875
1.5 1.25 —0.2969
1.25 1.375 0.2246
1.375 1.3125 —0.0515
1.3125 1.34375  0.0826
1.34375  1.328125 0.014576
1.328125 1.320313 —0.018711
1.320313 1.324219 —0.002128
1.324219 1.326172  0.006209
1.326172 1.325195 0.002037
1.325195 1.324707 —0.000047
Folglich besitzt f die Nullstelle £ = 1.3247. O

@ Ist B C R? eine beschriinkte konvexe Menge mit glattem Rand 0B,
so gibt es einen geradlinigen Schnitt, der sowohl den Flécheninhalt wie den
Umfang von B halbiert.
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Fig. 2.2.17

[ Es bezeichne A den Flicheninhalt und L den Umfang von B. Wébhle fiir
OB eine Parameterdarstellung

0B : s z(s) (0<s<1L)

mit der Bogenldnge als Parameter. Jeder geradlinige Schnitt durch zwei
Punkte

z(s), z(s—l—%) (Ogsgé)

halbiert den Umfang. Es bezeichne a(s) den Flacheninhalt zur Rechten eines
derartigen Schnittes. Ist zum Beispiel a(0) < 4, soist a(£) = A—a(0) > 4.
Es gibt daher ein so € [0, £ ] mit a(sg) = % ]

O

Aufgaben

1. Die Funktion

fi x—1/9—1/25—x

wird als reellwertige Funktion der reellen Variablen x betrachtet.

(a) Bestimme den Definitionsbereich dom (f) =: D sowie den Wertebe-
reich im (f) =: W.

(b) Uberlege: f ist Zusammensetzung von streng monotonen Funktionen
und damit injektiv.

(c) &) Bestimme den analytischen Ausdruck der Umkehrfunktion
fL:w—-bD.

(d) M) Zeichne die Graphen von f und von f~1.
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2. Produziere ein anregendes Beispiel von drei reellen Funktionen f, g, h, so
daf} fiir ein geeignetes Intervall I gilt:

hogo f = idy .

3.Es sei #A =5, #B = 8. Bestimme
(a) die Anzahl der injektiven Abbildungen f: A — B,
(b) die Anzahl der surjektiven Abbildungen g : B — A.
(Hinweis: Fiir (b) gibt es keine einfache Formel.)

4. Es sei f(x) := 2% + 2z + 2. Man bestimme, soweit mdglich, die
Umkehrfunktionen der Einschrankungen

(a) erZO ’ (b) f”_270] s (C) f[RS—Q .
5. Zwei reelle Groflen z und y sind durch die Beziehung

Vitao+/1+y=2

aneinander gekoppelt. Ist diese Beziehung monoton? Welche Intervalle
der z- und der y-Achse werden dadurch aufeinander abgebildet? Figur!

6. Erfinde eine Funktion f: R — N, die in jedem noch so kurzen Intervall
jeden Wert k € N annimmt.

7. Erfinde eine bijektive Abbildung von R>¢ auf R-q.

8. (M) Die vier Teilflichen in der Figur 2.2.18 sind gleich gro. Bestimme
den Winkel « mit Hilfe eines Taschenrechners und binérer Suche (eine
Tabelle anlegen!). Wieviel Schritte wiiren nétig, um « auf 107¢ Grad
genau zu berechnen?

Fig. 2.2.18

9. M) Man bestimme die Konstanten o und 3 sowie f(—1), f(1) derart, daf
die Funktion

2> —azx+f3 (x < —1)
f(z) =< (a+p)x (—l<z<1)
? +ax — f (x> 1)
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auf der ganzen reellen Achse stetig wird, und zeichne den resultierenden
Graphen von f. (Hinweis: Diese Aufgabe kann von A bis Z mit (M) gelost
werden.)

10. Eine Funktion f: I — R heif3t unimodal, wenn sie bis zu einer bestimmten
Stelle £ € I streng monoton wachst und anschlieend streng monoton féllt.
(a) Erfinde einen Suchalgorithmus fiir £ (I = [a,b] vorausgesetzt).
(b) Wende diesen Algorithmus an auf das Beispiel

ft) = vVt—et  (0<t<1).

11. Zeige: Ist f: S' — R eine stetige Funktion auf der Peripherie des Ein-
heitskreises, so gibt es zwei Diametralpunkte auf S', in denen f denselben
Wert annimmt.

12. Verifiziere die folgenden Identitéten:

(a) arcsinx + arccosx = g 0<z<1),

(b) tan(arcsinz) = S (-l<z<1).

V1— 22



2.3 Grenzwerte

Ist eine gegebene Funktion als stetig erwiesen, so ist man sicher, daf sie sich
auf threm ganzen Definitionsbereich verniinftig verhalt. Wenn wir aber das
Verhalten einer Funktion in den Randzonen von dom (f) oder in der Nahe
von isolierten Ausnahmepunkten (Beispiel: sinz/z bei z := 0) beschreiben
wollen, so bendtigen wir den Begriff des Grenzwerts.

Einige Begriffe aus der allgemeinen Topologie

Bevor wir damit beginnen, erlautern wir einige Begriffe aus der sogenann-
ten allgemeinen Topologie, dem Teilgebiet der Mathematik, das sich mit
Stetigkeit “an sich”, mit der Konvergenz in unendlichdimensionalen Rdumen
und mit Ahnlichem befaBt.

Es sei A eine beliebige Teilmenge des Grundraums X, z.B. von C. Ein Punkt
a € A ist ein innerer Punkt von A, wenn es eine (u.U. kleine) Vollkugel mit
Zentrum a gibt, die noch ganz zu A gehért (Fig. 2.3.1). Man kann dann von
a aus in jeder Richtung noch ein Stiick weit gehen, ohne A zu verlassen. Eine
Menge A, die nur aus inneren Punkten besteht, heifit offen. Als Faustregel
kann das folgende dienen: Eine durch endlich viele strenge Ungleichungen
definierte Menge ist offen.

Bsp: Das offene Intervall ]0, 1[ ist offen in R, die Kreisscheibe {z € C | |z| <

1} ist offen in C, und {(ac,y,z) ‘ 0<z<1-— \/m2+y2} ist ein offener
Kreiskegel im R3.

X\A L 04

Dy @

Fig. 2.3.1

Ein Punkt £ € X, ob er nun zu A gehort oder nicht (Fig. 2.3.1), ist ein
Randpunkt von A, wenn jede (noch so kleine) Vollkugel mit Mittelpunkt &
sowohl die Menge A wie deren Komplement X \ A schneidet. Die Menge der
Randpunkte von A wird mit 0A bezeichnet. Die betrachtete Menge A heifit
abgeschlossen, wenn 0A C A gilt, das heifit: wenn der Rand vollstdndig zu A
dazugehort. Als Faustregel kann das folgende dienen: Eine durch Gleichun-
gen und <-Ungleichungen definierte Menge A C X ist abgeschlossen.
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Bsp: Rso und [a,b] sind abgeschlossene Teilmengen von R, die Ellipse
{(:1:, Y) ’ 222 4 5y? < 7} ist eine abgeschlossene Menge in der Ebene, und die
a-Achse {(z,y,2z) € R® | y =0, 2 =0} ist eine abgeschlossene Menge im R®.

Begriff des Grenzwerts

Wir betrachten also eine Funktion f: X ~ X’ und konzentrieren unsere
Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Punkt £ € X, typischer Weise einen
Randpunkt von dom (f). Da wir das Verhalten von f studieren wollen, wenn
“x nach & strebt”, nehmen wir von vorneherein an, daf es in beliebiger Nahe
von & tatséchlich Punkte z € dom (f) gibt. Die Frage nach dem Verhalten von
f(x) fiir x — ¢ fihrt auf die Frage: Kénnte man den Wert f(§) so definieren
bzw. umdefinieren, daf§ die durch f(§) := 7 erweiterte bzw. abgeénderte
Funktion f an der Stelle ¢ stetig wird? Damit kommen wir auf die folgende
Definition:

Die Funktion f besitzt an der Stelle ¢ den Grenzwert 7, in Zeichen:

lim f(z) = n bzw. flx)—=n (z =),

r—&

wenn sich fiir beliebig kleine Toleranz € > 0 ein Schlupf § > 0 angeben 148t,
so daB fiir alle € dom (f) gilt (Fig. 2.3.2):

lz =€ <0, x#¢ = If(z)—nl<e.

Yy
) /_f\
dom(f) fx)+ c
n
/s, E
xy
Fig. 2.3.2

Fig. 2.3.3 stellt diesen Sachverhalt im Graphenbild dar. Fiir jedes noch so
kleine € > 0 mufl der Graph von f innerhalb des schraffierten “e-Schlauches”
verlaufen, sobald x nahe genug bei & liegt (aber # £ ist).



128 2 Funktionen

Yy
y= f(z)
e —
N — e-Schlauch
|
n—€ — \
|
| | T
£ dom(f)
Fig. 2.3.3

Erfreulicherweise bendtigen wir die allgemeine Definition des Grenzwerts nur
selten. Zur tatsdchlichen Berechnung von Grenzwerten bedienen wir uns in
erster Linie eines Vorrats an “Standardgrenzwerten”,

. expz—1 . sinxzx
Bsp: lim — =1, lim =1,

z—0 z r—0 X

sowie einer Sammlung von Rechenregeln und Tricks, zum Beispiel der Regel
von Bernoulli-de I’'Hopital (s.u.).

Beachte, dafl ein an der Stelle £ eventuell schon vorhandener Funktionswert
f(€) beim Grenziibergang x — & nicht angeschaut wird. Ist tatséchlich £ €
dom (f), so kann man aber folgendes sagen:

f stetig an der Stelle ¢ <= liné flz) = f(&) .

Dies ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen.

(1) Die Funktion
t3 —3t2 — 3t + 10
ft) = 5
t* —5t+6
ist an der Stelle ¢t := 2 nicht definiert, da der Funktionsausdruck dort die
Form 0/0 annimmt. Nun gilt aber fir alle ¢ ¢ {2,3 }:

(t-2)t*—t—-5) t*—t—-5
W="e—s ~ =3 =9

wobei nun die Funktion g an der Stelle 2 stetig ist. Somit folgt

lim f(t) = lin%g(t) =g(2)=3.

t—2 t—



2.3 Grenzwerte 129

Uneigentliche Grenzlagen und Grenzwerte

Bevor wir auf die angekiindigten Rechenregeln kommen, ergédnzen wir die
Grunddefinition durch einige Zuséatze.

Die reelle Achse R 148t sich durch die beiden uneigentlichen Randpunkte —oo
und oo auf natiirliche Weise “abschlieflen”. Diese beiden Punkte sind keine
reellen Zahlen, mit denen man rechnen, sondern “blofl gedachte Objekte”, die
man aber auf kohérente Weise in Grenzwertiiberlegungen einbeziehen kann.

Ist f eine Funktion, deren Definitionsbereich beliebig grofie reelle Zahlen
enthélt,

Bsp: ffRyg— R, f:N—-C,

so hat es einen Sinn, nach dem Verhalten von f(x) zu fragen, wenn “x nach
oo strebt”. Hierzu missen wir den Sachverhalt “z hinreichend nahe bei
oo ” beschreiben, und dazu kénnen wir offensichtlich keinen “Schlupf é > 07
brauchen. An seine Stelle tritt ein “Pflock” M wie folgt: Der Sachverhalt

lim f(x)=n bzw. flz)—=n (z— o)
liegt vor, wenn sich fiir jede noch so kleine Toleranz € > 0 ein Pflock M so
setzen 1afit, daf gilt:

r>M = |f(z)—n <e¢.

In anderen Worten: Fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 mufl der Graph von f
innerhalb des “e-Schlauches” um den Wert n verlaufen, sobald z jenseits eines
geeigneten Pflocks M liegt (Fig. 2.3.4). Je kleiner die vorgegebene Toleranz
ist, desto weiter rechts wird man den Pflock einschlagen miissen.
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(2 Ein “Standardgrenzwert” ist natiirlich

1
lm — =0.
T—00 I

Wir wollen das richtiggehend beweisen: Ist eine Toleranz € > 0 vorgegeben,
so setzen wir den Pflock M := 1/e (Fig. 2.3.5). Fiir beliebiges x > M gilt

dann
1

<M:€;

1
0<—
x
wir haben daher, wie verlangt:

1
e>M = ‘——0] <e.
T

Y y=1/x

0 | z
M=1/e

Fig. 2.3.5

Der lim, .., cosz existiert nicht, wie man ohne weiteres einer Figur ent-

nimmt. Hingegen ist
. coszx
lim =0,
r—oo I

denn es gilt (Fig. 2.3.6)

COsST 1
=)<t e
x x
sobald x > M :=1/¢ ist.
Schon schwieriger ist
1
lim — =0

Wir zeigen zunachst: Fiir alle > 0 gilt

27 > x . (1)
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y=1/z

NS

y=cosx/z

Fig. 2.3.6

[ Die Menge [1 .. 2”] enthalt insbesondere die n + 1 Zahlen 1, 2, 4, ...,
2", und hieraus folgt schon 2™ > n + 1 fiir alle n € N. Setze jetzt |x] =: n;
dann folgt

2> >p41>zx,

wobei wir stillschweigend vorausgesetzt haben, dafl die Funktion z +— 27
monoton wachst. ]

Hiernach gilt bei vorgegebenem ¢ > 0:

1 1
0< —<~-<e,
27 T

sobald x > M :=1/¢. O

Wir haben hier den Grenziibergang r — oo fiir die unabhéngige Variable x
betrachtet. Es ist aber auch moglich, wertseitig dem Sachverhalt

fl@) =00 (x—8)

einen Sinn zu erteilen. Es sei also f: X ~ R eine reellwertige Funktion und
¢ ein eigentlicher oder uneigentlicher Randpunkt von dom (f). Wir sagen, f
besitze an der Stelle £ den uneigentlichen Grenzwert oo, in Zeichen:

lim f(z) = oo bzw. f(x) =00 (z—),

r—E

wenn sich fiir jede noch so grofie Schranke C' ein Schlupf § > 0 (bzw. ein
Pflock M) finden 148t, so daf§ fiir alle € dom (f) gilt:

e —¢l <6, x#E&  (bzw. 2 > M) = f(x)>C.
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Fig. 2.3.7

Der Graph von f muf also fiir jedes noch so groflie C' oberhalb des Niveaus
C' verlaufen, sobald z hinreichend nahe bei & (bzw. hinreichend weit rechts)
liegt (Fig 2.3.7).

®) Es gilt

Ist ndmlich ein C' > 0 vorgegeben und

1
0<|lz—0]<d:=—,

so folgt

Wie erwartet, gilt
lim 2% = .
xr— 00

Ist ndmlich eine Schranke C' vorgegeben, so folgt fiir alle z > C (=: M)
wegen (1) die Abschétzung

2T > x > C.

O
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Wir treffen hier die folgende Vereinbarung: Ist irgendwo oo oder —oco als
Grenzwert zugelassen, so wird das an der betreffenden Stelle ausdriicklich
gesagt. Ohne diesbeziiglichen Hinweis wird unter “Konvergenz” immer Kon-
vergenz gegen einen endlichen Wert 7 verstanden. Sinngeméf3 dasselbe gilt
fiir Zahlfolgen (s.u.).

Einseitige Grenzwerte

Wir betrachten weiter fiir eine Funktion f: R ~ X und einen festen Punkt
¢ € R den Grenziibergang x — &, wobei aber nur die Funktionswerte f(z)
in Punkten x > £ beriicksichtigt und die Funktionswerte links von & nicht
dem Toleranztest unterzogen werden sollen (Fig. 2.3.8). Man schreibt dafiir
r — £+ und nennt

lim f(x) = f(£+)

r—E&+

den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle £. Analog wird der links-
seitige Grenzwert f(£{—) erklart.

Yy
A\
" N
y=f(z)
o L0 .

Fig. 2.3.8

Gilt f(¢+) = f(€), so ist f rechtsseitig stetig an der Stelle . Gilt f(§—) =
F(&) = f(é+), so ist f an der Stelle ¢ stetig, und umgekehrt. Existieren die
einseitigen Grenzwerte f({+), f(£—) und sind sie voneinander verschieden, so
besitzt f an der Stelle £ eine Sprungstelle. Eine bis auf isolierte Sprungstellen
stetige Funktion heifit stiickweise stetig.

(@ Trivial ist
sgn(0+) =1, sgn(0—) =—-1.

Ist n € Z, so gilt

lim |[z] =n (=|n]), lim |z] =n—1 (#][n]),

T—n+ T—n—
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und fiir alle £ # Z ist

tim o) = (¢
Die Funktion x — [z ] ist hiernach in den ganzzahligen Punkten nur rechts-
seitig stetig, in allen iibrigen Punkten stetig.

Weiter haben wir die “Standardgrenzwerte”

. 1 ) 1
lim — = o0, lim — = —o00.
z—04+ X z—0— X

[ Essei C' > 0 eine beliebig grofie vorgegebene Schranke (Fig. 2.3.9) und
§:=1/C. Dann gilt
1 1

0<z<é = —->—-=0C,
)

wie verlangt. Ist zweitens —d < z < 0, so gilt 0 < —z < § und somit

1 1
_7$>5—C.

Fig. 2.3.9

In summa ergibt sich die erforderliche Implikation

1
—-i<z<0 e < —C'. N

x
Wir zeigen noch:

lim 2Y% = oo, lim 2% =0.
r—0+ z—0—

Wir haben es hier mit “ineinandergeschachtelten Grenzwerten” zu tun, wofiir
es eigentlich eine allgemeine Rechenregel gibt (s.u.). Die Idee ist: Strebt x
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gegen 0+, so strebt 3 := 1/ gegen oo und folglich 21/% = 2¥ auch gegen oo.
Der exakte Beweis verlauft folgendermaflen:

[ Es sei eine Schranke C' > 0 vorgegeben. Wegen lim, . 2¥ = co gibt es
geg g Yy g
ein M mit
y>M = 2Y > C . (2)

Wegen lim, o4 % = oo gibt es weiter ein § > 0 mit

1
0<z<d = 5>M. (3)

Nehmen wir (2) und (3) zusammen, so folgt
0<z<$§ = 2= > O,

wie verlangt. — Ahnlich schlieft man im zweiten Fall.

O L

Substitutionsregel fiir zusammengesetzte Grenzwerte

Die eben verwendete Schluiweise 1af3t sich verallgemeinern zum Beweis des
nachstehenden Satzes iiber zusammengesetzte (“ineinandergeschachtelte”)
Grenzwerte. Man beachte die Analogie zum Satz (2.2)(c) tiber die Stetigkeit
von zusammengesetzten Funktionen. Der Satz handelt vom Konvergieren “an
sich”; die darin auftretenden Punkte &, n, ¢ diirfen daher auch uneigentlich
sein.

(2.7) Existieren die Grenzwerte

lim f(z) = n, lim g(y) (=:()

z—E y—n

(und ist g stetig im Punkt n, falls f diesen Wert tiberhaupt annimmt), so gilt

lim g(f(z)) = lim g(y) .

z—E&

In anderen Worten: Unter den angegeben Voraussetzungen darf man in dem
verschachtelten Ausdruck lim, ¢ g( f(z) ) die innere Funktion durch eine
neue Variable y substituieren und y gegen den Grenzwert 7 der inneren Funk-
tion streben lassen.

Anmerkung: Die in Klammern gesetzte Bedingung ist in den typischen An-
wendungsfillen offensichtlich erfiillt, und wir verzichten darauf, sie jedesmal
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zu Uberpriifen. Es geht aber nicht ohne, wie das folgende Beispiel zeigt: Es
sei

@ =1 e = {5 U3
(

Dann ist g(f(z)) = 2 und folglich o := lim, ¢ g(f(x)) = 2. Hier strebt die
innere Funktion mit x — 0 gegen 1, was a = lim,_, g(y) = 3 suggeriert.

() Esist

lim 2/t = lim 2¥ =20 =1;
t—o0 y—0+

dabei haben wir stillschweigend benutzt, daf§ y — 2Y stetig ist. — Es gilt

li )= 1 - =0
wir&(a:cosx) yg}go(ycosy) ,

und hieraus folgt weiter

/ 1
lim /44 xcos— =limvV4d+t=2,
r—04 €T t—0

denn /- ist stetig. @)

Weitere Rechenregeln

(2.8) Esseif := (f1, f2, ..., fn) ein n-Tupel von Funktionen, die in der
Umgebung des (eigentlichen oder uneigentlichen) Punktes & definiert sind
und fiir x — & Grenzwerte besitzen:

lim fi(z) = a; (1<i<n).

r—E
Dann gilt:

(a) lim f(z) = a.

r—&

(b) Ist R(f1(x), f2(z), ..., fn(x)) ein rationaler Ausdruck in den f; und ist
der Wert R(ay,as,...,ay,) definiert, so gilt

ilnlgR(fl(x)’ o fo(@) = R(as,...,an) .

Die Behauptung (b) besagt, dal man an jeder Stelle des Ausdrucks den be-
treffenden Grenzwert einsetzen darf. Ist R(aq,...,a,) nicht definiert, etwa
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von der Form 1/0 oder 0/0, so mufl man weitere Uberlegungen anstellen.
Unter (b) lassen sich natiirlich unzéhlige einfachere Grenzwertregeln sub-
sumieren (die man sonst einzeln beweisen miifite).

Bsp: lim,_.¢ (fl(:r) . fg(l‘)) =a;-as .

[ (a) Aus der Ungleichung 2.2(2) folgt

f(z) —al < Z |fi(z) — ail .

Es sei eine Toleranz € > 0 vorgegeben. Ist x hinreichend nahe bei £, so ist
jeder Summand rechter Hand < e/n, also ist dann |f(z) —a| < e.

(b) Nach Satz (2.5) ist die Funktion y — R(y) an der Stelle a stetig. Mit
(a) und (2.7) folgt daher

lim R(f(2)) = lim R(y) = R(a) . N

Handlich ist das folgende Vergleichskriterium, womit wir unsere Regelkol-
lektion abschlieflen:

(2.9) Gilt fiir eine geeignete Konstante C' > 0 in der Umgebung des Punktes
¢ die Abschatzung

f(2)] < C-g(x)

und ist lim,_.,¢ g(x) = 0, so ist auch lim,_.¢ f(x) = 0.

[ Esseiein € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung iiber g gilt g(z) < ¢/C
fiir alle hinreichend nahe bei £ gelegenen x. Fiir diese z ist dann |f(x)—0| < e,
wie verlangt. N

(6) Zu berechnen ist die Grofe

_ 1 1 x
\/9 +500 - 21/ cos z—1 " arcsinz © ©

Q := lim

r—1— 5 _
va = 11 — log(z3 + x)

Es ist
lim 2Y/=D = 1im 2Y/v =0,

r—1— y—0—
ferner gilt:

|

1:$4+x3+x2+m+1a5 (x — 1),
T —
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da das Polynom rechter Hand an der Stelle 1 stetig ist. Wir erhalten daher
mit Hilfe von (2.8)(b) und (2.9):

3+ 2+

Q= = 1.4755 .

5 —log2 O

(D (Forts.) Die Ausgangsfunktion f besitzt an der Stelle ¢ := 2 eine hebbare
Unstetigkeit und ist fiir alle praktischen Zwecke identisch mit der Funktion
t?—t—5 1
t) = —— =t+2+ ——
9(t) o— 24—,
wobei wir den Ausdruck rechter Hand durch Ausfiihrung der Division (mit
Rest) erhalten haben. Es ist dom (g) = R\ {3}. Um einen globalen Uberblick
iiber das Verhalten der Funktion g zu gewinnen, berechnen wir die Schnitt-
punkte des Graphen von g mit den Koordinatenachsen sowie die Grenzwerte
in den Endpunkten der Definitionsintervalle (Fig. 2.3.10). Es ist

)
0)=2;
9(0) =3
14++v21 1—-+21
g(t):0<:>t2—t—5:0<:>te{ +2 3 };
Jim g(t) = —co,  lim g(t) = oo;
lim g¢(t) = —o0, lim ¢(t) = o0,
t——o0 t—o0

und zwar ist die Gerade y = ¢ + 2 Asymptote (s.u.) des Graphen sowohl fiir
t — —oo wie fiir t — oco. (Der Graph ist eine Hyperbel.) O

5/3

Fig. 2.3.10
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Asymptoten

Die X-wertige Funktion f sei fiir alle ¢t > a definiert. Die Gerade
y=pt+q, p, q € X fest,

heifit Asymptote von G(f) (Fig. 2.3.11) fiir t — oo, wenn

lim (f(t) — (pt+q)) = 0

t—oo

ist. Die Parameter p und ¢ berechnen sich nach den Formeln

p= lim @, g = lim (f(t) — pt) .

t—oo ¢ t— o0

Nicht jedes f: Ry, — X besitzt eine Asymptote! Fiir f(t) := t + /t strebt

@ zwar gegen 1, aber f(t) —t gegen oo .

Fig. 2.3.11

Aufgaben
1. Bestimme die folgenden Grenzwerte, falls vorhanden:

. w3427 .oaP—1 N

(a) xlin_l:),M’ (b) 911—>m1 71— 1 (p, ¢ €NY),
. . . . 2z -1

(¢) lim sm(\/f) ) (d) lim sin [ ————5 | ,

2 — 14z + 24 2 — 14z + 24
() lim =2 (f) lim LTt
a2+ |z — 2| + |22 — 4] a—2— |z — 2| + |22 — 4
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(3n — 4)(n? + 1)

(@) Jim (Val+a-a). )l 5+ 10000)
6 lm (VaTI-va) G lim <n(1 - %)) .

2. (a) M) Bestimme die Parameter o, 3, v so, da8 die Differenz

V=202 + Tt + 1 — (at® + Bt +7)

mit ¢ — oo gegen 0 strebt. (Hinweis: Mit der Summe der beiden
erweitern.)

(b) ™) Stelle eine instruktive Figur der resultierenden Situation her.

3. Bei den folgenden Funktionen bestimme man, soweit vorhanden, die zu
t — oo gehorigen Asymptoten:

(a) f(t) = T (b) g(t) ::t(2—sin%>.




2.4 Folgen und Reihen

Folgen als mathematisches Konstruktionswerkzeug

Im Grunde genommen koénnen wir bis dahin nur rationale Zahlen und ra-
tionale Funktionen in rechtsgeniigender Weise erfassen und manipulieren
bzw. evaluieren. Quadratwurzeln, allgemein: n-te Wurzeln, sind zwar in R
vorhanden, und die Wurzelfunktionen sind auch stetig, aber wir haben kein
systematisches Verfahren, das den Wurzelexponenten n und ein beliebiges
¢ > 0 als Input akzeptiert und {/c mit vorgeschriebener Genauigkeit ausgibt.
Oder: Wie rechnet ein Taschenrechner sin 23.5° aus?

Wir benétigen ein allgemeines Konstruktionswerkzeug fiir “analytische Ob-
jekte”, Zahlen oder Funktionen, und zwar in zweierlei Hinsicht:

— Erstens geht es darum, neuartige Objekte begrifflich zu konzipieren und
formelméaflig darzustellen.

X1
Bsp:  e:= > ik
k=0

— Zweitens sollte man instandgesetzt werden, diese Objekte in endlich vie-
len Schritten mit jeder wiinschbaren Genauigkeit (numerisch) zu berech-
nen.

Ein derartiges Konstruktionswerkzeug ist der Folgenbegriff und im Anschlufl
daran die Idee der “Reihe”.

Man kann den Definitionsbereich N einer Folge
. N-—->X, k— (1)

als eine Teilmenge von R mit dem uneigentlichen Randpunkt oo betrach-
ten oder als einen Grundbereich sui generis — jedenfalls heifit die Folge (1)
konvergent gegen den Grenzwert £ € X, in Zeichen:

lim 2, =& bzw. xr— & (k— ),

k—oo

wenn es zu jedem € > 0 einen Pflock kg gibt mit
E>ky = |zp—¢&l<e.

Existiert kein derartiges £ € X so heifit die Folge (1) divergent. Hierunter
fallen insbesondere die uneigentlich konvergenten Folgen, die sinngeméf er-
klart sind.

Die Rechenregeln (2.8), (2.9) gelten natiirlich auch fiir Folgengrenzwerte.
So hat man zum Beispiel
Vk: |z <C-rp A lim 1y =0 = lim z, =0. (2)

k—o0 k—o0

Satz (2.7) iiber zusammengesetzte Grenzwerte liefert umgehend das folgende
wichtige Prinzip (Fig. 2.4.1):



142 2 Funktionen

(2.10) Ist lim, ¢ f(x) =n (bzw.: Ist f stetig an der Stelle & ), so gilt fiir
jede gegen & konvergente Punktfolge x. in dom (f):

m fzy) = n (bzw. i fa) = f)) -

Fig. 2.4.1
) L
klggok 0;
_ 2 3—H1+ 5
i BED02 5 8D 8
k—o0 (2k + 7)3 k—o00 (2 + E)?’ 8

Betrachte weiter ein festes ¢ € C. Wir behaupten: Ist 0 < |¢| < 1, so gilt

lim ¢* = 0.

k—oo
[ Nach Voraussetzung ist ﬁ > 1, also ﬁ =14 ¢ fiir ein § > 0. Es folgt

1

P =(1+6)"=1+kd+...>ké

(binomischer Lehrsatz) und somit

1
Ml =1gl* < =

[a ko

Da hier die rechte Seite mit £ — oo gegen 0 strebt, folgt die Behauptung mit
Hilfe des Vergleichskriteriums (2). ]

O
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In der Praxis tritt folgende Situation immer wieder auf: Gesucht ist der
Grenzwert £ einer Folge «., die in bestimmter Weise rekursiv definiert ist:

To = a ' 3)
Tp+1 = T + Axy (k > 0) ’

dabei ist es in der Regel so, dal das Inkrement Az ohne grofien Rechen-
aufwand berechnet werden kann. Die Rechnung wird abgebrochen, sobald
die Inkremente vernachlaflighar klein werden, und man betrachtet das letzte
berechnete xj als Ndherungswert fiir den gesuchten Grenzwert £.

Diese Situation liegt zum Beispiel vor beim Newtonschen Verfahren (s.u.)
zur numerischen Berechnung von Nullstellen von Funktionen f: R ~ R. Die
Rekursionsformel hat hier folgende Gestalt:

—f(zk)
f'(wk)

Tht1 = Tk + (ki 0) .

Unendliche Reihen

Den Begriff der Reihe kénnen wir unter demselben Aspekt betrachten. Ist a.
eine beliebige Folge in einer Grundstruktur X, so kann man versuchen, der
“unendlichen Summe” -
S o (4)
k=0

einen Sinn zu erteilen. Hierzu betrachtet man die Folge s. der endlichen
Partialsummen

n
Sp = Zak =ay+a1+...+a-1+ay .
k=0
Die Folge s. ist eine Folge der in (3) betrachteten Art: Offensichtlich gilt
Snt1l = Sn+ant1 (0 >0),

es ist also As,, = ap41 .

Man nennt (4) eine (unendliche) Reihe. Die Reihe ist konvergent, wenn die
Folge s. der Partialsummen einen endlichen Grenzwert besitzt. Der Ausdruck
(4) bezeichnet dann auch diesen Grenzwert oder eben die Summe der Reihe.

(2 Esseiqe C fest, || < 1. Dann gilt

oo
S =ttat gt =
k=0

(geometrische Reihe).
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[ Aus
sn(l—¢)=(1+q++...¢")(1—q =1-¢""

(alles andere hebt sich heraus) folgt

1_qn+1
S§p = ———
l—gq

und somit wegen lim,, ., ¢"*! = 0 die Behauptung. N

Die harmonische Reihe

i Tl
k2 3 4 7
k=1
ist divergent, obwohl die Summanden mit k& — co gegen 0 konvergieren. Ks
gilt ndmlich

1 n 1 n n 1 < 1 1
Son — Sp = >ne— = —.
2 n+1l n+2 n+n 2n 2

Wegen sq0 = s1 = 1 folgt hieraus

Sor Zl+g

und damit lim,, o Sp, = 0.

Die alternierende harmonische Reihe

i(_l)k_l—1 L1 1,
~ k7 2 3 47

ist hingegen konvergent und besitzt die Summe log?2 (s.u.). O

Ist c. eine Folge von positiven Zahlen, die monoton fallend gegen 0 kon-
vergiert, so heifit

o
Z(—l)kck =cy—cC+cy—c3+...
k=0

eine alternierende Reihe. Hieriiber gilt der folgende Satz:
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Summenspeicher

Fig. 2.4.2

(2.11) Alternierende Reihen sind konvergent. Ist s die Summe einer derar-
tigen Reihe, so gilt fiir jedes n eine Fehlerabschéitzung der Form

s—8, = (=1)" Ocpy1, 0<O<1l. (5)

In Worten: Der Abbrechfehler ist ein echter Bruchteil des ersten vernach-
laBigten Gliedes.

[ Da die ¢ monoton abnehmen, bilden die “ungeraden” Partialsummen
eine monoton wachsende und die “geraden” Partialsummen eine monoton
fallende Folge (Fig. 2.4.2). Diese zwei Folgen sind nach Satz (1.1) konvergent,
und wegen ¢ — 0 miissen die beiden Grenzwerte iibereinstimmen. Die
Abschétzung (5) entnimmt man ebenfalls der Fig. 2.4.2. N

Die alternierende harmonische Reihe konvergiert nur, weil sich die positiven
und die negativen Glieder ungefihr die Waage halten. Um damit log2 auf
drei Stellen genau zu berechnen, miiite man 2000 Glieder beriicksichtigen:

> _T =0.692897,  log2 = 0.693147 .

Absolut konvergente Reihen

In der “praktischen Analysis” ist die Konvergenz einer Reihe (4) erst dann
brauchbar, wenn die aj betragsméBig so rasch abnehmen, dafl die zu (4)

gehorige Betragsreihe
o0
Z ’ak| ’
k=0

konvergiert. (Der Summenwert der Betragsreihe interessiert an sich nicht; es
geht nur darum, dafl er endlich ist.) Die Ausgangsreihe heifit in diesem Fall
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absolut konvergent. Absolut konvergente Reihen sind tatséchlich konvergent
(ohne Beweis) und diirfen mehr oder weniger wie endliche Summen behandelt
werden. Insbesondere darf man zwei derartige Reihen distributiv miteinander
multiplizieren und die entstehenden “oc? ” Glieder (allenfalls zu “Paketen”
zusammengefafit) in irgendeiner Reihenfolge aufsummieren. Das heifit: Es

gilt
ZCLZZbk = Z aibk.
=0 k=0

(i,k)EN2

Wir geben nun zwei Kriterien fiir absolute Konvergenz:

2.12 1ibt es ein C' > 0, ein ¢ < 1 und ein ky mit
Gib in C' >0, ei 1 und ein k i
jag| < Cq*  VE >k, (6)

so ist die Reihe Y77, aj absolut konvergent.

[ Nach allfilliger VergroBerung von C' diirfen wir annehmen, daB (6) fiir
alle k gilt. Die Partialsummen

n
Sy 1= Z|ak|
k=0

der zu ) ay gehorigen Betragsreihe bilden eine monoton wachsende und we-
gen

- C
k
Sp < Z Cq” < Tq
k=0
beschrankte Folge. N

(3 Betrachte fiir ein festes ¢ € R die Reihe

g . Zcos(k:qb) . 7)

2k
k=0

=) < (o)

absolut konvergent. Thre Summe 1483t sich folgendermafien berechnen:

2. etkd 2 [e? g 1
S:ReZQk :Rez<7) :Rem

k=0 k=0
1—e"i9/2 B 1— 4 cos¢ _4-—2cos¢
(1—e?/2)(1—e"¢/2)  1—cos¢p+1 5H—4dcosg

Diese Reihe ist wegen

= Re
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Sehen wir nachtraglich ¢ als variabel an, so konnen wir dieses Ergebnis fol-
gendermaflen interpretieren: Die Reihe (7) stellt die 2m-periodische Funktion

4 —2cos¢
1(9) = 5—4cos ¢
(Fig. 2.4.3) als Summe von reinen Cosinus-Schwingungen ganzzahliger Kreis-
frequenzen k dar. (7) ist die sogenannte Fourier-Reihe von f. O
Y
2
y=19)
2/3
! | b
— 0 m
Fig. 2.4.3

Die von Satz (2.12) erfafiten Reihen konvergieren so gut wie die geometrische
Reihe, also “linear”. Das heifit konkret: Mit jedem zusatzlich beriicksichtig-
ten Term wird der Abbrechfehler, er ist von der Groflenordnung

C n+1

1—gq

)

um denselben Faktor g verkleinert. Bei den Reihen, die nach dem folgenden
Satz konvergieren, ist die Konvergenz viel langsamer.

(2.13) Gibt esein C >0, ein 6 > 0 und ein ko mit

|ak‘ SC Vk>k07

E1+o

so ist die Reihe Y}~ , aj absolut konvergent.

[ Es geniigt offenbar zu zeigen, daB die Reihe S 1/k'*% konvergiert, und
hierfiir wiederum geniigt es, daf§ die Partialsummen

"1
Sn = Z JRER)
k=1
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Y= 1/$1+6

Fig. 2.4.4

beschrankt sind. Wie man der Figur 2.4.4 entnimmt, gilt fiir alle n:

1

_5(n_5—1)<1+1. N

|

Die im Beweis von Satz (2.13) verwendeten Vergleichsreihen konstituieren
die sogenannte Zetafunktion

() =Y 0 (s> 1),
k=1

die in der Zahlentheorie eine grofle Rolle spielt. Wie Euler als erster bewiesen
hat, ist

=1 w2
€(2)= Z 25
k=1
(@ Wir betrachten fiir ein festes ¢ € [0, Z [ die Reihe
Z E tan E
k=1

somit ist

und die betrachtete Reihe ist konvergent. O
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Funktionenreihen

Soviel zu den Reihen mit konstanten Gliedern. Viel interessanter sind na-
tirlich Reihen von Funktionen, denn damit haben wir zum ersten Mal ein
Mittel in der Hand, das uns aus dem Bereich der Polynome und der rationalen
Funktionen

apt™ + ap_1t""+ ..+ ag

t) =
1) by t™ 4+ byt 4+ 4+ by

bin # 0,

herausfiihrt und neue interessante Funktionen erschlief3t.

Ist f. eine Folge von Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich A:
fe: A—X, x — fr(x) (keN),

so wird durch

() = 3 fule) ®)
k=0

eine Funktion s(-) definiert. Definitionsbereich von s(-) ist im allgemeinen
nicht die ganze Menge A, sondern nur die Menge derjenigen z € A, fiir die
die Reihe (8) konvergiert, also der Konvergenzbereich der Reihe.

k
B Mit fi(z) = % erhélt man die Exponentialreihe

2 3

> k
x T x
o ! !

Legt man zum Beispiel dom (fx) = R zugrunde, so ist auch dom (exp) = R
(dies wird weiter unten gezeigt).
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Mit fx(x) := 2" erhiilt man die geometrische Reihe
s(z) == Zxk ) (8)
k=0

Hier ist dom (f;) = R, aber dom (s) =]—1,1[. Es ist allerdings wahr, dafl s
eine natiirliche Fortsetzung § auf ganz R \ {1} besitzt, ndmlich die Funktion

1
1—a

5(z) =

Wer nur die Konvergenz verstanden hat, aber nicht dividieren kann, hat schon
mit (8) eine hochinteressante neue Funktion produziert.

Die Reihe -
PHzx) = 1+2 Z e~ KT
k=1
konvergiert im Intervall R+q. O
Potenzreihen

Von den Funktionenreihen sind die Potenzreihen am verbreitetsten und am
leichtesten zu handhaben, theoretisch und rechnerisch. Das folgende Prinzip
stammt von Newton: “Jede verniinftige Funktion f I4Bt sich an jeder Stelle
im Inneren ihres Definitionsbereichs in eine Potenzreihe entwickeln oder als
Potenzreihe ansetzen.” Die Theorie der Potenzreihen wird am besten ver-
standlich, wenn man sie im Komplexen betrachtet, siche dazu das Beispiel
2.1.(3). Wir werden also wahlweise die reelle Variable z oder die komplexe
Variable z beniitzen.

Es sei a. eine ganz beliebige Folge von reellen oder komplexen Zahlen. Dann
heifit

o
Zakzk:ao—i—alz—i—agzz—i—... 9)
k=0
eine Potenzreihe (an der Stelle 0), und die a; sind die Koeffizienten dieser
Reihe. Allgemein ist

[ee]

Zak(ar — xo)k = ag+ a1 (x — x0) + ag(x — z)* + ...
k=0

eine Potenzreihe an der Stelle xy. Der Konvergenzbereich hangt ab von den
Koeffizienten ay: Streben zum Beispiel die Betrége |ax| mit & — oo schnell
gegen 0, so darf |z| ziemlich grof§ sein, und die Reihe (9) konvergiert immer
noch. Wenn die Betrige |ax| im Gegenteil mit k — oo “exponentiell” anwach-
sen, so wird die Reihe nur fiir sehr kleine |z| konvergieren. Im einzelnen gilt
der folgende Satz:
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(2.14) Fiir jede Potenzreihe (9) gibt es eine wohlbestimmte Zahl p, 0 < p <
00, so daf} die Reihe fiir |z| < p absolut konvergiert und fiir |z| > p divergiert.
Es gilt

k—oo

Af41

falls dieser Grenzwert existiert.
Der Konvergenzbereich ist also im wesentlichen die Kreisscheibe
D, :={z€C| |z|<p};

die Zahl p heifit daher Konvergenzradius der Reihe. Uber das Konvergenz-
verhalten auf dem Randkreis D, sagt der Satz nichts. Dies ist, wenn notig,
im Einzelfall abzukléren.

[ Wir betrachten nur den im Zusatz erwithnten Fall, wo sich die Koef-
fizienten besonders anstédndig verhalten. Es sei also

. ak

0<|z] <p:= lim

k—o0

k41

Dann ist |z| = ¢%p < gp < p fiir ein ¢ < 1 (Fig. 2.4.6). Nach Definition des
Grenzwertes gibt es daher ein kg mit

ag

> qp Vk>ko;

Q41

somit gilt fiir diese k die Beziehung

a2l _ap _ 1
|lag125H 7 2] g
und das heif3t
|ak+1zk+1| <q- |akzk| (k> ko) .
) qp p
| e ]
0 2 /
CLk ‘
Aet1

Fig. 2.4.6
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Von der Nummer kg an werden also die Glieder unserer Potenzreihe von einem
zum néchsten betragsméafiig um wenigstens den Faktor ¢ < 1 verkleinert.
Hieraus folgt mit vollstdndiger Induktion: Es gilt

|agz"| < Cq" (k> ko)

fiir eine geeignete Konstante C'. Nach (2.12) ist somit die Reihe (9) fiir das
betrachtete z absolut konvergent. — Ahnlich zeigt man, daf die Reihe (9)
fiir ein z mit |z| > p divergiert, da die |azz"| in diesem Fall sogar nach oo
streben. ]

(®) (Forts.) Die Exponentialreihe

ok 2 3
z z2¢  z
eXpz = § E:1+Z+§+§+
k=0
besitzt die Koeffizienten ay, := 1/k!, und es folgt
k+1)!
ak :(+):k‘—|—1—>oo (k — o0) .
Ak+1 ]{3'

Der Konvergenzradius ist also oo, und das heifit: Die Exponentialreihe ist fiir
jedes z € C absolut konvergent.

Bei der geometrischen Reihe >, , z* haben wir a; = 1 fiir alle k; somit ist

ak

p= lim =1,

k—o0

k41
wie erwartet. Aber auch die Reihe
oo
> Kok =x 4427 +92° + 1620 + .
k=1

besitzt den Konvergenzradius 1 (obwohl die a; gegen oo streben):

lim = lim ———=1.
k—oo | Qf+1 k—o0 (1 + %)2
Bei der Reihe
14222 + 4o* +82% +162° + ... (10)

sind alle ap = 0 (k ungerade); der niitzliche Grenzwert existiert also nicht.
Es liegt nahe, 22 =: u zu setzen; die Reihe (10) geht dann iiber in die Reihe

14 2u+4u” + 8u® + ... = bl
j=0

mit b; = 27. Fiir diese Reihe ist
b;
bjt1

27 1 .
:2]'4_1:5 (]ZO)v
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sie konvergiert daher im Bereich |u| < 3. Der Konvergenzradius der ur-

spriinglichen Reihe (10) ist somit 1/v/2. O

Die folgenden Tatsachen sind fiir das Arbeiten mit Potenzreihen fundamental
und seien hier ohne Beweis angefiihrt:

(2.15) (a) Jede Potenzreihe stellt im Inneren ihres Konvergenzbereichs eine
stetige, ja sogar beliebig oft differenzierbare Funktion dar.

(b) Im Innern des Konvergenzbereichs darf man eine Potenzreihe gliedweise
(das heift: wie ein Polynom) differenzieren und integrieren.

(¢) Zwei konvergente Potenzreihen darf man “distributiv” miteinander mul-
tiplizieren, wobei nach Zusammenfassung gleichartiger Terme die Potenzreihe
der Produktfunktion entsteht.

Rechnen mit Anfangsstiicken von Potenzreihen

Es gibt auch eine Art, mit Anfangsstiicken (= Partialsummen) von konver-
genten Potenzreihen zu rechnen wie mit endlichen Dezimalbriichen. Damit
man weil}, welche Koeflizienten im Endergebnis noch als sicher gelten konnen,
empfiehlt es sich, den mit einer bestimmten Zahl von “signifikanten Stellen”
angeschriebenen Ausgangsreihen einen koeffizientenlosen, aber geeignet mar-
kierten Zusatzterm anzuhingen. Das sieht bei drei “signifikanten Stellen”
zum Beispiel so aus:

flx)=2— g + 3224 723
und allgemein folgendermaflen:
fx)=ao+az+...+a_1x" 422",

Dabei vertritt das Fragezeichen letzten Endes eine ganze Potenzreihe, denn
in Wirklichkeit ist ja

flx)=ap+az+...+ ar_1z" V4 ax” + ar+1xr+1 +o

=ay+az+...+a_12" "+ (ar + A1+ a0z’ + ... ) x"

Nur von dem Fragezeichen “unverschmutzte” Koeffizienten des Endergeb-
nisses sind sicher. Die folgenden Beispiele zeigen, wie die Rechnung im
einzelnen vor sich geht. — Das Computersystem Mathematica bezeichnet
in derartigen Rechnungen den Restterm ?z" mit 0[x]*.
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(6) Fiir cos und sin hat man die Entwicklungen

2 4

T
=1— "+ 47225
cosT 2+24+:t:,
3 5 2 4
T T T T
sinx =x 6 —1-120—1- T x( 6 +120+ x)

(wird im néchsten Abschnitt bewiesen). Hieraus folgt

_ 1,24 1 4, 9.6
1 L7+ g2+

1.2, 1 4,96 °
1 ST° + g1ttt

tanx = x

Wir fihren nun die Division tatsachlich aus und erhalten:
(1 —%:1:24—1—;0:64—1— 22%) 1 (1 — %xz + 2—14x4+ 722%) = 1+ %$2 + 1—251‘4+ 226
1,2 1.4 6
—1tz2°—52" + 72
1.2 1.4 6
+52°—g552" + 7w

_1.2,1.4 1.6
3T +6x —1—723:

+1—25x4 + 726
24 4 1
5% t152

6

+ 72

Die Potenzreihenentwicklung des Tangens an der Stelle 0 besitzt daher fol-
gendes Anfangsstiick:
1 2
tanz =z + —a° + —a’+ 22" .

3 15 O

(M Gesucht ist die Losung t — y(t) des Anfangswertproblems
g=t+y+y*, y(0)=1.

(Diese Differentialgleichung 1a8t sich nicht “formelméfig” 16sen!) Wir machen
den Ansatz
y(t) == 1+ at + Bt* + yt*+ 2t (11)

mit unbestimmten Koeffizienten «, 3, «v. Dann ist
y(t) = o+ 26t + 3yt 4+ 2 | (12)

so dal wir im weiteren nur noch “auf t?> genau” rechnen koénnen. Wir
benotigen noch

() = (14 ot + B2+ 243) (1 + at + B2+ 2t%)
=14 2at + (o +2B)2+ 743 . (13)
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Setzen wir nun (11)—(13) in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich
a4 208t + 392+ 3 =t 4+ 1+ ot + ft2 + 14 2at + (a? + 26)t%+ 23 .
Koeffizientenvergleich fiihrt auf die Gleichungen
a=2, 28 =1+ 3a 3y=0+a?+283,

aus denen sich «, 3, v nacheinander berechnen zu

7 29

a:27 /8257 Y 6

Damit kénnen wir die gesuchte Funktion y(-) in der Form

7 29
y(t) =142t + 5752 + Ft3+ 7t
( =: p(t)+ ?t4)

schreiben. Wir diirfen nun das Polynom p(-) in der Umgebung von ¢ := 0 als
Naherungsfunktion fiir die “wahre Losung” y(-) betrachten, und zwar ist der
Fehler fiir t — 0 von der GroBenordnung C - t* oder, wie man iiblicherweise
schreibt:

ly(t) —pt) =0 (t—0). O

Die Binomialreihe

Als weiteres Beispiel zu den Potenzreihen betrachten wir die Binomialreihe
und definieren zunéchst fiir beliebiges @ € R (ja sogar & € C) und k € N den
Binomialkoeffizienten (z) durch

<g> =1, <z> _ a(a—l)'--é!-(a—kH) (6>1) .

Ist @ € N, so stimmt das mit der fritheren Definition iiberein, und es ist
(¥) =0 fiir k > a. Ist @ ¢ N, so sind alle Binomialkoeffizienten (}) # 0.
Wir notieren noch die Identitét

(kf_l) (k+1) = <Z> (a—Fk) . (14)

Wir wahlen nun ein festes o und bilden mit Hilfe der (Z) die Binomialreihe

ba(z) = i(g)ﬁ = 1+ax+@x2+... .
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Ist a € N, so ist b, in Wirklichkeit ein Polynom, und es gilt nach dem bino-
mischen Lehrsatz

VeeR: by(z)=(1+z).
Im weiteren sei daher « ¢ N; dann sind alle ay, := (Z‘) # 0, und wir erhalten

mit (14):

ak

(&)
(k1)

Die Binomialreihe besitzt somit den Konvergenzradius 1. Wir zeigen nun:

1+ 1/k
alk —1

k+1
a—k

‘ — 1 (k — 00) .
Ak+1

(2.16) Im Intervall -1 < x < 1 gilt

[ee]

Z(Z)ﬁ = (142)".

k=0

[ Die Behauptung legt nahe, die Hilfsfunktion
f(z) := bo(z) 14+ 2)~¢

einzufithren. Wir miissen zeigen, dafl f(z) = 1 ist. Zunéchst ist f(0) = 1.
Weiter gilt

fl(a) =V (2) (1 +2)7 + ba(@)(—a)(1 + 2) 7"
=(142) (1 +2),(z) — aba(z)) .

Im Inneren des Konvergenzintervalls diirfen wir die Binomialreihe gliedweise
differenzieren und erhalten

b (z) = i (Z) kbl = i (k‘i 1) (K +1) 2"

k’=0

wobei wir (14) benutzt und am Schlufl wieder k anstelle von &’ geschrieben
haben. Die beiden Darstellungen von b/ (z) werden nun verwendet fiir die
Berechnung von

(L), (2) = 3
k=

0

(oSG -E) o

Somit ist f'(x) = 0. Es folgt f(z) =1 und damit die Behauptung. N
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Wir betrachten den Wert « :== —1 und erhalten zunéchst

Y DD G- m)) R (B
A k! k!
L 1:3-5.. .- (2k—1)
=(-1) 2% ! '
Damit ergibt sich
1 —1/2
— (14 (—t
— = (1+(-1)
o0 1-3.5 (2k — 1)
—kZ:O< 1) T (=)
=1t gt 4 gt b et (-1<t<l).

Wir machen zur Ubung noch die Probe: Aus

\/11—_75 =1+ %H th—l—?tg
folgt
% =1+ %t + §t2+ ") (1+ %t + gt%r ?73)
= 1+(% + %)H(g + i + g)t2+?t3
=1+t+ 62+,
wie erwartet. Q
Aufgaben

1. Fiir gegebene reelle Zahlen o und § wird die Folge x. rekursiv definiert
durch

. 14+, 1

>2).
Tn—2 (n_ )

To = o, =0, Ty

(a) Bestimme die Haufungspunkte dieser Folge. (Hinweis: Mit speziellen
Werten von a und [ experimentieren, bis eine Gesetzmafligkeit zum
Vorschein kommt.)

(b) Bestimme die Menge derjenigen Paare («, (), die als Anfangsdaten
ausgeschlossen werden miussen. Figur!
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2. (a) Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe

o0

o
Zm (Zi f(x)),

k=0

dabei ist a > 0 eine vorgegebene Zahl und cosht := (e! +e71)/2.
(b) Zeige: Die Funktion f geniigt der Funktionalgleichung

2
1—x

fe®z) + f(e “x)
3. (M) Der Umfang U einer Ellipse mit Halbachsen a und b ist gegeben durch

w/2 /a2 — b2
U:4a/ V1—e2sin?tdt, e = YO T
0

a

Um einen fiir kleine Exzentrizitat € brauchbaren Naherungswert fiir U zu
erhalten, kann man U nach Potenzen von & entwickeln:

U=co+ cre + coe? + c3e® + cac* + ... .

Bestimme die Koeffizienten cg bis und mit ¢4. Dabei kommen die folgen-
den Formeln zu Hilfe:

2 /2 /2 3
Vitu=1+o-2L 423, / sin tdt = =, / sindtdt = 2 .
278 . TR A 16

4. Es bezeichne a,, die Anzahl Arten, n Leute im Verhéltnis 1:2 in zwei
Gruppen einzuteilen. Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe

Zanz”:1+3z3+... )
n=0

5. Mit Hilfe der Fibonacci-Folge
ag:=0, ap =1 ap :=ap—1+ag—o (k>2)

wird folgende Potenzreihe gebildet:

Zakzk:z+22+223+3z4+5z5+.... ()
k=0
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Hiertiber ist nacheinander folgendes zu beweisen:

(a) Die Reihe (x) konvergiert mindestens fiir |z| < 1/2 und stellt dort eine
Funktion f(z) dar.

(b) Esist f(z) = 1% . ( Hinweis: Zeige (1 —z—22)f(z) = z.)
—z—z
(c) Die Funktion f besitzt eine Zerlegung der Form

A B
f(z) = 1—)\z+ 1—pz
und 148t sich daher als Summe von zwei geometrischen Reihen schrei-

ben. Dies liefert eine zweite Darstellung von f als Potenzreihe und
damit einen geschlossenen Ausdruck fir die k-te Fibonacci-Zahl ay.

6. (a) M) Die Funktion f sei in einer Umgebung von z = 0 definiert und
geniige der Funktionalgleichung
x
Ffa) = s
endlich sei f(0) = 0. Bestimme die Koeffizienten «, 3, v, ¢ in der
Entwicklung

f(x) = a+ Bz +vy2® + dz°+72* .

(b) In Wirklichkeit ist f eine Funktion der einfachen Form x —

T
cr+d’
Bestimme ¢ und d.

7. Die Folge (an)n>0 := (0,1,1,3,5,11,21,...) entsteht mit Hilfe der Rekur-
sionsformel a,, := a,_1 + 2a,_2. Bestimme den Konvergenzradius der
Potenzreihe ZZO:O anz". (Hinweis: Die Quotienten a,/a,4+1 besitzen
einen Grenzwert p. Dies ist nicht zu beweisen; es geniigt, p zu bestim-
men.)

8. Stelle ein Rekursionsschema auf, das reelle Zahlen = als Input akzeptiert
und eine gegen 2% konvergente Folge produziert. Dabei diirfen nur die
vier Grundrechenarten, also weder Logarithmen noch Fakultéten, beniitzt
werden. Schreibe ein Computerprogramm, das den vorgeschlagenen Al-
gorithmus realisiert.

1y -1
Hinweis: 2= (1- 5) .
9. Durch die Rekursionsvorschrift
1 i

=1 ntl 1= —2Zp + — >0
20 ; Intl = 52 +2n (n>0)

wird eine Folge von komplexen Zahlen z,, = x,, + iy, definiert.
(a) Berechne zg, 21, 2o.
(b) Zeige mit vollstandiger Induktion: Fiir alle n > 0 gilt z,, > 0, y,, > 0.

(c) Die z, konvergieren mit n — oo gegen eine gewisse komplexe Zahl ¢
(ist nicht zu beweisen). Berechne (.
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Die Funktionalgleichung
Die Exponentialfunktion
x©  _k
z
expz = Z o
k=0

ist fiir alle z € C definiert. Den meisten Eigenschaften dieser Funktion liegt
das folgende “Additionstheorem” zugrunde:

(2.17) Fiir beliebige z, w € C gilt

exp(z +w) = expz-expw .

[ Wir multiplizieren die beiden absolut konvergenten Reihen

X _k —y k

Pyp— Z Pp— w

expz = g o exXxpw = E 7l
k=0 k=0

miteinander und erhalten

1.
expz-expw = ZWZJ wk
MK

Fassen wir in der Doppelsumme fiir jedes r > 0 die Glieder mit k£ + j = r zu
einem Paket zusammen und summieren anschliefend tiber r, so ergibt sich:

O IS

r=0 \ k+j=r

- r! r—k k
o < w
! ( ‘ (r— k) k! )

j(z+w)" =exp(z +w),

und nach Erweiterung mit r!:

I
M]3
I

.3
Il
=)
>
Il

1
K
I

\3
I
=)

wie behauptet. N



2.5 Die Exponentialfunktion 161

Setzt man zur Abkiirzung

1 1 1 .
eXp1=1+ﬁ+a+§+..-=2€ (=2.718),

so folgt aus (2.17) fiir jedes n € N:

expn=exp(l+1+...+1)=(expl)" =¢€",
—_—

n

und durch dhnliche Uberlegungen ergibt sich weiter:
V]—)EQ: exp}—7:\q/epzep/q7
q q

was den Namen “Exponentialfunktion” hinreichend begriindet. Es liegt nun-
mehr nahe, fiir beliebige z € C zu definieren:

e ;= expz.

Wir verwenden in freier Weise abwechselnd beide Schreibweisen, je nach
typographischer Zweckmaéssigkeit.

x
e
r=et
1
| t
—1 0 1
Fig. 2.5.1

Betrachten wir die Exponentialfunktion vorerst fiir reelle ¢, so konnen wir
notieren (Fig. 2.5.1):
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(2.18) (a) Die Exponentialfunktion ist auf R positiv und streng monoton
wachsend.

(b) Fiir jedes feste ¢ € N gilt:

lim — = o0} lim e = 0.
t—oo t4 t— —00

Die Exponentialfunktion wéchst also mit ¢ — oo schneller als jede feste
Potenz von t.

[ (a) Wegen et - (e‘t/2)2 =1 gilt e > 0 fiir alle t € R. Fiir positives h ist
e =1+h+... >1 und somit

etth — et = (eh —1)e! > 0.

(b) Fiir jedes einzelne ¢ € N gilt

. $a+1
e’ > t>0),
(g +1)! ( )
und hieraus folgt
o, ¢ (t>0)
t4 " (¢g+1)! '
Der betrachtete Quotient strebt daher mit ¢ — co gegen oo . N

Die Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion bildet hiernach die reelle Achse bijektiv auf die po-
sitive reelle Achse R+ ab, und es existiert die Umkehrfunktion

(exp)™t =: log: Rso—R,

genannt natiirlicher Logarithmus (Fig. 2.5.2). Damit gelten automatisch die
Identitaten

VteR: log(e') = t, Vr € Ryg : elos? = g (1)
(siehe Beispiel 2.2.@); ferner hat man die Grenzwerte

lim logx = —o0, lim logz = oo .
r—0+ T—00
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Y |
. y=logx
/
/
1
/
/ (@]
0 45 T
y 1 e
/
Fig. 2.5.2

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (Satz (2.17 )) folgt
diejenige des Logarithmus:

(2.18) log(u-v) = logu+ logv (u, v € Ryy),
die bekanntlich dem Funktionieren des Rechenschiebers und der seinerzeiti-
gen Bedeutung der (Zehner-)Logarithmen fiirs numerische Rechnen zugrun-

deliegt: Sie verwandelt die Multiplikation in die (numerisch einfachere) Ad-
dition.

[ Mithilfe von (1) ergibt sich nacheinander
log(u - v) = log (elog“ . elog”) = log (elog “+1°g”) =logu+logv. |

Betrachte ein festes a > 0. Ahnlich wie vorher exp(p/q) = e?/? beweist man
nun mithilfe von (2.18):

log(ap/q) zgloga (peZ,qeN"),

und mit (1) folgt:
VBGQ: aP/1 = eqloga
q

Dies legt nahe, fiir beliebiges reelles x die allgemeine Potenz a* folgen-
dermaflen zu definieren:

a® = evlosa (a>0, zeR).
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Es gelten dann die iiblichen Rechenregeln:

log(a®) = zloga,
a”tv = a® - aY,

(a-b)® = a® b,

(aw)y — axy .

Wahrend die Exponentialfunktion in ihrem Wachstumsverhalten starker ist
als jede noch so hohe Potenz t +— t9, ist die Logarithmusfunktion schwécher
als jede noch so kleine Potenz z — % (a > 0):

(2.19) Fiir jedes feste o > 0 gilt

1
lim —2% — 0, lim (z% logz) = 0.
r—oo % r—0+
[ Man hat nacheinander
1 1
lim —8% oy oL g,
00 ealogm y—o0 ey o t—oo 6t
ahnlich schlieffit man bei der zweiten Behauptung. ]

Zwei Standardgrenzwerte

Fiir spatere Zwecke und zur allgemeinen Bildung berechnen wir noch zwei
Grenzwerte:

. et =1
(2.20)(a) il_)r% = 1.
n
(b) veeR:  lm (1+2)" = e
n—oo n
1 n
insbesondere gilt lim,, . (1 + ﬁ) =e.
[ (a) Aus
22 23
e=ltzt gt
ergibt sich fiir beliebiges z # 0
e —1 2 z2
=14+ 5+ =9(2).

z 21 3!
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Hier ist g eine (fiir alle z konvergente) Potenzreihe, mithin eine stetige Funk-
tion, und es folgt

e —1

lim —— = lim g(z) = g(0) = 1.
(b) Wir betrachten den Logarithmus des zu untersuchenden Ausdrucks und
haben
log(1+ %) —log1

log<1 + E) =n log<1 + E) =z
n n

Mit % =: h,, ergibt sich daher

n log(1 4+ h,) —log1
lim log(l—i—E) =z lim og(1+ /in) — log

=z log’(1) =
n—o0 n n— oo hn z Og( ) T,

wobei wir zuletzt von der Ableitung der Logarithmusfunktion Gebrauch ge-

macht haben. (1+ £)™ strebt daher gegen e”, wie behauptet. N

Hyperbolische Funktionen

In den Anwendungen treten oft gewisse “symmetrische” Kombinationen von
e” und e~* auf, die sogenannten hyperbolischen Funktionen. Wir beginnen
mit der folgenden Bemerkung: Eine Funktion f : X ~ X’ heifit gerade, wenn
gilt:

veedom(f):  f(-x) = f(),

und ungerade, wenn gilt:

V2 € dom (f): f(=x) = —f(x);

dabei wird natiirlich vorausgesetzt, dal dom (f) beziiglich 0 symmetrisch ist.
Die Potenzfunktionen z — z*, k € Z, sind gerade fiir gerades k und ungerade
fiir ungerades k. Die Potenzreihenentwicklung einer geraden (bzw. ungera-
den) Funktion im Ursprung enthélt nur Terme mit geraden (bzw. ungeraden)
Exponenten.

Jede Funktion mit einem beziiglich 0 symmetrischen Definitionsbereich 148t
sich in einen geraden und einen ungeraden “Anteil” zerlegen:

flz) = f(z) +2f(—x) N f(z) —2f(_x) |

gerade ungerade
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Fiihren wir diese Zerlegung fiir die Exponentialfunktion durch (Fig. 2.5.3),
so erhalten wir als geraden Anteil den hyperbolischen Cosinus

coshz = % (x € R)

und als ungeraden Anteil den hyperbolischen Sinus

sinhz := % (x €eR).

Diese Funktionen sind tibers Komplexe mit den entsprechenden trigonometri-
schen Funktionen verwandt und besitzen formal analoge Additionstheoreme
usw. wie jene. Mit Hilfe des “Additionstheorems” e**Y = e% . e¥ beweist man
leicht

cosh® z —sinh®z = 1 (hyperbolischer Pythagoras),
cosh(z + y) = coshx coshy + sinhx sinhy ,
sinh(z 4+ y) = sinhx coshy + coshz sinh y .

y=coshx y=sinhx

Fig. 2.5.3

Als Differenz einer streng monoton wachsenden und einer streng monoton
fallenden Funktion ist sinh streng monoton wachsend; ferner gilt

lim sinhz = +oo.
r—Foo
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Folglich existiert die Umkehrfunktion, genannt Areasinus:
(sinh)™* =: arsinh : R —R.

Uberraschenderweise 148t sich arsinh durch “schon bekannte” Funktionen
ausdriicken. Aus y = sinh z folgt ndmlich nacheinander

2u=e® —e ", e — e —1=0, e =y+\y?+1.

Da jedenfalls e® > 0 ist, mufl hier das obere Zeichen zutreffen, und wir
erhalten z = log(y + y/y? + 1) ; das heifit, es gilt

arsinhy = log(y + Vy?2+ 1) (y eR).

Auf dem Intervall R>o wéchst

x +— coshx = Vsinh?x + 1

(als Zusammensetzung von wachsenden Funktionen) streng monoton von 1
bis oo und besitzt somit daselbst eine Umkehrfunktion Areacosinus:

(cosh)™! =: arcosh : Rs; — Ry,
die sich ebenfalls durch Logarithmen ausdriicken l&f3t. Man erhélt

arcoshy = log(y + Vy? — 1) (y>1).

Wir definieren schliefllich noch den hyperbolischen Tangens (Fig. 2.5.4) durch

sinh x et —e *

tanhz = = )
coshx et +e
Aus )
2 — 2T
tanhx =1 — B
14+ e 22

folgt: Der Graph des hyperbolischen Tangens néhert sich mit x — oo “expo-
nentiell” der Asymptote y = 1. Fiir die Umkehrfunktion Areatangens

(tanh)™' =: artanh : -1, 1[ - R
erhalt man . .
+y
tanhy = —log —— —-1l<y<l).
artanhy 5 og 1—y ( Y )
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y=tanhx

Fig. 2.5.4

Von seinem Charakter her eignet sich der hyperbolische Tangens besonders
zur Modellierung von Vorgangen, bei denen eine seit Urzeiten bestehende
Situation evolutionar in eine andere dauerhafte Situation iibergeht.

Die cis-Funktion

In Abschnitt 1.7 wurde (vorldufig) als handliche Abkiirzung die Schreibweise
cost+isint =: e

eingefithrt. Wir miissen zum Schluf} zeigen, da3 das mit den jetzigen defini-
tiven Vorstellungen iiber die Exponentialfunktion konsistent ist; in anderen
Worten: Wir miissen die sogenannte cis-Funktion

cis:  t s e (teR)
(‘cis’ fiir ‘cos +isin’) untersuchen.
Da die Exponentialreihe reelle Koeffizienten besitzt, gilt fiir beliebige z € C:
eXpz = exXpz .

[ Ist ar = ay, fiir alle k > 0, so folgt

o] o o]
g apz® = E ayp ¢ = E apzk . N

Hieraus ergibt sich fiir beliebige reelle t:

.2 . JR— . o . .
|6’Lt‘ :ezt_ezt:ezt'eztzezt_e zt:e[]:l;

die Punkte e liegen somit auf dem Einheitskreis D = {z € C | 2| =1}
der komplexen Ebene. Es gilt aber noch mehr:
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Fig. 2.5.5

(2.21) Die Funktion cis : t — e wickelt die reelle t-Achse lingentreu auf
den Einheitskreis 0D auf.

[ Wir betrachten fiir ein beliebiges, aber festes ¢, 0 < ¢t < 2, das Intervall
[0,¢] C R und sein Bild v C dD. Die Bildmenge = ist ein bei 1 beginnender
Bogen auf 0D. Teilen wir das Intervall [0,¢] in N gleiche Teile (Fig. 2.5.5),
so bestimmen die Bilder der Teilungspunkte ¢, := kt/N (0 < k < N) ein
Sehnenpolygon vy mit Eckpunkten

25 = elte — ezkt/N ]

Die Lange einer Teilstrecke ist gegeben durch

|2k+1 — 2k = et/N 1

)

Gik+1)E/N _ eikt/N‘ _ Gt/N _ 1‘ _

ezkt/N’

unabhéngig von k, so daf sich die Lange des ganzen Sehnenpolygons berech-
net zu

e“/N—l‘ _ eit/N_l'

L(yn)=N W

Hieraus folgt mit (2.20)(a) und (2.7):

L(y) = lim L(yy) = t;

N—o0

das heifit: Die von 1 bis e lings D gemessene Bogenlinge betriigt gerade
t, wie behauptet. N
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Bogenlinge=t

_ sint
=cost+1isint St

=~

Fig. 2.5.6

Hiernach ist e der Punkt auf D mit dem Argument (Polarwinkel) ¢, also
der Punkt cost+isint (Fig. 2.5.6), in Ubereinstimmung mit unserer fritheren
Vereinbarung. Wir haben damit einen neuen Zugang zu den trigonometri-
schen Funktionen gewonnen. Sie sind mit der Exponentialfunktion (nicht nur
formal, sondern tatséchlich) verkniipft durch die Eulerschen Formeln

‘ it 1 it
cost = Re(e") = %,
_ oit _ o—it
sint = Im(e') =
(%) 27

Cosinus und Sinus stellen also im wesentlichen den geraden und den ungera-
den Anteil der Funktion ¢ — e dar. Aus

it)?  (it)®  (it)*

@2, @, @,

o T3 T

=1+id+

ergeben sich durch Trennung von Real- und Imaginéarteil die folgenden fiir
alle t € R konvergenten Potenzreihen von cos und sin:

2t > t2ﬂ
cost = 1— EJFZ — Z ,
7=0
t3 t5 t oo ]t2]+1
int =%t——+4+ —
S T Jz% (2 + 1)
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Aufgaben

1. Auf einem Taschenrechner stehen nur noch die Tasten , EI, ,
17 und zur Verfiigung. Berechne (mit akzeptablem Aufwand) eine

X
brauchbare Approximation fir e.

2. () Es sei c:= % + 4. Dann ist

vt 2(t) = (—oo <t < o0)
eine Kurve in der z-Ebene.
(a) Bestimme die Momentangeschwindigkeit z(t) des laufenden Punktes.

(b) Werden die Geschwindigkeitsvektoren Z(¢) im Ursprung angeheftet,
so bilden ihre Spitzen eine neue Kurve 4 (den Hodographen von 7).
In welcher geometrischen Relation stehen + und # zueinander?

(c) Zeichne die beiden Kurven ~ und 4.

3. Es sei
fol@) =2,  foyi(2):=e"@ (n>0).

Berechne lim,_, o, f4(x).

4. Fritz macht sich hinter eine volle Literflasche Whisky seines Vaters. Er
trinkt immer wieder einen minimalen Bruchteil A des Inhalts und fiillt mit
Wasser nach, bis schliefilich die Whiskykonzentration in der Flasche auf
< 1/2 gesunken ist. Wieviel Liter Whisky und wieviel Liter Wasser hat
Fritz dabei im ganzen getrunken? Berechne die Grenzwerte fiir A — 0.

5. Produziere eine Funktion ¢ — f(¢) (¢ > 0), die fiir ¢ — oo schneller
wéchst als jede Potenz t", n > 0, aber langsamer als irgendwelche Expo-
nentialfunktionen e, A > 0.

6. Jemand berechnet e71? (~ 5-107°) mit Hilfe der Exponentialreihe und
beriicksichtigt alle Glieder bis und mit 103®/38!. Wieviel signifikante
Dezimalstellen erhilt sie ungefihr? (39! ~ 2 - 10%°)

7. Vergleiche das Wachstum der drei Funktionen
) =tV () = (log )5, A(t) = exp(VE/ log1)

fir t — oo. (Hinweis: Betrachte die Logarithmen von f, g und h.)
8. Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe Y ;7 (1 — tanh(ka))z" .

9. Produziere eine Funktion f: Rsg — Ry, fiir die gilt

F(F) = Vt.
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10. (a) Bestimme die simtlichen komplexen Losungen der Gleichung

11—

exp =1.

(b) Bestimme die kleinstmdogliche Kreisscheibe um 0 € C, die alle Losun-
gen dieser Gleichung enthélt. Figur!

11. M) Wieviel gibt, sinngemisB, cos(ilog2) ?



