Integralrechnung

4.1 Der Integralbegriff

Die “Integralrechnung” besteht eigentlich aus zwei Teilen: einem begrifflichen
Teil und einem Kalkiil. In diesem ersten Abschnitt geht es um eine allgemein
verwendbare Auffassung des Integrals als Grenzwert von Riemannschen Sum-
men, und im zweiten Abschnitt beweisen wir den Hauptsatz der Infinitesimal-
rechnung, der die Integralberechnung in eine sozusagen algebraische Aufgabe
verwandelt. Daraus ergibt sich dann ein Kalkiil, eben die “Technik des Inte-
grierens”. Diesen Kalkiil behandeln wir in den Abschnitten 4.3-4.5, und in
Abschnitt 4.6 wenden wir das bis dahin Gelernte auf Differentialgleichungen
an.

Volumenmessung

Der Integralbegriff stiitzt sich ganz wesentlich auf die Volumenmessung im
R™ n >1. Wir beginnen daher mit einigen Feststellungen betreffend das
“n-dimensionale Maf}”, von den Mathematikern Lebesgue-Maf} genannt.

Ohne das weiter zu hinterfragen, gehen wir davon aus, dafl jeder verninftige
Bereich (Menge) B C R™ ein wohlbestimmtes (n-dimensionales) Maf3 oder
Volumen y(B) > 0 besitzt. Wie man dieses Volumen im Einzelfall berech-
net, werden wir noch sehen; fiir “einfache Korper” stehen uns natiirlich die
Formeln der Elementargeometrie zur Verfiigung.

Bsp: (Fig. 4.1.1-2)
N([a’b]) = N(}avb[) =b—a,

D= {(z,y) eR? |2 +y* <1} = puD)=m,
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a
al
Fig. 4.1.2
1
B = {(x,y,z) e R? ‘ T1,%9,23 >0, x1+ 22+ 23 < 1} = u(B)= G’
3
u([al,bl] X [ag,bg] X [ag,bg]) = H(bl —ai) .
=1

Das Maf} u besitzt folgende charakteristischen Eigenschaften:

e Monotonie:
By C By - ,U,(Bl) < /,L(BQ) .

e  Additivitat: Fiir beliebige Mengen Bi, By gilt
(B U Bz) < u(Bi) + p(Bz)
(Fig. 4.1.3). Sind B; und B; disjunkt, so hat man sogar
w(B1UBz) = u(By) + pu(Bz) .

e  Bewegungsinvarianz: Wird B durch eine Bewegung des R™ (Translation,
Drehung, . ..) in eine neue Lage B’ gebracht, so ist u(B’") = u(B).
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Fig. 4.1.3

Ist B C R™ und p(B) = 0, so nennt man B eine (n-dimensionale) Nullmenge.
Nullmengen konnen bei der Integration vernachlafligt werden. Endlich viele
Punkte bilden immer eine Nullmenge. Eine verniinftige ebene Kurve ist
eine zweidimensionale Nullmenge. Wird diese Kurve aber als “eindimen-
sionales Objekt” aufgefaBlt, so hat sie eine durchaus interessante positive
Linge. Analog ist eine verniinftige Fliche im R? eine dreidimensionale Null-
menge; als “zweidimensionales Objekt” aufgefafit hat sie aber einen posi-
tiven Flacheninhalt. Allgemein ist der Rand 0B eines verniinftigen Bereiches
B C R" eine n-dimensionale Nullmenge, und es kommt fiir das Maf} dieses
Bereiches nicht darauf an, ob dB einbezogen ist oder nicht.

(1) Wir zeigen, daB sich der Einheitskreis 9D C R? durch endlich viele
Rechtecke beliebig kleiner Gesamtflache iiberdecken 1afit. — Betrachte fiir
ein beliebiges n > 2 das Rechteck R der Figur 4.1.4. Es gilt

u(R) = 2sin = (1 — cos E) = dsin = sin® —
n n n 2n

0 \> 3
<4-— =) =—.
- n < 2n ) n3
Da n derartige Rechtecke den Einheitskreis 0D tiberdecken, ist

3 7.‘.3

T
poD) snz =5,

und das kann nur dann fiir beliebige n zutreffen, wenn p(9D) = 0 ist. O

oD D R
{7/n

Fig. 4.1.4
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Weiter: Stoflen zwei im iibrigen disjunkte Bereiche By, Bs liangs einer niedri-
gerdimensionalen “Seitenflache” zusammen (Fig. 4.1.5), so sagen wir, B; und
Bs seien fast disjunkt. Es gilt dann immer noch

1(B1U B2) = p(B1) + u(Bz) -

Fig. 4.1.5

Die Idee des “Integrals”

Nun zum eigentlichen Problem! Es geht darum, gewisse analytische, geome-
trische oder physikalische Groflen © als “Integral” einer Funktion f: X ~ X/
iiber einen Bereich B C dom (f) aufzufassen:

o= /B fdp= /B F(2) dpa) - (1)

Die Funktion f ist als eine rdumlich oder zeitlich (‘¢’ anstelle von ‘z’)
veranderliche “Intensitat” zu interpretieren, und das Integral © ist die von
f auf B erzielte “Gesamtwirkung”. Wir geben einige Beispiele fiir derartige
Groflen ©:

e die Fliche zwischen der ¢-Achse und einer Kurve y = f(t) (a <t <b);

e das Volumen eines Erdhaufens auf dem Areal B C R2?, bei gegebener
variabler Schiitthohe z = f(z,y);

e die Lénge einer Kurve 7: ¢t — x(t) (¢ < t < b) in der Ebene oder
im Raum (“Léngenintensitét” ist die Absolutgeschwindigkeit v(t) :=
[%(t)]);

e das Volumen p(B) eines n-dimensionalen Bereiches B C R™ (“Volu-
menintensitat” ist die Funktion = 1).

e die Gesamtmasse eines Korpers B C R? von variabler Dichte p = p(x),

analog: die auf B sitzende Gesamtladung einer kontinuierlichen La-
dungsverteilung;

e das Triigheitsmoment eines Korpers B C R? beziiglich einer kérperfesten
Achse q;
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e die Arbeit eines Vektorfeldes langs einer Kurve;

e der Fluf} eines Vektorfeldes durch eine Flache.

Spéater wird es darum gehen, derartige Integrale in endlich vielen Schritten zu
berechnen, wenn die Funktion f als Ausdruck und der Bereich B etwa durch
Ungleichungen gegeben sind. Dies ist die “Technik des Integrierens”. Oft
hilft sie allerdings nichts, und man ist auf numerische Methoden angewiesen.

Vom Ansatz her sollte das Integral (1) die folgenden Eigenschaften besitzen:

(a) Linearitat beziiglich f:

[t sau=[ faws [ ean. [ @nin=a [ sin,

(b) Additivitét beziiglich B:

w(B1NBy)=0 — fdu = fdup+ fdu,
B1UB; B; Ba

(¢) Bezug zur Volumenmessung: Ist f(x) > 0, so gilt

/deﬂ = u(Kps) ; (2)
dabei bezeichnet
Kpy:={(x,y)|x€B, 0<y< f(x)} CR"™

(Fig. 4.1.9) den “Kuchen” mit “Grundfliche” B C R™ und oberem Ab-
schlul G(f).

Wendet man (c) auf die Funktion f(x) =1 an, so ergibt sich

(@) [ = (B [0.1) = p(B) -1 = ().

und das ist nicht so banal, wie es aussieht: Von rechts nach links gelesen,
stellt diese Formel das Volumen p(B) als Integral dar und ermdglicht damit,
beliebige Volumina mithilfe des Integralkalkiils zu berechnen.
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Riemannsche Summen

Vorderhand ist das Integral (1) noch eine sehr pauschale, fiir positive f durch
(2) definierte Groe. Um nun an die “Feinstruktur” von (1) heranzukom-
men, betrachten wir Zerlegungen Z des Integrationsbereichs B C R” in
endlich viele Teilbereiche By (1 < k < N), die untereinander hochstens
“Seitenflichen” gemeinsam haben (Fig. 4.1.6). Wir schreiben dafiir

N
Z. B :UBk.
k=1

Fiir derartige Zerlegungen gilt

Fig. 4.1.6

Wir benétigen noch das folgende handliche Messinstrument: Fiir eine be-
liebige nichtleere Menge M C R™ heifit

diam(M) := sup{|z —2'| | z,2" € M}

(Fig. 4.1.7) der Durchmesser von M. Der Durchmesser eines Intervalls ist
dessen Lange, der Durchmesser eines Kreises ist dessen Durchmesser, und ein
Wiirfel der Kantenliinge a besitzt den Durchmesser v/3 a.

Wird ein Bereich B wie angegeben in Teilbereiche By zerlegt, so nennen wir

11Sr}€anN diam(By) =: §(2)

das Korn der betreffenden Zerlegung Z (Fig. 4.1.8).
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Fig. 4.1.7

T fﬁ
L
i

Fig. 4.1.8

Zur Veranschaulichung wihlen wir im weiteren n := 2. Es sei also B C R?
ein beschrankter ebener Bereich und

f: B—Rxp, x —y = f(x)
eine stetige Funktion, die wir der Einfachheit halber als lipstetig voraussetzen:
vx,x' € B: |f(x)—f(x)] < Olx—x]. (3)

Der Graph G(f) C R ist eine schlicht iiber B liegende Fléche, und [, f dp ist
definitionsgemaf das Volumen (=: V') des zwischen B und G(f) eingeschlosse-
nen Kuchens Kp ;. Um dieses Volumen approximativ zu berechnen, wéhlen
wir eine ganz beliebige Zerlegung Z von B in kleine Teilbereiche By und in
jedem Teilbereich einen “Meflpunkt” xj. Innerhalb eines einzelnen By ist f
fast konstant, das heifit: Es gilt

Vx € By : f(x) = f(xx) -

Genauer: Besitzt die gewahlte Zerlegung das Korn 0(Z) =: 4, so sind die
Distanzen innerhalb eines Bj hochstens gleich § (Fig. 4.1.10), und es gilt
wegen (3):

Vx € By : lf(x) — f(xx)] < CO



8 4 Integralrechnung

bzw.

f(xe) = Co < f(x) < f(xx) +C0 .

Bezeichnen wir das zu By, gehorige Teilvolumen mit Vj, so liegt daher Vj, zwi-
schen den Volumina der beiden prismatischen Koérper mit der Grundfliche
By, und der Hohe f(xy) — C6 bzw. f(xi)+ Co (Fig. 4.1.11). Es gilt somit
approximativ

Vie = f(xx) u(By) (4)

und genau

(f(xk) = C8) w(Br) < Vi < (f(xx) + C8) u(Br) -

Summieren wir dies iiber k, so ergibt sich wegen

S uBy)=pB), D> Vi=V
k=1 k=1

die folgende Eingabelung des Gesamtvolumens V':

> Fxk)u(Bi) — Cou(B) <V < Y f(xi)u(By) + Cou(B)
k=1 k=1
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g(f) fxp) +C6
L Jox) — C6
f(x)
Bk o Xk‘ 0
Fig. 4.1.11

was wir auch in der Form

schreiben kénnen. Die letzte Beziehung 148t sich folgendermafien interpretie-
ren: Die Riemannsche Summe

N
> fxi)u(By)

k=1

ist ein Naherungswert fiir das gesuchte Volumen V und damit fir das ange-
peilte Integral [, f dpu:

[ fdn =Y sexntBe). (5)
B k=1

und zwar ist der Fehler < Cou(B). Ist also eine Fehlerschranke (Toleranz)
e > 0 vorgegeben, so miissen wir das Korn § der verwendeten Zerlegung Z
so klein wéhlen, dafl Cou(B) < e wird, und sind dann sicher, daf der Fehler
in der Approximation (5) hochstens & betrégt.

@ Wie wir spéter zeigen, hat die Flache A zwischen dem Intervall I :=
[1,2] der x-Achse und der Kurve y = 1/z (Fig. 4.1.12) den Wert log 2.
Wir wollen diese Fliche mit einem Fehler < 102 berechnen und benétigen
hierzu eine (auf I giiltige) Lipschitz-Konstante C' der Funktion f(z) := 1/x.
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y=1/x

Fig. 4.1.12

Fiir z > 1 ist |f'(x)| = 1/2? < 1; somit gilt nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, Version (3.7):

Vo, o' >1: |f(z) = f(@)] < |z 2],
und C :=1 ist 0.k. — Wir miissen nun das Korn § so klein wahlen, daf3
Cou(I)=1-5-1<102
wird. Es geniigt daher, das Intervall I in hundert gleiche Teile

k—1 k
Iy = [T+ 1+

— < k<
100 100 (1= k=< 100)

zu teilen und als Mepunkte zum Beispiel die rechten Endpunkte der I zu
nehmen:

k
=14+ — 1<k<1 .
T Tip (s ks100)
Wir haben dann
100 100 1 1 00
A= Iy) = _— — = —— = 0.69065 .
D fa) () Z1+l-c/100 100 ZlOO+k:
k=1 k=1 k=1
(Der Tabellenwert ist log 2 = 0.69315. .. .) O

Das Integral als Grenzwert von Riemannschen Summen
Wir wiederholen das (vor diesem Beispiel) zuletzt Gesagte nocheinmal: Ist

in der betrachteten Situation eine beliebig kleine Toleranz ¢ > 0 vorgegeben,
so gilt fiir jede Zerlegung

N
Z. B:UBk
k=1
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mit einem Korn

die Beziehung
N
‘/ fdp = fea)u(Br)| < e (6)
B k=1

Das ist aber nichts anderes als die verbale Beschreibung des Faktums

N

[ ran =t 2 ) ()

Die rechte Seite dieser Gleichung, also der Grenzwert der Riemannschen Sum-
men flr immer feinere Zerlegungen, heifit Riemannsches Integral der Funk-
tion f iiber den Bereich B.

Aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen definieren wir nunmehr allge-
mein, das heif3t: fiir beliebige beschrankte B C R™ und beliebige f: B — X:

N
/B F)du(x) == tim S Fxe) u(By) - (7)
k=1

5(2)—0

Der Ubergang von den Riemannschen Summen zum Integral ist von den
typographischen Metamorphosen

S o [ ) — I B — de)
k=1 B

begleitet. Der in der Analysis fiir manches herhaltende Buchstabe ‘d’ vor
einer Variablen will hier die Idee: “ein kleines Bifichen von dem Betreffenden”
vermitteln — du(x) also die Idee: “ein kleines Bifichen Volumen an der
Stelle x”; man nennt das auch ein Volumenelement. Die folgenden ein-
facheren Schreibweisen sind allgemein tiblich: Fiir Volumenelemente auf der
Zahlengeraden R! schreibt man kurz dz, dt, ... anstelle von du(x), du(t), .. .;
“Flichenelemente” in R? werden oft mit dA bezeichnet (‘A’ fiir englisch area;
der Buchstabe F' ist sonst schon {iberstrapaziert), und fiir dreidimensionale
Volumenelemente schreibt man gern dV'.

In dieser Weise angeregt kann man die Beziehung (4) umschreiben in
dV = f(x)dA

und erhalt direkt

V:/dV:/Bf(x)dA. (8)
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Bei dem zuletzt vollzogenen “Kurzschluf3” handelt es sich nicht um einen
Beweis, sondern um eine von der Anschauung unterstiitzte Manipulation
von Symbolen, die sich bewéhrt hat. Es ist eine Art Stenographie fiir den
umstandlicheren Vorgang mit den Zerlegungen Z und kann jederzeit in jenen
zuriickiibersetzt werden. Wir werden im Gebrauch dieser Stenographie noch
einige Ubung erlangen.

Aus (7) folgt mit Satz (2.10): Ist Z. eine Folge von immer feineren Zerlegun-
gen:
lim 6(2,) =0,

n—0o0

und wird fiir jedes n eine zu Z,, gehorige Riemannsche Summe 3,, berechnet,
so gilt

lim 5, — /B £(x) du(x) (9)

n—oo

(2 (Forts.) Wir haben vorher einen Niherungswert fiir das Integral

1
A = / —dzx
[1,2] £

bestimmt und wollen nun auch den exakten Wert kennenlernen. Hierzu ver-
wenden wir eine geeignet gewahlte Folge Z. von Zerlegungen des Intervalls
[1,2], und zwar teilt die Zerlegung Zx das Intervall auf einer logarithmischen
Skala in NV gleiche Teile (Fig. 4.1.13). Wir setzen also

vy = 2N (0<k<N)
und erzeugen damit die ungleich langen Teilintervalle
I = [zp_1, k] (I1<kE<N).
Das Teilintervall I besitzt die Lange
diam(Iy) = p(Iy) = zp — xpp—1 = 257DV (VN —1) <2 (2V/N —1) .
Folglich ist das Korn 6(Zy) < 2(21/N — 1), und wegen
Jim (2Y% —1) =lim (2~ 1) =0

gilt limy o §(Zn) = 0, so daf wir (9) anwenden diirfen.
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Wir wahlen als MeBpunkte die linken Endpunkte der I und berechnen die
zugehorigen Riemannschen Summen Xy :

Flap—1) plle) =) ! (Th = Tpo1) = D < o 1>

Lo Lo
1 k=1 k1 k=1 \“k—1

N

I
E

e
Il

(2N —1) =N (2N -1),

I
WE

e
Il
—

denn alle N Summanden haben denselben Wert (das ist der Witz der ge-
wéhlten Zerlegungen). Nach (9) erhalten wir daher

LN 6log2/N -1
A= Jim (V@R =1) = Jim =
tlog2 _ 1
= lim . log?2,
t—0 t
wie behauptet. O

Wir haben in unseren Uberlegungen vorausgesetzt, daf f stetig ist, ja sogar
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Das ist in Wirklichkeit nicht nétig. Fiir
die Existenz des Grenzwerts (7) geniigt es, wenn f beschrankt und fast iiberall
stetig ist, das heifit: nur eine Nullmenge X C B von Unstetigkeitsstellen
aufweist. Ein f: R ~ R darf also isolierte Sprungstellen haben, ein f: R? ~
R langs einer Kurve sprungartig von 1 auf 0 abfallen usw.

Um das einzusehen, tiberlegen wir folgendermaflen, wobei wir in Fig. 4.1.14
den eindimensionalen Fall B C R darstellen: Es sei

VeeB: |f(x)] < M,

und es sei eine Fehlerschranke ¢ > 0 vorgegeben. Wird B hinreichend
fein unterteilt, so ist das Gesamtmafl derjenigen By, die die Nullmenge X
der Unstetigkeitsstellen treffen, kleiner als £/(4M). Die Schwankung von
f auf einem derartigen “schlechten” By ist jedenfalls < 2M. Der von den
schlechten By, herrithrende Volumenfehler (in der Figur durch die schmalen
hohen Rechtecke reprisentiert) betrigt daher insgesamt hochstens
€ €
2M - oL 3

Auf der Vereinigung der iibrigen (der “guten”) By ist f stetig. Wenn man
sie eventuell weiter unterteilt, kann man erreichen, dafl die Schwankung von
f in jedem einzelnen von ihnen < &/ (2/1,(3)) wird. Der von einem guten By,
herrithrende Volumenfehler betrigt dann hochstens
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Fig. 4.1.14

so daf} die guten Bj insgesamt hochstens

S X M) < () -

gute By

zum Gesamtfehler beitragen. (Dieser Beitrag wird in der Figur durch die
Gesamtflache der kleinen Rechtecke représentiert.)

Durch hinreichend feine Unterteilung konnen wir daher (6) garantieren, auch
wenn f gewisse Unstetigkeitsstellen aufweist.

Geometrische und physikalische Grossen, die sich als Integral
auffassen lassen

Bevor wir eine allgemeine Methode zur Berechnung von Integralen angeben,
wollen wir verschiedene der zu Beginn dieses Abschnitts erwdhnten geometri-
schen oder physikalischen Groflen tatséchlich als Integrale auffahren lassen.

e Ohne weiteres ist klar: Der zwischen der z-Achse und dem Graphen G(f)
einer Funktion f: [a,b] — R>( eingeschlossene Fldcheninhalt A ist darstell-
bar in der Form
A= flx)dx .
[a,b]
Nimmt f beiderlei Vorzeichen an (Fig. 4.1.15), so werden in dem Integral

N

/[a’b] f(z)dx = 5(12171520 2 1f(mk),u([k)
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die unterhalb der z-Achse liegenden Fliachenstiicke automatisch negativ ge-
rechnet.

o o N

Fig. 4.1.15

Wir haben oben die approximative Beziehung (4) symbolisch umgewandelt
in (8). Analog haben wir hier

Ay, = f(an) p(lx)
(Figur 4.1.16 links) und abgekiirzt
dA = f(z)dx
(Figur 4.1.16 rechts). Die letzte Formel ist nicht eine obskure Beziehung

zwischen “unendlich kleinen Gréflen”, sondern — wie schon gesagt — ein
Stenogramm fiir einen ausfiihrlicheren Gedankengang.

y=f(z) y=f(V
Ay dA

dx €T

Fig. 4.1.16

e Wir betrachten weiter die Gesamtmasse eines dreidimensionalen Korpers
B der variablen Dichte p(-). Wird B in sehr kleine Teilbereiche By, zerlegt
(Fig. 4.1.17), so ist p(-) auf jedem einzelnen By, fast konstant. Die Masse my,
von By, ergibt sich somit approximativ zu

my = p(xk) (Bx) , (10)
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wobei x; € By ein beliebig gewahlter Mefipunkt ist. Die Gesamtmasse m
148t sich daher wie folgt approximieren:

N
m=meé;meMimemw,

und zwar ist der Fehler an beiden =-Stellen umso kleiner, je feiner die Zer-
legung Z ist. In anderen Worten: “Im Limes” gilt das Gleichheitszeichen,
und die gesuchte Gesamtmasse erscheint tatsachlich als Integral:

m = [ o) dul) (1)
B

Sy

Fig. 4.1.17

Nach einiger Ubung in diesen Dingen wird man ohne viel Federlesens anstelle
von (10) schreiben:
dm = p(x) dp(x)

(oder kiirzer: dm = pdV') und dann gleich zu (11) kommen.

e Eine Konfiguration von endlich vielen Punktmassen my (1 <k < N) an
den Stellen x;, € R? (Fig. 4.1.18) besitzt den Schwerpunkt

N
_ D1 MXk

N
> k=1 Mk

Diese Formel ergibt sich aus der Momentenbedingung

S

M) =

mi(xx —s) = 0;
k=1

siehe dazu auch Beispiel 1.6.(2).



4.1 Der Integralbegriff 17

my

Xk—s Xl

Fig. 4.1.18

Wir betrachten nun einen Bereich B C R”, den wir uns mit Masse der Dichte
1 belegt denken. Ein derartiger Bereich besitzt ebenfalls einen Schwerpunkt
s, und zwar héngt s nur von der “Geometrie” von B ab. Um an diesen
Schwerpunkt heranzukommen, zerlegen wir B in sehr kleine Teilbereiche By,
die wir dann als Punktmassen der Masse u(Bj) an Stellen x; € Bj auf-
fassen konnen (Fig. 4.1.19). Wir schreiben nun fiir dieses Massensystem die
Momentenbedingung an:

N

> u(By) (xk —s) = 0,

k=1

und bringen das auf die Form

(iM(Bk)

Fig. 4.1.19

Fiihren wir hier den Grenziibergang 6(Z) — 0 durch, so ergibt sich

u(B)s = [ xdu(x), (12)
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wobei hier rechter Hand die vektorwertige Funktion
f(x) = x

iiber B integriert wird. Der Anschaulichkeit halber denken wir uns das im
(z,y,z)-Raum und schreiben dV anstelle von du(x). Indem wir (12) “ko-
ordinatenweise” lesen, erhalten wir dann fiir die Koordinaten &, 7, ¢ des
Schwerpunkts s:

1 1 1
fzm/f‘”’ ":m/BW’ CZm/B“W'

e Rotiert die in der (p, z)-Halbebene gezeichnete Kurve

v: op=f(z) (a<z<0D)

um die z-Achse (Fig. 4.1.20), so entsteht eine Rotationsflache S. S ist Mantel-
fliche eines Rotationskérpers K, dessen Volumen V := p(K) nun berechnet
werden soll.

Fig. 4.1.20
Hierzu zerlegen wir das Intervall I := [a,b] in kleine Teilintervalle
I := [zk-1, 2k | (I1<kE<N).

Die zwei Ebenen z = z,_; und z = 2 schneiden aus K eine kreisrunde flache
Scheibe heraus, deren Volumen Vj, approximativ gegeben ist durch

Vi = 7 (f(z1))” (21 — 2z1) = 7(F () L) -
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Man konnte dies wie seinerzeit (4) durch eine Fehlerabschétzung prézisieren.
Wir machen aber lieber gleich weiter und summieren iiber k; es ergibt sich

Vo= Y (F) ) -
k=1

(S B C__ 0

Der Grenziibergang §(Z) — 0 macht aus dem ‘=’ ein ‘=" und aus der
rechten Seite ein Integral, und zwar erhalten wir die folgende Formel:

V = 77/ (f(z))2dz
[a,b]
Der schnellste Weg zu dieser Formel geht iiber
av = 7 (f(2)) dz,
was man direkt der Figur 4.1.21 entnimmt.

z

5,

Fig. 4.1.21

e Wir betrachten noch einen Rotationskérper K in folgender Disposition:
Gegeben ist eine positive Funktion

z=[f(p) (0<p<R),

und K entsteht durch Rotation des Profils
P = {(pz) | 0<p<R,0<2<f(p)}

um die z-Achse (Fig. 4.1.22).

Um das Volumen von K zu bestimmen, wahlen wir von Anfang an den
schnellen Weg. Wir betrachten also ein “infinitesimales” Teilintervall von
I := [0,R] der Breite dp im Abstand p von der Achse. Der auf diesem
Intervall stehende infinitesimale Streifen von P hat die Flache

dA = f(p)dp
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z

>
p
- Cd
z=f(p) Sl
dA
flp) C
0 ;\dp J‘Q g
Fig. 4.1.22

und produziert bei der Rotation eine zylindrische Hiilse vom Umfang 27p
und somit vom Volumen

dV =2mpdA =2mp f(p)dp .

Fir das Volumen von K erhalten wir daher die Formel

vV = 27T/ p f(p)dp .
[0.R]

e Rotiert eine Punktmasse m mit Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse,
so ist ihre Absolutgeschwindigkeit v gegeben durch v = pw, wobei p den
Abstand von der Drehachse bezeichnet (Fig. 4.1.23), und deren kinetische
Energie durch

1 1
T= §mv2 = §mp2w2 . (13)
Man nennt
0 :=p’m

das Tragheitsmoment des rotierenden Massenpunktes beziiglich der z-Achse.
Mit Hilfe dieses © konnen wir anstelle von (13) schreiben:

1
T = 5@&]2

Wir betrachten jetzt einen Korper K C R3, rotationssymmetrisch oder nicht,
der zur Rotation mit Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse vorgesehen ist.
K sei homogen mit Masse der Dichte m* belegt. Ein Volumenelement dp(x)
an der Stelle x besitzt dann die Masse dm = m* du(x), das Tragheitsmoment

dO = p*dm = m* p*(x) du(x)
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Fig. 4.1.23

und folglich bei der Winkelgeschwindigkeit w die kinetische Energie

1 1
dT = §w2 de = §w2m*p2(x) du(x) .

Die kinetische Gesamtenergie hat somit den Wert

7= [ar =gt [ a0t (14)

Die Grofle
0 = m’ / P2 (x) du(x)

K
= m*/(x2+y2)dV
K

(esist ja p(x) = \/x? + y? ) heifit Tragheitsmoment des Korpers K beziiglich
der z-Achse. Mit dieser Abkiirzung schreibt sich (14) in der Gestalt

1
T = 56&)2,

und der Vergleich mit (13) zeigt erstens: Das Tragheitsmoment ist das fiir
die Drehbewegung mafigebende Analogon zur Masse, und zweitens: Die
kinetische Energie ist, unabhéngig von der Gestalt von K, proportional zum
Quadrat der Winkelgeschwindigkeit w.

(3 Es soll das das Trigheitsmoment eines Vollzylinders beziiglich seiner
Achse berechnet werden. Gemeint ist ein Kreiszylinder vom Radius R, der
Hohe h und der Dichte m* := 1; Achse sei die z-Achse.
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Betrachte ein infinitesimales Intervall dp im Abstand p von der z-Achse. Zu
diesem Intervall gehort eine zylindrische Hiilse (Fig. 4.1.24) vom Volumen

dV =27mp-hdp,

und alle Punkte dieser Hiilse haben denselben Abstand p von der Drehachse.
Die Hiilse besitzt daher das Tragheitsmoment

dO = p*dm = p* m* dV = 2rhp® dp,

und das Tragheitsmoment des ganzen Zylinders wird

@:/d@:%h/ pdp .
[0,R]

z
D
h
dp
0 2 p
p R
Fig. 4.1.24

Wir wollen nun dieses Integral tatséchlich ausrechnen. Hierzu teilen wir das
Intervall I := [0, R] durch die Punkte

R
Pk ::kﬁ (0<k<N)

in N gleiche Teile Iy, := [ pg—1, pr | der Lange u(I;) = R/N (Fig. 4.1.25). Die
zu dieser Zerlegung von I gehdrigen Riemannschen Summen ¥y haben die

Form
N N R R4 N
Sn =Y Fenl) =Yk 5 = (5) 2K
k=1 k=1 k=1

I,
(k—1)R/N pe=kR/N

Fig. 4.1.25
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Die Summe der ersten N Kubikzahlen ist (zufélligerweise) gleich dem Qua-

drat der Summe der ersten N Zahlen selber, das heifit: Es gilt

k3 = <LN+1))2 = iN4<1+i>2 :

] =

2 N
k=1

Damit ergibt sich

R4 1?2

und folglich wegen (9):

4
/ p2dp = lim ZN:R—,
[0.R] 4

N—oo

so daf3 wir schliefllich erhalten:

o — 7th4'

[\

e Wir betrachten eine Kurve

v:o teat) = (z(t), y(t)) (a<t<b)

in der Ebene, wobei wir die Funktion z(-) stetig differenzierbar voraussetzen
wollen. Um an die Lénge L() dieser Kurve heranzukommen, gehen wir

folgendermaflen vor:

)
z,=2(1},)
Yz
z(-)
Zp
z
t b1 N
——— — t
@ b ——— 7
z(a) =z,
z(b) =2y

Fig. 4.1.26
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Wir zerlegen das Intervall [a,b] durch Teilungspunkte
Z . a=tog<t1 < ... <ty=b
in kleine Teilintervalle
I = [tr—1,t] (1<k<N)

und verbinden die zu den t; gehorigen Kurvenpunkte z(tx) =: z, der Reihe
nach durch einen Streckenzug vz (Fig. 4.1.26). Die Lange L(vz) dieses
Streckenzugs ist ein Naherungswert fiir die gesuchte Lange L(7).

t t
‘k—l I k

I I
7—// 7—/

Fig. 4.1.27

Betrachten wir eine Teilstrecke

zp — zk—1 = (2(tr) — x(te—1), Y(tr) — y(tr—1)) ,

so gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Version (3.6),
Punkte 7/, 7 € [tx_1,tx ] (siche die Fig. 4.1.27) mit

w(ty) — x(th—1) = 2(7")(te — te—1),  y(te) —y(te—1) = 9(7")(tr — th-1) ,

und wir erhalten fiir die Lange dieser Teilstrecke:

|21 — ze—1] = V@2 () + 2 (7") (tr — te—1) = (V2 (tr) + 92 (te) + D) 1a(

wobei der beim Ersatz 7/ — ti, 7"/ — t;, eingebrachte Fehler Ay mit 6(Z) — 0
gegen 0 geht, da #(-) und §(-) stetig vorausgesetzt wurden. Wir erhalten
daher unter Vernachlafligung der Ag:

L(vz) = Z!Zk—zk 1| = Z 2(tk) + 92 (k) p(Ix)
- /[ |V FD

Das ist prazis folgendermaflien zu interpretieren: Ist eine Toleranz ¢ > 0
vorgegeben, so haben alle der Kurve einbeschriebenen Streckenziige vz mit
hinreichend feinem Korn

(5(2) = 1I<I}€a<XN(tk — tkfl)
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eine Lange L(vz), die sich von dem angeschriebenen Integral um weniger als
€ unterscheidet. Wir definieren daher dieses Integral als Lange der Kurve ~:

L(y) = /[ VIO FD (15)

Der von den obigen Uberlegungen inspirierte formale Ausdruck

ds = \/i2(t) + 92(t) dt

wird als Linienelement bezeichnet.

Yy
ds dy= f'(x)dx
dx‘
— ]
| |
|
a "dx b :zc
Fig. 4.1.28

Ist die Kurve « als Graph einer Funktion vorgelegt:
vioy=fl@) (a<x<h),
so verwandeln wir das zunéchst in die Parameterdarstellung
v oz (2, f(z)) (a<z<b)

mit der Variablen z als Parameter und wenden dann (15) an. Es ergibt sich
L) = [ VI (16)
[a,b]

Die stenographische Herleitung dieser Formel erfolgt anhand der Figur 4.1.28,
die unmittelbar das hier mafigebende Linienelement

ds = /14 f?(z)dx

liefert.
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Aufgaben

1. @) Berechne einen Niherungswert fiir das Integral

2 2
/ e /2t
0

mit Hilfe einer Zerlegung des Intervalls [0,2] in 20 gleiche Teile. Schétze
den Fehler ab und vergleiche mit dem Tabellenwert.

. Berechne die folgenden Integrale durch Betrachtung von Riemannschen

Summen:
c b
(a) / xdr, (b) / e N dx A€ Cy .
0 a

Mit Hilfe von (b) lassen sich leicht auch die folgenden Integrale berechnen:

b b
(c) / coszdr , (d) / sinz dz .

. Berechne das Tragheitsmoment eines senkrechten Kreiskegels K (Grund-

kreisradius R, Hohe h, Dichte m* := 1) beziiglich seiner Achse
(a) mit Hilfe einer Zerlegung von K in flache zylindrische Scheiben,

(b) mit Hilfe einer Zerlegung von K in dilnnwandige zylindrische Hiilsen.

. Uber drei Einheitskreisen werden eine Halbkugel, ein Kreiskegel der Hohe

1 und ein Zylinder der Hohe 1 errichtet. Wird der Kegel auf die Spitze
gestellt, so schneidet jede waagrechte Ebene die drei Kérper in drei Krei-
sen, deren Flacheninhalte zueinander in einer einfachen Beziehung ste-
hen. Aus diesem Sachverhalt 1483t sich die Formel fiir das Kugelvolumen
herleiten, wenn die entsprechenden Formeln fiir Kegel und Zylinder als
bekannt vorausgesetzt werden.

. Die Kurve

v op=f(z)  (a<z<b)
erzeugt bei Rotation um die z-Achse eine Rotationsflaiche S. Leite eine
Formel her fiir den Flacheninhalt w(S). (Hinweis: Zerlege S in “infinite-
simale Lampenschirme”.)

. Besitzt der Bereich B C R? den Durchmesser 4, so ist u(B) < 62. Beweise

dies und versuche, die Ungleichung noch zu verbessern: u(B) < ¢§? fiir
ein geeignetes ¢ < 1.

.Jemand zeichnet auf die 2-Sphiare vom Radius R mit Zentrum 0 eine

glatte Kurve « der Lange L. Wird jeder Punkt von v mit O durch eine
Strecke verbunden, so entsteht eine Flache M.
(a) Beschreibe M als Menge, d.h. in der Form M = {...|...}.

(b) Bestimme den Flécheninhalt von M oder begriinde, warum die ge-
machten Angaben hierzu nicht ausreichen.



4.2 Hauptsatze

Grundeigenschaften des Integrals, Mittelwertsatz

Das Riemannsche Integral 4.1.(7) besitzt offensichtlich die zu Beginn von
Abschnitt 4.1 postulierten Eigenschaften (a)-(d). Wir diirfen daher ohne
weiteren Beweis notieren:

(4.1)(a) /B(f+g)du=/3fdu+/Bgdu,

/(Af)dy:A/fdp, (AER baw. €C).
B B

(b) Sind B; und Bs fast disjunkt, so gilt

(c) /Bldu = u(B) .

Weiter haben wir die folgenden Abschatzungen:

(4.2)(a)

/B F(x) dpu()

< /B F()] dp(x) ;

(b) Gilt |f(x)] < M fiir alle x € B, so ist

< Mu(B) .

/B £(x) dpu(x)

[ Die behaupteten Ungleichungen gelten fiir beliebige Riemannsche Sum-
men:

N N N
S (B < S 1F 0 lu(By) ( <" Mu(By) = Mu(B) ) ,
k=1 k=1 k=1

und folglich auch im Limes. ]

Fiir reellwertige Funktionen gibt es den Mittelwertsatz der Integralrechnung:
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R
N -
G(f)
n \/
N
1 —
\ R"
B §
Fig. 4.2.1

(4.3) Nimmt die Funktion f: B — R jeden Wert zwischen n, := infxcp f(x)
und n* := supycp f(x) tatsdchlich an, so gibt es einen Punkt £ € B mit

wa=ﬂamm.

[ Fiir alle x € B ist
ne < f(x) <7
(Fig. 4.2.1). Hieraus folgt

[ ) < [ $69dnt0 < [ dux)
B B B
und somit

ne u(B) < /deu <n*u(B) .
Wegen u(B) > 0 ist das dquivalent mit

1 *
m/deH:iWE[mﬂ?]-

Nach Voraussetzung iiber f gibt es jetzt einen Punkt £ € B mit f(§) = n;
dieses & geniigt. N

Das Integral als Funktion der oberen Grenze

Wir benétigen eine allgemeine Methode zur Berechnung von Integralen, wenn
die zu integrierende Funktion f als Ausdruck und der Integrationsbereich B
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durch Ungleichungen gegeben sind. Im vorliegenden Abschnitt behandeln wir
den eindimensionalen Fall. Hier fihrt die entscheidende Idee, das Integral

£(t)dt

@]

als Funktion der oberen Grenze = zu betrachten, zum Hauptsatz der Infinite-
simalrechnung und damit zum Kalkiil mit Stammfunktionen. Spater werden
wir zeigen, daf} sich bei Integralen iiber mehrdimensionale Bereiche die Di-
mension rekursiv erniedrigen 1a8t, so dafl schliefllich eine verschachtelte Folge
von einfachen Integralen auszuwerten ist.

y=f(t) —/% o

A ~—
A
t, x
a x \

Fig. 4.2.2

Es seien also I C R ein Intervall,
f: I—-R, t—y = f(t)

eine stetige Funktion und a € I ein fest gewdhlter Punkt. Betrachte die auf
ganz I definierte Funktion

fydt (x> a)
[aa]

- fydt (x<a)

[z,a]

Fo(z) =

(Fig. 4.2.2). Man sagt, man habe f von a aus aufintegriert, und nennt F,(-)
aus naheliegenden Griinden die zum Anfangspunkt a gehorige Flichenfunk-
tion von f. Diese Funktion besitzt folgende charakteristische Eigenschaft
(siehe die Fig. 4.2.3):

Fo(22) — Fa(z1) :/ fOdt (enas el o <w). (1)

[z1,22]
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Y
y=ft)
3 Fa(xQ) - Fa<x1)
t
a rp § Ty
Fig. 4.2.3
[ Ist zum Beispiel a < x; < 29, so folgt mit (4.1)(b):
[ swa= [ e [ g
[a,z2] [a,z1] [z1,22]
und das heifit
Fo(x2) = Fo(z1) +/[ }f(t) dt .
Ahnlich schlieBt man in den Fallen 1 <a<zound 1 < 29 < a. N

Wir wenden nun auf die rechte Seite von (1) den Mittelwertsatz (4.3) an: Es
gibt einen Punkt £ im Intervall [z, zo | mit

Fo(z2) — Fo(z1) = f(§)(z2 — 21),
und das ist dquivalent mit

Fo(w2) — Fy(x1)

T2 — 1

:f(§)7 r1 <E§ <9

Lassen wir hier bei festem 27 € I den Punkt x5 von rechts gegen x; streben,
so strebt auch der Punkt £ gegen x1, und weil f dort stetig ist, folgt

Fy(x14) = f(a1)

Analog zeigt man F)(xo—) = f(x2). Da x1, xo € I beliebig waren, haben
wir damit allgemein bewiesen:

d

CF@)=f@) (el

Dies ist der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung (Version A):
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(4.4) Die Ableitung der Fliachenfunktion F,(-) ist die Ausgangsfunktion
f(-); in Formeln:

d
& f0d =i @z,

d
& S04 = IO =0,

Stammfunktionen

Ist eine stetige Funktion f: I — R (bzw. — C) die Ableitung einer anderen
Funktion F: I — R (bzw. — C), so heifit F' eine Stammfunktion von f auf I.
Die Menge aller Stammfunktionen von f: I — R heifit unbestimmtes Integral

von f und wird mit
/ (1) dt

bezeichnet. Diese Menge ist nicht leer: Man wahle einen Punkt a € I und
bilde die Flachenfunktion F,(-). Wie wir gleich zeigen werden, stimmen die
einzelnen Mitglieder der Funktionenschar [ f(¢)dt bis auf eine additive Kon-
stante liberein. In diesem Zusammenhang hat sich folgende Schreibweise
eingebiirgert: Ist F{y eine beliebige Funktion bzw. Fy(t) ein Funktionsterm in
der Variablen ¢, so bezeichnet

Fy + const. bzw. Fy(t) + const.

die Menge aller Funktionen bzw. Ausdriicke, die sich von Fy um eine kon-
stante Funktion unterscheiden.

(4.5) Gilt F§ = f, so ist die Menge aller Stammfunktionen von f gegeben
durch Fy + const.; in Formeln:

Fy=f == /f(t) dt = Fp + const. .

[ F, ist nach Voraussetzung eine Stammfunktion von f. Dann sind auch
alle Funktionen Fy + C, C € R, Stammfunktionen von f. Umgekehrt: Sei
F eine beliebige Stammfunktion von f. Dann ist

(F-FR) =f-f=0,

und hieraus folgt mit Satz (3.8), dafl F' — Fj konstant ist. N
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Satz (4.5) verwandelt jede Differentiationsregel in eine Integrationsregel, wie
wir noch sehen werden.

1
== / dt = arctant + const. ;

B . —_— t t = -
Sp i arctan 11 2

1+ t2

sinh’ = cosh — / coshtdt = sinht + const. .

Wir kehren nunmehr zuriick zum Problem der Berechnung von Riemannschen
Integralen
f(t)dt
[a,b]
und bringen den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung auf folgende anwen-
dungsorientierte Form B:

(4.6) Es sei f:[a,b] — R (bzw. — C) eine stetige Funktion, und es sei
F:[a,b] = R (bzw. — C) eine beliebige Stammfunktion von f . Dann gilt

/ F(#)dt = F(b) — F(a) .
(ab]

[ Dasich verschiedene Stammfunktionen von f nur um eine additive Kon-
stante unterscheiden, hat hier die Differenz rechter Hand fiir alle Stammfunk-
tionen denselben Wert, und wir diirfen annehmen, F' sei die in Satz (4.5) als
Stammfunktion erwiesene Flachenfunktion

F,(x) = / f(t)dt (x >a).
[a,2]
Fiir diese gilt aber wegen Fj,(a) = 0 tatséchlich

: b]f(t)dt:Fa(b):Fa(b)_Fa(a)‘ J

Satz (4.6) stellt ein Riemannsches Integral, das heifit: einen Grenzwert von
Riemannschen Summen, als Differenz von Funktionswerten einer Stammfunk-
tion dar und macht damit die Berechnung derartiger Integrale einem allge-
meinen und letzten Endes algebraischen Kalkiil zugénglich. Das Problem ist
damit auf eine andere Ebene geschoben worden: Wir miissen nicht mehr mit
irgendwelchen Tricks einen Grenzwert ausrechnen (siehe die Beispiele 4.1.(2)
und 4.1.@); dafiir entsteht neu die Aufgabe, zu einem gegebenen Funktions-
term f(t) eine Stammfunktion F'(t) zu finden.
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Da im Zusammenhang mit Integralen immer wieder Differenzen F'(b) — F'(a)
berechnet werden miissen, hat sich dafiir die bequeme Schreibweise

eingebiirgert. Will man ausdriicken, daf diese Differenz fiir eine (unter Um-
standen noch nicht bekannte) Stammfunktion von f berechnet werden soll,
so schreibt man dafiir ,

/ ft)dt .

Dieser Ausdruck ist das bestimmte Integral der Funktion f von a bis b.

Wir wiederholen: Unter dem unbestimmten Integral

/ F(t)dt

versteht man die Menge aller Stammfunktionen von f auf einem vereinbarten
Intervall I; das bestimmte Integral

/ab F(t)dt

hingegen ist die fiir irgendeine Stammfunktion F' von f berechnete Differenz
F(b) — F(a), und zwar ist das auch fiir b < a definiert.

Aufgrund dieser Vereinbarungen erhélt Satz (4.6) die (nur scheinbar tauto-
logische) Form

(4.6') b
ft)dt = / fdt  (a<b).

[a;b]

Angesichts dieser Formel benutzen wir fiir Riemannsche Integrale iiber ein
Intervall [a, b] die Schreibweise

ft)dt

[a,b]

nicht mehr, sondern wir schreiben dafiir ebenfalls

/abf(t)dt,

wie das ja allgemein tiblich ist.
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Fig. 4.2.4

(1) Wir berechnen erstens den Flicheninhalt A unter der Kurve

(Fig. 4.2.4). — Es ergibt sich

1
1 1 7T s s
A—/_lmdm—arctanx‘l—z— <_Z> =3

Zweitens soll die Lange der sogenannten Kettenlinie
v: y=coshz (—a<z<a)
(Fig. 4.2.5) berechnet werden. — Nach 4.1.(16) ist

a a
L(y) = / V14 cosh” zdx = / V14 sinh? z dz
a a

:/ cosh x dx = sinh x = 2sinha .

a O

4 y=coshx

—a —1 ia

Fig. 4.2.5
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Aufgaben

1.Es sei f : R — R eine stetige 2m-periodische Funktion. Unter welcher
Bedingung sind die Stammfunktionen von f ebenfalls 2r-periodisch? Man
zeige, dafl die gefundene Bedingung notwendig und hinreichend ist.

2. (a) M) Zeichne den Graphen der Funktion

sint

ft)=—= @#0), f(0):=1.
(b) Uberlege: Die zugehérige Flichenfunktion

F(x)::/OmSi%tdt (x € R)

nimmt auf R ein globales Maximum M und ein globales Minimum
—M an.

(¢) Finde einen Ausdruck fiir M und beweise M < 2. (Hinweis: Beweise
und verwende die Ungleichung sint < tcos(¢/2) (0 <t <m).)

3. Es bezeichne L die Flachenfunktion

1

L(x)::/lm;dt (x>1).

Zeige: L geniigt der Funktionalgleichung
L(uv) = L(u) + L(v) (u>1,v>1).

Dabei diirfen nur allgemeine Eigenschaften des Flacheninhalts (Zerle-
gungsadditivitat, Verhalten gegeniiber Streckung in x- bzw. y-Richtung
usw.), nicht aber anderweitig bekannte Eigenschaften des Logarithmus
verwendet werden. Figur!
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Wir stehen vor der Aufgabe, eine als Ausdruck gegebene Funktion, zum

Beispiel
ft) == vit?+1,

unbestimmt zu integrieren, das heifit: einen Funktionsterm F'(¢) anzugeben,
dessen Ableitung F”(t), gerechnet nach den Regeln von Abschnitt 3.1, mit
f(t) ibereinstimmt. Diese Aufgabe ist nicht immer lésbar; es gibt ndmlich
elementare Funktionen,

sint t
6—t2/2 :

Bsp : 1— k2sin’t, , —
P t logt

deren Stammfunktionen nicht elementar sind. Die angefiihrten Beispiele sind
real: Das Integral [ /1 — k2 sin®tdt wird fiir die Bogenlinge der Ellipse
benotigt; Integrale [ e=t/2 qt spielen eine prominente Rolle in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, und sint¢/t¢ ist eine Standardfunktion in der Theorie
der Signalverarbeitung. Bezeichnet m(¢) die Anzahl der Primzahlen < ¢, so
gilt
t
m(t) = Tog? (1+o0(1)) (t — o00) .

Wir stellen im folgenden einige Regeln zusammen, mit denen man in den

meisten Fallen durchkommt. Es gibt aber auch umfangreiche Integraltafeln,
zum Beispiel

L S. Gradshteyn + I. M. Ryzhik: Table of Integrals, Series and Products.
4™ ed., 1965 (Academic Press).

Grundformeln

Die nachstehenden Formeln lassen sich ohne weiteres mit Hilfe von Satz (4.5),
das heiffit: durch Ableiten der rechten Seite verifizieren:

1
° /t” dt = n—+1t”+1 + const. (neZ, n#-1).
o /to‘ dt = ;taﬂ + const (t>0;, aeR, a#—1)
atl ' ’ ’ '

1
. /e” dt = Xe’\t + const. (AeC, X#0) .
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° / cosh tdt = sinht + const. , / sinh ¢ dt = cosht + const. .
° /costdt = sint + const. , /sintdt = —cost + const. .
1 dt tant 4 t
° = arctant + const. .
1+¢2
1 1 14+t
. /?t? dt = artanht + const. = 3 log 1 i_ ; + const. (-1<t<1).
/ L dt int 4+ t
° = arcsint + const. .
V1—1t2

1
/ N dt = arcosh t+ const. = log(t+ V2 — 1)—|—C0nst. (t>1).

1
° dt = arsinh t + const. = log(t + V12 + 1) + const. .
| 7= a(t+ V)

(4.7) Ist f(t) # 0 auf dem Intervall I, so gilt dort

f/(t) = 10 cons
/f(t) dt = log |f(1)] + const. .

[ Nach Voraussetzung iiber f gibt es ein festes o € {—1,1} mit |f(¢)| =
o f(t). Die Ableitung der Funktion

F(t) := log|f(t)| = log(c f(1))

ist somit nach der Kettenregel gegeben durch

F'(t) =log' (0 f(t)) - o f'(t) = oF @ f'(t)
_ @)
ECH -
D Es gilt
/1 B {logt + const. (auf Rsop),
t |log(—t)+const. (auf Rg).

Die Sinusfunktion ist auf dem Intervall |0, 7[ positiv; folglich gilt dort

t
/cottdt = / C,Ost dt = log(sint) + const. .

S1n
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Analog: Die Cosinusfunktion ist auf dem Intervall ]—%, %[ positiv; folglich
gilt dort

/tantdt = —/ gy —log(cost) + const. .

cost O

Wir benétigen weiter gewisse Regeln, die gestatten, kompliziertere Ausdriicke
auf einfachere zuriickzufithren. Folgendes ist fast selbstverstandlich:

/(f(t)+g(t))dt:/f(t)dt+/g(t) dt

/()\f(t)) dt = A /f(t) dt ;

dabei haben wir allerdings stillschweigend benutzt, daff man Funktionenscha-
ren Fy + const. wie einzelne Funktionen sinnvoll addieren und mit Skalaren
multiplizieren kann. Im gleichen Zug notieren wir auch noch die Regeln

/Ref(t) dt:Re/f(t) dt | /Imf(t) dt:Im/f(t) dt .

Partielle Integration

Aus der Formel fiir die Ableitung eines Produkts ergibt sich der Satz {iber
die partielle Integration:

(4.8)(a) / W) (#) dt = ut)o(t) — / o (ot dt |

[ Aus (w) = v/v + wv’ folgt mit Satz (4.5):

/(u’(t)v(t) + u(t)v'(t)) dt = u(t) v(t) + const. .

Hier darf man die linke Seite aufspalten und den einen Summanden nach
rechts bringen. N

Die folgenden Beispiele zeigen die praktische Anwendung der partiellen Inte-
gration. Das Ziel ist immer, rechter Hand ein Integral zu bekommen, das ein-
facher ist, als das Ausgangsintegral war. Dabei erweist es sich als zweckméafig,
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im Ausgangsintegral den Faktor, der im Verlauf der Rechnung differenziert
wird, mit einem nach unten weisenden Pfeil ¢ |’ und den Faktor, der integriert
wird, mit einem nach oben weisenden Pfeil ‘ T’ zu bezeichnen.

(2 Bei Integralen vom Typus

/t”e” dt /t” costdt, /t” sintdt  (n€N)

148t sich der auftretende Exponent durch partielle Integration um eins ernie-
drigen und somit rekursiv auf 0 bringen:

1 1
/ tn eM dt = " 3 M — /nt"lxe“ dt

LT
1
= theAt — ; /tn_le)\t dt .
Ahnliches gilt fiir die beiden anderen Typen. O

@ Um das Integral [logt dt zu berechnen, fithren wir formal einen Faktor
1 ein und integrieren partiell:

1
/logtdt:/llogt dt:tlogt—/t;dt:tlogt—t—i—const.
T

=t (logt — 1) 4 const. . O

(@) Um das unbestimmte Integral

J = /eo‘t cos(t) dt

zu berechnen, werden wir zweimal hintereinander partiell integrieren; wir
diirfen dabei a # 0 voraussetzen:

J= / e cos(fBt) dt = leat cos(ft) — / 1 e (—f3) sin(Bt) dt
a Q@
Tl T !
1 (0% ﬂ (0% : ﬁ (0%
= ¢ tcos(Bt) + ¢ sin(Bt) — / 2¢ 3 cos(pt) dt
1 ., . 3
= ¢ acos(ft) 4+ Bsin(Bt) | — ?J .
Der Miflerfolg ist nur scheinbar: Wir kénnen nach J auflosen und erhalten

at

at _
/e cos(ft) dt = D

(cvcos(Bt) + Bsin(Bt)) . (1)
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Das ganze nocheinmal von vorn, aber einfacher: Aus

/e(a+z’ﬁ)t gt — 1 _latig _ O~ o8 platiB)t
a+if3 a? + (32

folgt durch Trennung von Real- und Imaginérteil sofort (1) sowie zusétzlich

ot

oz 3z (rsin(B1) = Beos(B1))

/ o sin(Bt) dt = 5

(B Wir wollen die Zahlen

/2
Cn = / cos™t dt (n e N)
0

berechnen. Zunachst ist

/2
60:/ 1dt =
0

Um eine Rekursionsformel fiir die ¢, zu erhalten, schreiben wir

/2 /2
, 01:/ costdt = sint =1.
0 0

/2
Cn :/ cos" It cost dt
0 ! 7

n—1 : /2 e n—2 : :
= cos" 't sint - (n —1)cos" “t (—sint)sintdt
0

0
/2
=0+ (n—1) / cos" 2t (1 — cos?t) dt
0
= (TL - 1)(Cn—2 - Cn) .
Hieraus folgt ne, = (n — 1)¢,—2, das heifit:

-1
Cn = n Cn—2 (n>2). (2)
n

Ist n gerade, das heifit n = 2m, so endet der iterative Abstieg bei 0, und wir
erhalten

- 2m -1 2m —3 3 1
o T om—2 g g
oder andersherum:
= 1 3 5 2m — 1
- . ... . >
“m=9971 % om (m=1)
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Y
1
n=0 y=cos"t
n=1
n>1 n=2
t
/2
Fig. 4.3.1

Ist jedoch n ungerade, das heifit n = 2m + 1, so ergibt sich in analoger Weise

2 4 6 2m
(m>1).
3 5 7 2m+1

Mit Hilfe der ¢,, konnen wir noch eine “klassische” Darstellung der Zahl =
herleiten. Aus den Ungleichungen

T
cos?™t > cos®™ It > cos?™ T2t (0 <t< 5)

(Fig. 4.3.1) und (2) folgt

2m +1
Com 2 Com41 = Com+42 = DT Com -
Wir dividieren mit c¢s,, und erhalten
1>02m+1>2m+1: _ 1 ;
T Com  2m+2 2m + 2
somit gilt
lim 2mHl g (3)
m—oo  Com
Nun ist aber
Com+1 2 2 2 4 4 2m 2m
com w1 335 77 2m—1 2m+1"

so daf} (3) die folgende Produktdarstellung von 7/2 nach sich zieht:

Dies ist das sogenannte Wallissche Produkt. Fiir die numerische Berech-
nung von 7 taugt es natiirlich nicht. Man braucht es zum Beispiel, um die
Konstante /27 in die Stirlingsche Formel fiir n! hineinzuzaubern. O
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Substitution

Die Kettenregel liefert fiirs Integrieren zwei Varianten der sogenannten Sub-
stitution. Die erste Substitutionsregel ist anwendbar auf Integranden, die
schon von vorneherein als Opfer der Kettenregel erkennbar sind.

Bsp: Die Funktion ‘
g(t) == (sin3t+ ™) cost

ist offensichtlich die Ableitung der Funktion

1 .
G(t) = 1 sin't 4 S0t

(4.9)(a) !/ﬂdwwﬁﬁﬁ=</ﬂ@¢ﬁﬂw@,

#(b)

b
(b) /f@@w@ﬁ:/ f(x) da |

#(a)

Hier liefert (a) die in der Variablen ¢t ausgedriickten Stammfunktionen des In-
tegranden, wéhrend (b) von bestimmten Integralen handelt. Bei bestimmten
Integralen entfallt die Riicktransformation auf die Ausgangsvariable, dafiir
sind die Integrationsgrenzen mitzutransformieren. — Um Ausdriicke der
Form f(¢(t)) ¢'(t) zu integrieren, hat man nach Satz (4.9) folgendermafien
vorzugehen:

(a) Unbestimmtes Integral

1. Substituiere formal ¢(t) :=z, ¢'(t)dt := dz.
2. Integriere unbestimmt nach x.
3. Ersetze x wieder durch ¢(t).

(b) Bestimmtes Integral

1. Substituiere formal ¢(t) :==z, ¢'(t)dt := dx.
2. Ersetze die t-Grenzen a, b durch die z-Grenzen ¢(a), ¢(b).
3. Integriere.

[ (Beweis von (4.9)) Es sei F(z) eine Stammfunktion von f(z). Dann
ist F'(¢(t)) eine Stammfunktion von f(¢(t)) ¢'(¢). Somit sind beide Seiten
von (a) gleich

F(¢(t)) + const.

und beide Seiten von (b) gleich
F(6() = P(6(a) N
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(6) Bei dem unbestimmten Integral

3t+2
J = dt
/(3t2+4t+2)5/2

erkennen wir ¢(t) := 3t2 + 4t + 2, ¢'(t) = 6t + 4 und substituieren daher

32 +4t+2:=1, (6t 4 4) dt := du . (4)

Es ergibt sich

; (1/ dx > (1 —2/3) "+ const
_ [z — (= const.
2) x5/2 =312 14t 12 2 23/ 2:=3t2 14t 12

1
= — t. .
332 + 4t + 237 T

Bei dem bestimmten Integral

1
/ 3t +2 gt
_1 (32 + 4t +2)5/2

liefert dieselbe Substitution (4) die zu den t-Grenzen —1 und 1 gehdrigen
z-Grenzen 1 und 9, so dafl wir folgendes erhalten:
YA ) _ 26
L 3\27 S 81

/1 3t +2 dt_l/*) dr 1 -2/3
L (Bt2 4t +2)5/2 7 2 [ a5/2 2 g3/2
O

(@ Das Integral
J = /(cost + cos’t) dt

hat auf den ersten Blick nicht die hier benétigte Form. Nun ist aber
J = /(1 + cos?t) cost dt = /(2 — sin’t) cost dt
und wir sehen, dafl die Substitution
sint:=x, costdt := dx (5)

zum Ziel fiihrt. Es ergibt sich

3
J = </(2 —2?%) dx) = <2J: - x_) + const.
r:=sint 3 r:=sint

1
= 2sint — 3 sin®t + const. .
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Der fortgeschrittene Rechner wird natiirlich die Klammern ( . .)m:zsin , unter-
driicken.

Wenden wir dieselbe Substitution (5) auf das bestimmte Integral

Jo = / (cost + cost) dt
/6

an, so ergeben sich die z-Grenzen sin(7/6) = 1/2 und sin7m = 0, und wir
erhalten

Die zweite Substitutionsregel ist wesentlich flexibler als die erste. Sie bezieht
sich auf ganz beliebige Integrale

/.f(:v)dw

und verwandelt sie mit Hilfe einer willkiirlich gewahlten Substitutionsfunk-
tion z := ¢(t) in

/ F(6(8) (1) d

Dieser Ausdruck sieht nur komplizierter aus als der vorangehende, wenn man
ihn mit allgemeinen Funktionen f und ¢ aufschreibt. In Wirklichkeit ist es
gerade das Ziel der ganzen Operation, durch geschickte Wahl der Substitu-
tionsfunktion ¢ dafir zu sorgen, dafl das neue Integral einfacher wird. Dabei
gibt es noch eine Nebenbedingung: Die Substitutionsfunktion mufl in dem
erforderlichen t-Intervall invertierbar sein, so dal man die Substitutionsglei-
chung z := ¢(t) nach t auflosen, das heifit: ¢ durch x ausdriicken kann. —
Die Regel lautet:

(4.10) Ist die Funktion ¢ in dem erforderlichen t-Intervall invertierbar, so
gilt

(@ [ sae= ([ sy o) .
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Hier bezieht sich wieder (a) auf unbestimmte und (b) auf bestimmte Integrale.
Bei bestimmten Integralen entféllt wiederum die Riicktransformation auf die
Ausgangsvariable, daflir sind die Integrationsgrenzen mitzutransformieren.
Nach vollzogener Substitution kann man sowohl das Ausgangsintegral wie die
Substitutionsfunktion vergessen und braucht nur noch das erhaltene Integral
iiber das t-Intervall mit Endpunkten ¢~!(a), ¢~1(b) zu betrachten. — Um
einen Ausdruck f(x) geméfi (4.10) zu integrieren, hat man folgendermafien
vorzugehen:

(a) Unbestimmtes Integral

1. Wahle eine geeignete invertierbare Substitutionsfunktion ¢.
2. Substituiere formal z := ¢(t), dx := ¢'(t)dt.

3. Integriere unbestimmt nach ¢.

4. Driicke t wieder durch x aus.

(b) Bestimmtes Integral

1. Wahle eine geeignete invertierbare Substitutionsfunktion ¢.

2. Substituiere formal x := ¢(t), dx := ¢'(t)dt.

3. Ersetze die z-Grenzen a, b durch die t-Grenzen ¢~!(a), ¢~ *(b).
4. Integriere.

[ (Beweis von (4.10)) Es sei F(z) eine Stammfunktion von f(z). Dann
ist F(¢(t)) eine Stammfunktion von f(¢(t)) ¢(t). Die linke Seite von (a) ist
folglich gleich F'(x) 4 const. , die rechte gleich

(F(o(t) + const.)t::qs_l(m) =F(¢(¢"(2))) + const. .

Somit stellen beide Seiten von (a) die gleichen Funktionen von = dar. Weiter
hat die linke Seite von (b) den Wert F'(b) — F'(a), die rechte Seite den Wert
F(¢(¢1(b))) — F(¢(¢"(a))), was natiirlich dasselbe ist. N

Als erstes berechnen wir das unbestimmte Integral

J-—/ dx
T ) VIter

Es liegt nahe, zunachst die Exponentialfunktion wegzuschaffen mit Hilfe des
Ansatzes

e’ =1, (6)

der aber, wohlgemerkt, die Riicksubstitution t = ¢~1(x) ausdriickt. Wir
benotigen aber auch explizit die eigentliche Substitutionsfunktion z = ¢(t);
es ergibt sich

1
x =logt, dxzzdt,
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und wir erhalten

1
Je = —dt .
e,

Damit stehen wir vor der Aufgabe, das “metamorphe” Integral

1 1
- / L Ly
Vi+tt
weiter zu behandeln. Hierzu “substituieren wir die Wurzel”, das heifit: Wir
setzen

1+t :=u, (7)

wobei dies wiederum die Riicksubstitution u = 1~ (¢) ausdriickt. Die (nicht
zu umgehende!) Auflésung nach ¢ liefert

t=u?-1, dt =2udu ,

1 1
Ji = (/ - — 2u du) .
wut—1 wu:=+/1+t

2 1 1

= log |u — 1| — log |u + 1| 4 const. = log -
U+

und es ergibt sich

1

und haben nun die Riicksubstitutionen vorzunehmen. Es ergibt sich nach-
einander

\/1 +t—1
Jp = Ju =/ = + .,
t ( )u— 1+t \/ﬁ cons
V1 z 1
Jr = (Jt)t.=e= = log vite -1 + const. .

Vi+er +1
Waire von Anfang an nur nach dem Wert des bestimmten Integrals
log 3 dx
0 vV 14e®

gefragt worden, so hétten dieselben Substitutionen zu dem folgenden Rechen-
ablauf gefiihrt:

log 3 1 2 2 u—1

/ 7:/ ——dt:/ - du:10g

0 \/1+€x 1 \/1—|—tt \/iu -1 U+1\/§

1 V2 -1 1 (\/§+1 \/§+1>

= log

—log— =log - +1o .
Y T R Rl OV S RV

"
+ )_06641

=log(1
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dabei haben wir die t-Grenzen mit (6) erhalten:
=1, elog3 = 3
und die u-Grenzen mit (7):

Vitl=v2, Vi+3=2.

@ Es sei a < b. Zur Berechnung des bestimmten Integrals

b 1
dx
/a V(b —2)(z —a))

verwenden wir die lineare Substitution

a+b b—a b—a
Ti=— +t 5 dx := 5

dt ;

dem z-Intervall [a,b] entspricht dabei das t-Intervall [—1,1] (Fig. 4.3.2).
Damit wird

(b )z a) = <b;a_tb;a> (b;a+tb;a> _ <b;a>2(1_t2).

Das vorgelegte Integral geht damit iiber in

! 1 b—a Voot
/m = A

und hat iiberraschenderweise einen von a und b unabhangigen Wert. (Streng—
genommen handelt es sich um ein “uneigentliches Integral” (s.u.), da der
Integrand unbeschrankt ist.) O

1
= arcsint’ =7
-1

Integration der rationalen Funktionen

Im Sinne einer Einfiihrung behandeln wir Integrale der Form

J o= /L—wdm, B.C.b.ccR.
2+ bx+c

Zunachst priifen wir, ob der Nenner

Q(x) = 2® +bx +c
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2 (b—z)(z—a)

v
8

a (a+b)/2 b

~

Fig. 4.3.2

reelle Nullstellen a5 := (—b £ v/b? — 4c ) /2 besitzt. Wenn ja, so gilt
Qx)=(z—ar)(z — ) .

Sind a7 und a9 verschieden, so kéonnen wir den folgenden Ansatz zur Par-
tialbruchzerlegung des Integranden machen:

Br+C A A
s =y 2 (8)

(r—a1)(z—a2) z—0a1 =—ao

Hier sind B und C' gegeben, A; und As noch zu bestimmen. Wir bringen die
rechte Seite von (8) ebenfalls auf den Generalnenner (z — ay)(z — az) und
erhalten den Zahler

Al(l' — 062) + AQ(%’ — Oél) = (A1 + Ag)w — Ajag — Ao .

Die Konstanten A; und As sind nun so festzulegen, dafl dieser Zéhler iden-
tisch in « mit dem Z&hler links in (8) tibereinstimmt. Koeffizientenvergleich
liefert das Gleichungssystem

A+ A, = B
—Ongl - OélAg = C ’

aus dem A; und As berechnet werden konnen. (Hier wird benutzt, dafl
a1 # ap ist.) Ist das geschehen, so hat man

A A
J = /( 1 —+ 2 >dw—AllOg‘m_al‘+A210g‘33—042—l—const_,

T—Qq T — Qo
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Besitzt Q(x) eine zweifache reelle Nullstelle «, so lautet der Ansatz zur Par-
tialbruchzerlegung folgendermafen:

Bx+C _ A Ay
(x—a)? (z—a)? -«

und er fiihrt auf das Gleichungssystem

Ay = B
-0l + Ay = C ’
das offensichtlich 16sbar ist. Man erhalt in diesem Fall
Ay

r—«

J = -

+ A log |z — | + const. .

Besitzt jedoch das Nennerpolynom Q(x) zwei konjugiert komplexe Nullstellen

(i=p0+iy, (=p—iy, 7#0,

so sieht die Sache wesentlich anders aus. Es gilt dann
Q) =@z~ Q- =(e-F-iy) (- F+ir)=(x-6)*+7". (9)

Der Integrand 148t sich daher folgendermafien umformen:

Be+C B 2(x-p) BB +C
Q(z) 2 (x—-p)2+12 (z—-p0)2+72
_ B Q(z) B +C

T2Qw G 1o

Den ersten Summanden rechts integrieren wir nun nach (4.4) und erhalten
einen Logarithmus:

Q/(m) = 10 xr cons
/Q(:C) dz = log Q() + const.

(Q() ist nach Voraussetzung positiv definit ). Der zweite Summand in (10)
liefert hingegen einen Arcustangens: Mit Hilfe der Substitution

r—
v

=1, r=t+p, dr=-~dt

erhalt man

/ 1 dm—i dx _i(/ vdt)
(@ —B)*+7? 7 <x_g>2+1 2\ 142 )y

b + const. . (11)
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Es soll das Integral

11
T+95
Jo= [ I g
/1 2 —6x4+25 "

berechnet werden. Der Nenner
Q(x) :=2? — 6 +25= (z — 3)% + 16

besitzt keine reellen Nullstellen. Wir zerlegen daher das Integral nach (10)
folgendermafien:

1 M 2z—6 1 8
J == ——d ——dx .
Gehen wir weiter vor, wie abgemacht, so ergibt sich

1 11 1 1/2
J:—log(x2—6x+25)‘ +/ %dx.
2 o (5) 7+

Hier hat der ausintegrierte Teil den Wert %log % . Im letzten Integral sub-
stituieren wir (z — 3)/4 := t, was auf

r=4t+ 3, dr =4dt
flihrt und die ¢-Grenzen —1 und 2 liefert. Dieses Integral hat folglich den

Wert

> 2dt 2
/ —— = 2arctant| = 2(arctan2 + arctanl),
12 +1 —1

und es ergibt sich definitiv

1 5
J = 3 log 5t 2(arctan 2 4 arctan 1) = 4.2432 .

Grundsétzlich 148t sich jede rationale Funktion

R(z) p(x) Am ™ + a1 2™ N+ ag
x) = =
q(z) T + b1z ..+ b

mit reellen Koeffizienten a;, b; elementar integrieren, und zwar geschieht das
mit Hilfe einer additiven Zerlegung von R(x) in einfachere rationale Funktio-
nen, die sich leicht einzeln integrieren lassen. Die Existenz dieser sogenannten
Partialbruchzerlegung ist eine rein algebraische Tatsache, die wir hier nicht



4.3 Technik des Integrierens 51

° °

T G = Bitivg
|
|
|
|

G, = Bp—i,

Fig. 4.3.3

beweisen. Wir erlautern hingegen das Vorgehen zur praktischen Herstellung
dieser Zerlegung im konkreten Fall.

Schritt 1: Ist m > n, so fithre man die Polynomdivision
p(x) : q(z) = ...

aus, bis ein Rest r(x) vom Grad < n bleibt. Ist p.(x) das bei der Division
rechter Hand aufgebaute Polynom, so gilt

~—

)

~—

Was folgt, bezieht sich auf den “echt gebrochenen” Teil r(z)/q(z).

Schritt 2: Das Nennerpolynom ¢(z) besitzt nach dem Fundamentalsatz der
Algebra r verschiedene reelle Nullstellen oy, as, ..., a, mit zugehorigen
Vielfachheiten 4, ..., [, ferner s verschiedene Paare

G =B+, G =0k— i 1<k<s)

von nichtreellen Nullstellen mit zugehdrigen Vielfachheiten my (Fig. 4.3.3);
dabei ist natiirlich

Lh+...+0L +2m+...42ms=n.

(Damit ist der schlimmstmdgliche Fall einkalkuliert. Im téglichen Leben sind
die meisten Vielfachheiten = 1.) Infolgedessen l&8t sich ¢(z) wie folgt als
Produkt von Linearfaktoren und reell-irreduziblen quadratischen Faktoren
darstellen:

q(m) = (33 — al)ll . (m — ar)lr (Ql(aj))ml - (Qs(x))ms .

Je zwei Linearfaktoren (x — (), (z — (&) lassen sich ndmlich gem#f (9) zu
einem reellen quadratischen Faktor

Q@) = (- ) —C) = (x — B)? +97 = 2° + by + ¢,
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zusammenfassen.

Schritt 3: Jeder Faktor der Form (x — a)! gibt Anla8 zu einem zugehérigen
Hauptteil

A A A
l + -1 4

(z — ) (J:—oz)l_l—'—'” T —a«

in der Partialbruchzerlegung von R(x), und jeder einfache quadratische Fak-
tor
Q)= (x—-pB)++y* =2 +br+c

gibt Anlafl zu einem zughorigen Hauptteil

Bx +C
22 4+br+c’

(Der Fall mehrfacher komplexer Nullstellen wird hier nicht weiterverfolgt.)

Schritt 4: Man schreibe alle aufgrund der Produktdarstellung des Nen-
nerpolynoms ¢(z) erforderlichen Hauptteile bzw. Partialbriiche mit unbe-
stimmten Koeffizienten A., B., C. an und bringe die Summe aller dieser
Partialbriiche auf den Generalnenner g(x). Man erhélt einen “grofien” Bruch
7(x)/q(z), und zwar erscheinen die eingefithrten Koeffizienten A., B., C. in
den Koeffizienten des Zahlerpolynoms 7(z).

Nun sollte ja

sein, und dies ist nur moglich, wenn die Zahlerpolynome identisch in x
iibereinstimmen. Der hierfiir angestrengte Koeffizientenvergleich liefert die
zur Festlegung der Koeffizienten A., B., C. notwendigen Gleichungen. Wenn
man alles richtig gemacht hat, besitzt dieses Gleichungssystem genau eine
Losung, denn die Partialbruchzerlegung ist eindeutig bestimmt.

@ Es soll das unbestimmte Integral

241
J = /x:”—ldx

berechnet werden. Der Integrand ist bereits echt gebrochen, und

2 —1=(r—-1)(2*+z+1)
ist die reelle Zerlegung des Nenners. Wir haben daher anzusetzen:

x2+1_ A Bx +C
-1 z—-1 a24z+1"
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Bringen wir hier die rechte Seite auf den Generalnenner z® — 1, so erhalten
wir fiir die Zahlerpolynome folgende Relation:

P +1 =A@+ + 1)+ (B +C)(x—1),

und durch Koeffizientenvergleich ergibt sich fiir die Konstanten A, B, C' das
Gleichungssystem

1 = A + B
0 = A - B + C
1 = A - C

mit der Losung A = 2/3, B = 1/3, C = —1/3. Die gesuchte Partialbruch-
zerlegung lautet daher:

x2+1_1 2 n rz—1
-1 3\z—-1 z24z2+1)/)"

Fiir die Integration ist der zweite Partialbruch nach (10) weiter aufzuteilen;
es ergibt sich

1 2 1 2z+1 3 1
J:— - - = d . 12
3/<x—1+2x2+x+1 2:1:2+:1c+1) v (12)

Wir berechnen vorweg mit Hilfe von (11) das Integral

1 1
Joo=m [ - qe= [ —~ 4
3 /m2+x+1 v /(w+%)2+% v

und erhalten

J3 = — arctan + const. .

T+
V3 V3

Aus (12) ergibt sich daher im ganzen

+ const. ,

1 1 2¢ +1
J=Zlog((x —1)*°V/a24+x+1) — — arctan
3 g(( ) ) \/g \/g

wobei die grofie Klammer mit Hilfe der Funktionalgleichung des Logarithmus
zustandegekommen ist. O
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@ Wir betrachten weiter das unbestimmte Integral

425
= ———dx .
J /x4—2w2+1 .

Da der Integrand nicht echt gebrochen ist, fithren wir erst die Polynomdivi-
sion

(42° ) : (2t =227+ 1) = 4
83— 4z
aus und erhalten S A
R(z) = 4x + e v I
Weiter gilt
=222+ 1=(2? - 1) = (2 - 1)*(z +1)%; (13)

somit lautet der Ansatz zur Partialbruchzerlegung des echt gebrochenen Teils
von R(x):

8z —dx A N B . C n D
xd—2224+1 (z—1)2 -1 (z+1)2 z+1°

Wir bringen wiederum die rechte Seite auf den Generalnenner (13) und setzen
das resultierende Zahlerpolynom gleich dem Zahlerpolynom links:

823 —dz = A(x +1)2 + Bz — D)(z + 1)+ C(z — 1) + D(z + 1)(z — 1)2 .

Nach Aufbereitung der rechten Seite liefert der Koeffizientenvergleich das
Gleichungssystem

8 = B + D
0O = A + B + C - D
-4 = 2A - B - 2C - D
0O = A - B + C + D

mit der Losung A =1, B=4, C = —1, D = 4. Damit wird

1 4 1 4
R(z) =4 —
() $+($—1)2+ZL‘—1 (:p+1)2+1‘—|—1’

und wir erhalten
J /R( Jdz = 222 — —— J dlog|z — 1] + —— + dlog |z + 1| + const
= z)dr = 22" — —— T — —_ T nst.
r—1 & r+1 &

= 22% — + 4log |z* — 1| + const. .

2 _
T 1 O
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Ist « eine einfache reelle Nullstelle des Nennerpolynoms ¢(-):

r(x) .
R(z) = G @)’ 4(a) #0,
so 143t sich der Koeffizient A des zugehorigen Hauptteils
A
r—a

ohne Auflésung eines Gleichungssystems bestimmen. Zum Beweis fassen wir
alle andern Partialbriiche von R(x) wieder zusammen und erhalten die Iden-
titat
r(zx) A 7(x)
Py = + = .
(z—a)jlz) z—a §(z)

Dies ist aquivalent mit

r(z) = Ag(z) + 7(z)(z — o) .

Setzt man hier z := «, so folgt

r(a) = Ag(a)
und somit (@)
4= q

In Worten: Um den Koeflizienten iiber x — a zu erhalten, blende man den
Faktor z — o aus dem Nenner von R(z) aus und evaluiere das Ubrige an der
Stelle x := a.

®B) Fiir die Funktion

1'2—2 A_l AO Al
R(z) := (x+1z(z—1) _1‘+1+?+1‘—1

erhalten wir

22 1
A—l S = 35
w(ex—1)|,.__ 2
2
-2
Ay = — 2 —9,
(x+1)(x—1)|,._,
22 1
A =2 S
(x+ Dz, _, 2

Damit wird

/R(x)dx:%/(%%ﬂwil)dx

1
=3 (4log |z| — log |z + 1] — log |z — 1]) + const.

=log(2?/+/|22 — 1| ) + const. . O
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Weitere Ausdriicke, die sich elementar integrieren lassen

Wir behandeln zum Schlufl einige Typen von unbestimmten Integralen, die
sich durch geeignete Substitutionen in Integrale von rationalen Funktionen
verwandeln und damit elementar auswerten lassen. Die zugelassenen Inte-
granden sind Ausdriicke der folgenden Art, wobei jeweils R(u) eine rationale
Funktion von einer und R(u,v) eine rationale Funktion von zwei Variablen
bezeichnet:

(a) R(e') und R(cosht,sinht),

(b) R(cost,sint),

(c) R(J:,\/Q—) =ax’+br+c,
@ R(Var D)

)

Zu (a): Integrale

/ R(e") dt

werden mit der naheliegenden Substitution

u

1
el = u (:> t=logu, dt = —du> (14)

in Integrale von rationalen Funktionen tibergefiihrt:

/ R(e')dt = ( / R(u)%du)u::d .

Ein Integral [ R( cosht sinh t) dt 148t sich nach Definition von cosh und sinh
in ein Integral [ Ry(e')dt verwandeln.

Bei dem “uneigentlichen Integral” (s.u.)

< dt 2
J = / = / ———eldt
_ oo Cosht o € +1

(Fig. 4.3.4) verwenden wir die erste Substitutionsregel (4.9):

el = u, etdt = du .

Die u-Grenzen sind 0 und oo, und es ergibt sich

< 2 0 T
Jz/ 5 duz?arctanu) =2({=—-0)=m.
o u*+1 0 2
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y=1/cosht

Fig. 4.3.4
Zu (b): Bei Integralen vom Typ
/ R(cost,sint)dt
wiirde an sich die Substitution e’ := z (vgl. (14)) naheliegen. Um Schwierig-

keiten mit dem “Logarithmus im Komplexen” zu vermeiden, verwendet man
stattdessen die reelle Substitution

tan§ =T (= t=2arctanT) .
Wegen
1— 172 . 27 2
COSt:H—TQ, Slnt:m, dt:de

wird dadurch das gegebene Integral in ein “rationales Integral” [ Ry(7)dr
verwandelt. Es ist aber ratsam, erst nach irgendwelchen Hintertiirchen aus-
zuspahen und diesen letzten Ausweg wenn immer moglich zu vermeiden, da
sich die auftretenden Grade dabei gerne verdoppeln.

®) Es soll das unbestimmte Integral

dt
cost

J =
berechnet werden. Die angegebene Methode liefert

1+72 2 1
J— (/ + 7—2 > dT) — (log + T) -+ const. ,
1l—721+71 T:=tan(t/2) I—7 T:=tan(t/2)

wobei wir zuletzt eine “Grundformel” benutzt haben. Mit Hilfe des Addi-
tionstheorems des Tangens erhalten wir hieraus

dt log t t + T + t
—— = logtan| = + — const. .
cost & 2 4

O
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Sehr oft geht es um bestimmte Integrale tiber eine Vollperiode [0, 27 ]:

27
R(cost,sint) dt .
0

Hierfiir stellt die komplexe Analysis eine besonders elegante Methode zur
Verfiigung (Stichwort: Residuensatz), und zwar bildet gerade die oben ver-
worfene Substitution e’ := z dazu den Schliissel.

Zu (c): Um ein Integral der Form

/R(az, vax? 4+ bx + c) dx
zu berechnen, missen wir erst den auftretenden Radikanden
Q(z) :=azx® + bz +c, a#0,

auf eine Normalform bringen — gemeint ist vor allem: auf eine Form ohne
linearen Term. Dies leistet die sogenannte quadratische Erganzung:

b c b\2 4dac—b?
— 2, 2 Z ) = - -
Q(l‘)—d(l? +ax+a> a<<x+2a) + 12 > .

Die lineare Substitution = + % := y macht aus Q(z) die neue quadratische

Funktion
Q+(y) = la| (xy* £ p?), (15)

wobei wir noch zur Abkiirzung

2

4ac —b?
_— = p

4a2

gesetzt haben und im weiteren p > 0 annehmen wollen. Welche Vorzeichen
jeweils in (15) erscheinen, hiingt von den Vorzeichen von a und von 4ac — b?
ab. Wenn nétig, 148t sich Q. (y) mit der weiteren Substitution y := pu auf
die folgende allereinfachste Form bringen:

Qus(u) = A(Fu®+1), A>0.

Aufgrund dieser Vorbemerkungen, miissen wir uns nur mit den folgenden drei
Arten von Integralen befassen:

(ca) [ R(y,\/y*+p?)dy,
(cb) [ R(y,Vy? —p?)dy,
(cc) [ R(y,\/p?>—y?) dy;
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dabei ist p > 0. Das néchste Ziel ist, die Variable y so zu substituieren, dafl
sowohl y (und dy) wie der Wurzelausdruck niitzliche Funktionen der neuen
Variablen ¢ werden. Dies leistet im Fall (ca) die Substitution

y := psinht;

man hat dann namlich
dy = p coshtdt

V2 +p? = \/p2(sinh®t + 1) = p cosht .

Im Fall (cb) fiihrt die Substitution

und vor allem

y := pcosht
in analoger Weise auf

dy = psinhtdt, Vy? — p? = psinht.

In beiden Féllen erhélt man als neuen Integranden einen rationalen Aus-
druck in cosht¢ und sinh ¢, der vielleicht ohne weiteres unbestimmt integriert,
schlimmstenfalls aber immer noch in einen rationalen Ausdruck in e® umge-
formt und nach (a) weiterbehandelt werden kann.

Yy
Y
h
|
iy a x
Fig. 4.3.5

Es soll die Lange eines Parabelbogens + der Spannweite 2a und der
lichten Hohe h (Fig. 4.3.5) berechnet werden. — Die Gleichung der Parabel

lautet offenbar )

y=h(1-%) (= f@),

a2
und wir erhalten nach 4.1.(16):

L(’y)—/_a \/1+f’2(x)dx—/_a \/l—i—iifaﬂda:.
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Die Substitution

2h 2
2 x := sinht, dx := ;—h cosh t dt

fuhrt auf

a? [T
L = — h h :
(7) 2h/ cosht coshtdt;

—T

dabei ist 7 := arsinh (2h/a). Wie man leicht verifiziert, gilt
2 1 ;
cosh“tdt = §(cosht sinht + t) + const. ; (16)

folglich ergibt sich weiter

2 r 2
L(y) = a_h (coshtsinht +1t)| = ;—h (coshsinh T + 7)

2 4h2 2h 2h 2 2h
= %<\/1 + 2 —|—arsinh;> =va?+4h2 + ;—harsinh; .

O

W

Q

Im Fall (cc) lautet die treffende Substitution natiirlich
y = psint;

sie liefert
dy = p costdt, Vp? —y? = pcost .

Der neue Integrand ist folglich ein rationaler Ausdruck in cost und sint, der
vielleicht ohne weiteres integriert und jedenfalls nach (b) weiterbehandelt
werden kann.

@ Es sei

B = {(w,:n,y,z) e R* ’ w? + 2% + % + 22 §a2}
die vierdimensionale Vollkugel vom Radius a im (w,z,y,z)-Raum. Wir
wollen das (vierdimensionale) Volumen p(B) berechnen. Hierzu fassen wir

B als Rotationskorper beziiglich der z-Achse auf und zerlegen das Intervall
[—a,a] der z-Achse in kleine Teilintervalle

Ik = [zk,l,zk] (1§]€§N)
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z
>
a
P
Zk k Bk
k-1 7
k
r=\ w2+x2—|-y2
—a

Fig. 4.3.6

Die zwei Ebenen z = 251 und 2z = z; schneiden aus B eine kugelrunde
flache Scheibe By, vom Radius 7, = v/a? — z% und der Hohe zp — 25,1 heraus
(Fig. 4.3.6). Das vierdimensionale Volumen von By, ist daher approximativ
gegeben durch

. A4r 47
w(By) = gri (2 — 2k-1) = g(CLQ —20)%2 (I
und wir erhalten durch Summation iiber k:
4 N
w(B) = 5 (a® — 2)%2 w(Iy) -
k=1

Hier steht rechter Hand eine zu dem z-Intervall [ —a, a | gehorige Riemannsche
Summe. Der Grenziibergang 6(Z) — 0 liefert somit die Formel
4 a
w(B) = %/ (a® — 22)%/%dz .
Substituieren wir, wie abgemacht,
z := asint, dz = acostdt,

so sind die neuen Grenzen gerade —7 und 7, und wir erhalten

4 /2 /2
w(B) = —W/ (acost)® acostdt = 8—7Ta4/ cos*tdt .
3 —m/2 3 0

Das letzte Integral ist die Zahl ¢4 aus Beispiel (5); wir haben sie dort berechnet
zu ¢4 = 3w/16. Damit ergibt sich schlieBlich

,u(B):?a . O
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Zu (d): Bei Integralen der Form

/R(x,\/m) da

“substituiere man die Wurzel”, das heifit: Man setze
var+b = u,

wobei diese Relation letzten Endes die Riicksubstitution u = ¢~ !(z) aus-
driickt. Damit wird

1 2
r=—(u®>-b), dr = —udu,
a a

und man erhalt einen rationalen Integranden in der Variablen u.

Um das Integral

J /4 dz
o 1 TVO—=T
zu berechnen, setzen wir

VH—x = u.

Dies fithrt auf

r=5—u?, dr = —2udu

sowie auf die u-Grenzen /5 —1 =2, /5 —4 = 1, und es ergibt sich nach-

einander

b —2udu 22 1o 1 1
J:/2 m:/l —5_u2d“:%/1 Frat B ™
o 2 1. (VB+2(VBE-1)
= ﬁ(log(\/g—i_U) —log(\/g—u))‘l - ﬁ log (\/g+ 1)(\/5_ 2)

L, 3tv6 _ 1, (3+V5)? 2 1Og3+\/5
- 2

= 0.8608 .

O

=—1o o) = —
BB B VB P 9-5 B

* Anwendung: Das arithmetisch-geometrische Mittel

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einer Anwendung des bisher Gelernten,
die iiber den Rahmen eines instruktiven Beispiels hinausgeht. Es handelt sich
vielmehr um ein klassisches Stiick Mathematik, genaugenommen: um eine
bahnbrechende Leistung des zweiundzwanzigjéhrigen Gaus.
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Es seien zwei Zahlen o und b, a > b > 0, gegeben. Beginnend mit
ag:=a, bp:=0b

bildet man sukzessiv arithmetische Mittel a,, und geometrische Mittel b,, nach
der folgenden Rekursionsvorschrift:

Apyqp i= an _2‘_ bn , bni1 =V anby . (17)
Bsp: an by,

2 1

1.5 1.414

1.4571 1.4564

1.456791048 1.456791014

Experimente mit verschiedenen Anfangswerten a und b zeigen, dafl die beiden
Folgen a. und b. jeweils duflerst schnell gegen einen gemeinsamen Grenzwert
konvergieren. In der Tat gilt allgemein

an — 2v/anby, + by,
2

(Van = voa)" _ (an—bn)?
2 2 (v/an +v6a)"

das heifit: Es liegt quadratische Konvergenz vor.

Gn+1 — bn+1 =

Bei vielen Iterationsprozessen héngt der Grenzwert nicht von den Anfangs-
werten ab, hier aber schon. Wir stehen damit vor der Aufgabe, den Grenzwert
M(a,b), genannt das arithmetisch-geometrische Mittel (abgekiirzt: AGM)
von a und b, als Funktion der Variablen a und b darzustellen.

Wie GauBl 1799 als erster gezeigt hat, 148t sich das AGM von zwei Zahlen a
und b durch ein Integral ausdriicken. Es gilt namlich

1

Men = 1

(18)

und zwar ist T'(a, b) das folgende (elliptische, also nicht elementare) Integral:

2 [ dt 2 (™2 do
T(a,b) := 5o (B2 12 7 2,
TJo V@+2) 2 +t2) 7TJo  \aZcos?6 + b2sinZ 0

Die beiden Darstellungen von 7'(a, b) gehen durch die Substitution ¢ = btan 6
auseinander hervor; wir iiberlassen die Details dem Leser. — Den Schliissel
zu der behaupteten Formel (18) bildet die folgende Invarianzeigenschaft des
Integrals T'(a, b):

T(a,b)—T(“;b,\@) (@>b>0). (19)
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Wir nehmen fiir den Moment an, (19) sei bewiesen. Aufgrund der Rekur-
sionsvorschrift (17) gilt dann

T(a,b) = T(an,by) Vn,

so dafl wir die folgende Kette von Gleichungen erhalten:

do
T(a,b) = lim T'(ay,b,) = lim —/
e e Jo \/a2 cos? 0 + b2 sin’ 0
do a1

\/M2cos2c9+Mzsin29 T Jo MM

dabei haben wir zur Abkiirzung M (a,b) =: M gesetzt. Aus (19) folgt also
(18), so dafl wir nur noch (19) beweisen miissen.

Vab

Fig. 4.3.7

[ Die Substitutionsgleichung

%(t—%)z:u (0 <t < o0)

(Fig. 4.3.7) liefert die Formeln

t=u+Vab+ u? (—o0 < u < o0),

dt = <1+L>du— L
vab + u? vab + u? ’

dabei steht das letzte ‘t’ als Abkiirzung fiir den Ausdruck wu + vab + u?.
Wir merken uns noch die folgende Beziehung zwischen den beiden Variablen
t und u:

t* = ab + 2ut . (20)
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Fiihren wir diese Substitution in T'(a,b) tatsdchlich durch, so ergibt sich

2 [ t du
T(a,b) = — = = >
T J_oo v/(a% + ab+ 2ut)(b? + ab + 2ut) Vu? + ab

S
N T J - \/j% V/ﬁégqj;ig.

Hier wurde das ¢t im Zahler in den Radikanden R hineingezogen; es ist also

Rom (M) (M )

ab + 2ut
t2

(21)

2
:—(a+b)2+7u(a+b)2+4u2: (a+b)? + 4u?

dabei haben wir zuletzt wieder (20) beniitzt. Tragen wir den erhaltenen Wert
von R in (21) ein, so folgt

2 [~ -
Heb) =2 /00 \/4 ((52)" +02) (ab+u2)
= %/0 \/((%“’)2+dzz> (ab+ u?) :T(a;by@ -
Aufgaben

1. Leite ein verkoppeltes Paar von Rekursionsformeln her fiir die Gréflen

/2 /2
Cp = / t" costdt, / t"sint dt
0 0

und berechne die numerischen Werte cg, . .., ¢4, Sg, - - -, S4. Oder einfacher:
Bestimme eine Rekursionsformel fiir die komplexen Grofien

/2
€n ::/ thett dt .
0
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2. Es sei

log 2
C, = / cosh™ tdt (n>0).
0

Bestimme Cj, C; sowie eine Rekursionsformel fir die C,. (Hinweis:
‘cosh’, nicht ‘cos’!)

. (M) Berechne die folgenden unbestimmten Integrale:

/3
(a) /sin2 te tdt, (b) / ———dt (+1=:u),
Vit 41
dt t
(c) /sinhtcostdt , (d) / ———dt (tan 3= u),

1+ cost
\ /1 —
(t :=sin?u), (f) /t3 arctant dt

und bringe das Resultat, wenn notig, auf eine typographisch akzeptable
Form.

. () Es sei v der Graph der Funktion

2

fx) ::%—logl‘ (1<zx<2).

Berechne die Lange L(7).

. ) Berechne die folgenden bestimmten Integrale

3t -5 b
—dt, b dt ,
(a) /11 t+9 (b) /_1:c4+1
1 2
(c) / zarcsinzdr (x:=sint), (d) / sin(\/i) dt ,
0 0
1 1
(e) / (arcsiny)® dy , (f) / d—:c2
0

16—z—=x

und bringe das Resultat, wenn notig, auf eine typographisch akzeptable
Form.

. Bestimme den Schwerpunkt einer Halbkugel.

. Berechne mit Hilfe der in Aufgabe 4.1.5 gefundenen Formel die Oberflache

des Rotationsellipsoids mit den Halbachsen a, a, b.

. Aus einem Stiick Draht 148t sich geméafl Fig. 4.3.8 ein Kreisel herstellen.

Wie grofl mufl der Winkel zwischen den beiden Speichen gewahlt werden,
damit das Ding moglichst rund 1auft? (Hinweis: Man muf} dafiir sorgen,
daB der Schwerpunkt auf der Achse liegt. Hierzu bendtigt man 1 kleine
Figur, 1 Zeile Rechnung, 1 Wert aus dem Taschenrechner.)
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>

Fig. 4.3.8

9. @ Bestimme die Partialbruchzerlegung der folgenden Funktionen:
23 1
YY) ) b e 1 )
(a) @ o)y b)) 53
36 t
dH -—

(c) 25 — 224 — 223 + 422 4+ — 27 (d) B4tz —t—1
und bringe das Resultat, wenn noétig, auf eine typographisch akzeptable
Form.

10. Wieviele unbestimmte Koeffizienten sind fiir die Partialbruchzerlegung
der rationalen Funktion

(222 —1)2(323 +1)3

R(z) = (22 —x+17)(x — 2)3(z — 1)(z + 4)

insgesamt vorzusehen (inklusive die Koeffizienten eines allfalligen polyno-
mialen Anteils)?

u
11. M) Die Funktionen u — - und z — /1 + 2% besitzen keine elementaren
Stammfunktionen. Berechne die folgenden Integrale, so weit sie elementar
sind:

(a) /loixda:, (b) /1ozxdx’
(©) /#dx, (d) /:1:\/1+—x4dx,

xlogx

(e) /mdt.




4.4 Uneigentliche Integrale

Problemstellung

Sind der Bereich B C R"™ oder die Funktion f: B — R unbeschrankt, so
erstreckt sich der Kuchen Kp ; C R"™! (Fig. 4.1.9) ins Unendliche, und sein
Volumen wird jedenfalls problematisch. Auch die Riemannschen Summen

N
D f(xi) u(Br)

k=1

machen Miihe, von deren Grenzwert fiir §(Z) — 0 gar nicht zu reden. Trotz-
dem ist es in vielen derartigen Fallen moglich, dem Integral

/B £(x) dpu(x)

einen einleuchtenden Sinn und Wert zuzuweisen. Wir haben im vorangehen-
den Abschnitt schon einige derartige “uneigentliche Integrale” angetroffen.
Ihr Wert ist oft eine interessante universelle Konstante, weil hier die be-
treffende Funktion bis an die natiirlichen Grenzen ihres Definitionsbereichs
integriert wird.

1 o)

dt 2

Bsp: =, e 24t = Vor .
P /_1 V1—t2 /_Oo

BA)

Fig. 4.4.1
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Das folgende Vorgehen liegt nahe: Man betrachtet eine Ausschopfung von B
durch eine wachsende Folge von (beschrinkten) Teilbereichen B(™) (siehe die
Fig. 4.4.1) — in der Praxis wahlt man allerdings eine kontinuierliche Schar
derartiger Teilbereiche — mit

(o ]
lim B™ := | JB™ = B,
n=1

n—oo

und zwar soll fiir jedes n das Integral

f(x) dpu(x)

B(n)
als Grenzwert von Riemannschen Summen definiert sein und sich mit den
Methoden der Abschnitte 4.3 und 4.5 berechnen lassen.
In einem zweiten Schritt betrachtet man den Grenzwert

lim [ F(0) du(x) = /B £(%) dpu(x)

n—0o0 Jp(n)

dieser Integrale und spricht dann vom uneigentlichen Integral von f iiber
B. Ist dieser Grenzwert vorhanden und endlich, so heifit das uneigentliche
Integral konvergent, in allen anderen Fallen divergent. Infolgedessen gibt es
fiir uneigentliche Integrale wie fiir unendliche Reihen Konvergenzkriterien.
Wir beschranken uns auf zwei Vergleichskriterien; sie beziehen sich auf die
folgenden beiden Arten von Integralen:

o0 b b b
/ fi)ydt = lim/ ft)dt, /Og(t)dt = lim g(t)dt

b—oo e—0+ /.

(Fig. 4.4.2); dabei soll g fiir t — 0+ gegen oo streben.

Y

y=f(t)

Fig. 4.4.2
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Zwei einfache Konvergenzkriterien

(4.11) (a) Nimmt |f(t)| fiir t — oo mindestens so rasch ab wie 1/t* mit
einem geeigneten o > 1, das heifit: Gilt fiir ein C' und ein o > 1 die Ab-
schatzung

o< S s,

so ist das uneigentliche Integral [~ f(t)dt (absolut) konvergent.

(b) Ist jedoch fiir ein geeignetes C' > 0 durchwegs

e

- t>to),
; (t > to)

so ist das Integral faoo f(t)dt divergent.

y=C/t, a>1

y=f(t)

a = b—o
////
-

—
~
s
/
Fig. 4.4.3
[ Ist a>1, so gilt
e, —C 1|'_ ¢Cc ( 1
Lt a—1te ) a—1 bo—1

und somit

/ —dt = hm/ —dt
1 te b—o0o

bC b
/ —dt:C’logt‘ = C'logb
1t 1

Anderseits ist
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und somit )
/ gdt = lim gdt:oo.
1 t b—oo 1 t
Der auf ein beliebiges f beziigliche Teil der Behauptung wird durch die Fi-
guren 4.4.3 und 4.4.4 plausibel. N
Y
y=f{1)
y=C/t
t
a b— o0
Fig. 4.4.4

(D Das Integral

dt
/_001+t2 (=m)

haben wir in Beispiel 4.3. berechnet; das Integral

/OO e_t2/2 dt

werden wir noch berechnen, und fiir das Integral

/1 the tdt, (1)

A € R eine gegebene Zahl, schlieffen wir folgendermaflen: Auch wenn A noch
so grof} ist, immer gibt es ein ty mit

el > M2 (t>ty),

und das heif3t )
ft) = tret < 5 (t>t).

Die Integrale (1) sind daher fiir beliebiges (festes) A konvergent. — Das

Integral
2 +4
/ L dt
o (1+4t2)3/2
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hingegen ist divergent: Schreiben wir
244 1 1+4/t
(1+4t2)3/2  t (44 1/t2)3/2°

so strebt der zweite Faktor rechter Hand mit ¢ — oo gegen 1/8. Somit gilt
fir alle hinreichend grofien ¢:

ft) =

ft) >

O =
S

O

Bei den uneigentlichen Integralen der folgenden Art sind jedoch die fiir Kon-
vergenz benotigten Exponenten (G ausdriicklich < 1:

(4.12) (a) Geht g(t) fiir t — 0+ héchstens so rasch gegen oo wie 1/t° mit

einem geeigneten 3 < 1, das heifit: Gilt fiir ein C und ein < 1 die Ab-
schatzung

0<g(t) <5 (0<t<toy),
so ist das uneigentliche Integral fob g(t) dt konvergent.

(b) Ist jedoch fiir ein geeignetes C' > 0 durchwegs
C
g(t)z? (0<t<toy),

so ist das Integral fob g(t) dt divergent.

y=C/1%, p<1

0 e—0+ b 0 e—0+ b

Fig. 4.4.5
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[ Ist B <1, so gilt

1 1
— 1
| =aim) m ot
S P B—-171 1-p
und somit
1 1
C . C C
[ = [ G
Andererseits ist
1 C 1
/ ?dt:Clogt = —Cloge
und somit
1 1
/ gdt = lim/ gdt:oo.
0 t e—0+ B t

Der auf ein beliebiges g beziigliche Teil der Behauptung wird durch die Figur

4.4.5 plausibel.

(2 In Beispiel 4.3.(9) wurde das uneigentliche Integral

/b dzx
a V(b—2)(z—a)

]

berechnet und damit automatisch als konvergent erwiesen. Hier noch ein

a priori Konvergenzbeweis mit Hilfe von (4.12):

Ist © < 2£2 (Fig. 4.4.6), so gilt b— z >

Aot
NTEREE

1 1
Vb —2)(z —a) = VC(x—a)

=: C. Damit haben wir

(a<x§a;b

)

und das ist fiir die Konvergenz des Integrals an der unteren Grenze hinrei-

chend. Analog schliefit man bei b.

O
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Anwendung: Die Gammafunktion

(® Die Fakultitfunktion (Fig. 4.4.7) ist fiir natiirliche Zahlen n rekursiv
definiert durch

o =1, nl:=n-n-1) (n>1).
Es liegt nahe, nach einer “natiirlichen” Fortsetzung dieser Funktion auf nicht-

ganze Werte der unabhingigen Variablen zu fragen. Lineare Interpolation ist
nicht sehr inspiriert. Jedenfalls wird man auf der Funktionalgleichung

zl =z (z—1)! (x >0)
bestehen. Diese Bedingung reicht aber zur Festlegung der gesuchten Funk-

tion nicht aus; denn im z-Intervall |—1,0[ kdnnen wir noch beliebige “An-
fangswerte” wéhlen.

Yy
24—+ )
y=n!
6 °
2| .
1% t | | | n
0 1 2 3 4

Fig. 4.4.7

Die “richtige” Fortsetzung der Fakultatfunktion ist vor allen noch méglichen
durch eine gewisse Konvexitéitsbedingung ausgezeichnet (ihr Logarithmus ist
konvex). In erster Linie besitzt sie aber eine einfache Integraldarstellung, der
wir noch kurz nachgehen. Seit Euler definiert man die Gammafunktion durch

INa) = /000 t*tetat (a>0). (2)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein Integral mit einem Parameter: Inte-
griert wird nach ¢, der Wert des Integrals héangt aber vom Wert des wahrend
der Integration festgehaltenen Parameters a ab. Wir haben in Beispiel (1)
gezeigt, dafl das Integral jedenfalls an der oberen Grenze konvergiert. Ist
0 < a < 1, so ist das Integral auch an der unteren Grenze als uneigentliches
Integral anzusehen, konvergiert aber nach (4.12)(a), denn es gilt

te et < Ta (t>0),

und der Exponent 1 — « ist < 1.
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Die Gammafunktion ist eine der wichtigsten nichtelementaren Funktionen
(das Integral (2) 148t sich fiir unbestimmtes a nicht elementar auswerten) und
tritt in den verschiedensten Zusammenhéngen auf. Wir beweisen dariiber:

(4.13)(a) MNa+1) = a-T'(a) (>0),

(b) 'n+1) = n! (neN).

Die Gammafunktion ist also in der Tat die Losung des angezogenen Fort-
setzungsproblems, abgesehen von dem lastigen Shift n ~» n + 1.

[ In der nachfolgenden Rechnung miiiten strenggenommen Integrale von
€ bis b betrachtet werden; anschlieend wére der Grenziibergang ¢ — 0+,
b — oo durchzufithren. — Es gilt

MNa+1) :/ to et dt = —tae_t‘o +/ at®"teTtdt = aT(a) .
o | 1 0

Wegen « > 0 ist namlich

lim t*e ' =0, lim t*e " =0,
t—0+ t—oo

das heifit: Der “ausintegrierte Teil” liefert keinen Beitrag.

Weiter ist

F(l):/ etdt=—et| =1=0.
0 0

Fiir den Induktionsbeweis von (b) nehmen wir an, (b) sei richtig fiir n. Dann
folgt mit (a):

F'n+2)=nm+1)I'n+1)=Mn+1)-nl=(n+1),

und (b) ist damit auch fiir n + 1 als richtig erwiesen. N

Wie wir noch zeigen werden, ist I'(3) = /7. Der Graph der Gammafunktion
sieht somit aus, wie in der Figur 4.4.8 dargestellt. O
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Aufgaben

1. @) Konvergieren oder divergieren die folgenden uneigentlichen Integrale?

Die Antwort ist zu begriinden. Im Fall der Konvergenz bestimme man
den Wert des Integrals.

U dr *  dx
—_— b .
(a) /0 x4 a3 () /1 x4 a3

.Berechne die Linge der logarithmischen Spirale 7(¢) = ae?? vom Ur-

sprung bis zum Punkt (a,0).

. Berechne die folgenden uneigentlichen Integrale von Hand und, so weit

moglich, mit Hilfe von () :

(a) /_Oo exp(3t —e')dt (e :=u), (b) /_OO 1 a5’

54 dg 1 dt
O f oam @ ) e

. Auf der Grundrilebene steht eine unendlich lange kreiszylindrische Blech-

rohre, deren Achse mit der z-Achse zusammenfallt und die die konstante
Flachendichte o aufweist. Man berechne die Gravitationswirkung dieser
Rohre im Ursprung, in anderen Worten: die Beschleunigung, mit der ein
dort befindlicher Probekérper nach oben gesogen wird. (Gravitationskon-
stante := )
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Es sei B C R" ein kompakter, insbesondere beschrankter, mehrdimensionaler
Bereich und f: B — R eine stetige Funktion. Dann ist das Integral

/B F(x) dpu(x)

erklart als Grenzwert von Riemannschen Summen

D fxi) u(By) -
k=1

Wir benétigen eine allgemeine Methode, um derartige Integrale zu berechnen,
wenn f durch einen Ausdruck in den Variablen z1, ..., , und B durch Un-
gleichungen gegeben sind.

Bsp:
/(wy+yz+zx)dV, B = {(x,y,2) | ®+y* <1, [z +y+2/ <1}

B
(Der Bereich B ist ein durch zwei parallele Schnitte schief abgeschnittener

Rotationszylinder.)

Den Kuchen in Scheiben schneiden

Es sei zunéachst

Q = [a,b] x [¢,d]
ein Rechteck in der (z,y)-Ebene und f: Q@ — R (fast {iberall) stetig. Wir
interpretieren das Integral | 0 fdp als Volumen des Kuchens

Ko = {(z,y,2) | (x,9) €Q, 0< 2 < fla,y)} .
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Jede Ebene x = const. schneidet K¢ s in einem Flachenstiick, dessen Form
und Inhalt natiirlich von der gewéhlten Schnittstelle € [a,b] abhéngen.
Der Fig. 4.5.1 entnimmt man, daf} sich der Inhalt A(z) dieses Flachenstiicks
als Integral beziiglich der Variablen y auffassen 1aft:

d
A(r) = / Fa,y)dy | (1)

Die Variable x ist hier wahrend der Integration als Konstante zu behandeln.

Wir zerlegen nun das z-Intervall [a,b] durch Teilungspunkte
Z a=x0<21< ... <xN=0b

in kleine Teilintervalle I}, := [z;_1, zk ]. Die Ebenen z =z, (0 < k < N) zer-
legen dann den Kuchen K s in flache Teilkorper (Fig. 4.5.2), die angenéhert
prismatisch sind mit Grundfliche A(zy) und Hoéhe xy — x,—1 = p(I). Das
Volumen Vj, eines derartigen Teilkorpers ist folglich ndherungsweise gegeben
durch

Vk = A((L’k) N(Ik) .

Fig. 4.5.2

Fiir das gesuchte Gesamtvolumen des Kuchens K ¢ erhalten wir damit die
Naherungsformel

N N
RN WA 2)
k=1 k=1

Die letzte Summe ist eine Riemannsche Summe fiir das Integral

/abA(m) do
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Ersetzen wir sie also durch dieses Integral, so geht (2) iiber in

/Qfdui/abA(x)dx

und mit (1) erhalten wir schlielich

/Qfdui/ab(/cdf(x,y)d@ dv .

Da die betrachteten Approximationen durch Verfeinerung der Zerlegung Z
beliebig genau gemacht werden konnen, trifft hier in Wirklichkeit das Gleich-
heitszeichen zu. Damit haben wir gezeigt:

(4.14) Ist Q :=[a,b] x [¢,d] ein Rechteck in der (x,y)-Ebene, so gilt

[pemtnn = ([ o)

Aus Symmetriegriinden gilt dann natiirlich auch

/fwydu(xy /(/fwydw>dy

Die Aufgabe, eine Funktion von zwei Variablen iiber ein Rechteck zu integrie-
ren, ist damit zuriickgefithrt auf zwei hintereinandergeschaltete Integratio-
nen, bei denen nur je eine Variable betroffen ist. Fiir diese beiden einfachen
Integrale stehen die Methoden des Abschnitts 4.3 zur Verfiigung.

Es ist tiblich, bei mehrfachen Integralen die Klammern um innere Integrale
wegzulassen. Wir verabreden also fiir das folgende die Abkiirzung

([ooa)= [

(D Es soll das Volumen (K des Kérpers
K :={(z,y2) | 1<2<2,1<y<3,0<z(z+y) <1}
berechnet werden. — K ist offensichtlich der Kuchen K¢  zu

1 .
x+y’

Q= [1’2}X[173]’ f(x,y):z
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somit 1aBt sich das Volumen p(K) in folgender Weise als Integral darstellen:

1 2P
(K :/ du(x,y :// dydz .
(K) e (z,y) B Ay

Wahrend der Evaluation des inneren Integrals ist « als Konstante zu behan-
deln. Man erhalt

y:=3
= log(z + 3) — log(x + 1)

31
/ dy = log(z + y)’
1

Tty yi=

und somit weiter

u(K) = /1 (log(z + 3) — log(x + 1)) dx .

Substituieren wir hier einmal x + 3 := ¢ und einmal = + 1 := ¢, so kommt
(siehe Beispiel 4.3.@):

5 3 5 3
,u(K)—/ logtdt—/ logtdt:t(logt—1)4 - t(logt—l)’
4 2
= 5(log5 —1) —4(log4d — 1) — 3(log3 — 1) + 2(log2 — 1)

55
=log ———= = 0.5925 .

2633
O

(2) Wir berechnen das Integral

2

J::/cos(m—l—y—i-z)dv
W

itber den Wiirfel W := [_%’%}3 im (x,y, z)-Raum. Satz (4.14) 148t sich
natiirlich sinngeméfl auf die dreidimensionale Situation tibertragen: Es gilt

/2 /2 /2
J:/ / cos(z+y+ z)dzdydx .
—n/2J—7/2J—7/2

Fiir das innerste Integral erhalten wir

w/2 zi=7/2
/ cos(z +y+2)dz =sin(z +y + 2)
—m/2

zi=—7/2
=sin(z+y+ %) —sin(z+y—3)
=2cos(z+vy) ;
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dabei haben wir die Identitat

sin(a+ %) —sin(a — §) =2cosa (3)

benutzt. Wir berechnen nun das néchstauflere Integral, wobei wir den eben
erhaltenen (von z und y abhéngigen) Wert des innersten Integrals einsetzen:
yi=m/2

w/2
/ 2cos(z +y)dy = 2sin(z + y)
—m/2

yi=—m/2
= 2<sin($ + g) — sin(w — %)) =4coszx,

zuletzt wieder nach (3). Damit ergibt sich schlielich

/2
=38

—m/2 ) O

/2
J:/ 4cosxdr =4sinx
—m/2

Integrale iiber allgemeine ebene Bereiche

Ist der Integrationsbereich B kein achsenparalleles Rechteck bzw. kein Qua-
der, so wird die Berechnung des Integrals

/B £(x) dpu(x)

wesentlich aufwendiger, da die Information iiber die genaue geometrische Ge-
stalt von B an geeigneter Stelle in die Rechnung einzubringen ist.

Wir wollen einen beschriankten Bereich B der (z,y)-Ebene y-einfach nennen,
wenn er sich mit Hilfe von zwei stetigen Funktionen ¢(-) und ¢(-) in der Form

B ={(xy) | a<z<b, ¢(x) <y <y(x)} (4)
darstellen 148t (Fig. 4.5.3). Analog ist
B = {(z,y) | c<y<d, o(y)<z<v(y)} (5)

ein z-einfacher Bereich.

Y Yy

Fig. 4.5.3
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Komplizierte Bereiche zerlege man in einfache. Uber einfache Bereiche inte-
griert man wie folgt:

(4.15) Ist der Bereich B gegeben durch (4) bzw. durch (5), so gilt

[ Hewautan = [ b ( /¢ j()) ) dy) dr (6)

/Bf(:vvy)du(m,y) = /d</(:j) f(af,y)dw> dy .

bzw.

Fig. 4.5.4

[ Aus Symmetriegriinden geniigt es, (6) zu beweisen. Hierzu legen wir B
in ein Rechteck
Q = [a,b] x [c,d]

(Fig. 4.5.4) und erweitern f zu einer Funktion f:Q — R, indem wir f
aulerhalb B gleich 0 setzen. Die erweiterte Funktion ist auf der unteren
und der oberen Begrenzung von B unstetig. Da diese Linien eine zweidimen-
sionale Nullmenge bilden, konnen wir das in Kauf nehmen. Es gilt

/deuz/Qfdu

und fiir jedes feste x:
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Aufgrund von Satz (4.14) 14t sich somit folgende Kette von Gleichungen

bilden:
/deu - /Qﬂx,y)du(x,y):Lb/cdf<x,y>dydx

z/ab</;:)f(w,y)dy> du . _

(3 Der Bereich
B:={(z,y) | 0<2<4, y" <z}
(Fig. 4.5.5) ist sowohl y-einfach wie z-einfach; das Integral

J = /wadu(ﬂc‘,y)
B

1483t sich daher auf zwei Arten berechnen.

Y
2
y=Vx_—~7 B
7 x
y=—Vr T~
-2
Fig. 4.5.5
4 vz
(a) J :/ / xy? dy dx .
0 J—va
Das innere Integral hat den Wert
3|1y =VT
2
x = = Zg5/2
yi=—vz 3
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damit ergibt sich

4

4
2 2 2 512
J—/ Sa¥de =2 .2277 =22
0 3 37 o 21
2 4
(b) J = / / xy? d dy .
—2Jy2
Hier hat das innere Integral den Wert
2 x:=4 6
2 2 Y
il =8y’ — L,
Y s V-5

und wir erhalten
2 8 1 512
:2<—23——27) =,
. 3 14 21

J=/ sy — L) dy = (S — Ly
L 2 3V T 14
O

(4 Ein sechskantiger Bleistift der Dicke 2 wird mit Friaswinkel 45° kegelfor-
mig angespitzt. Wie grof} ist das weggefriaste Volumen V7 — Es gentigt, ein
Sechstel

B = {(ac,y) lo<az<1, —%gyg%}

der Stirnflache zu betrachten (Fig. 4.5.6). Bei einem Fraswinkel von 45° wird

von der Faser durch den Punkt (z,y) € B ein Stiick der Lénge /2?2 + y?
weggefrist. Das gesuchte Volumen ist daher gegeben durch

1 px/V3
V = 6/ Va2 +y?du(x,y) = 6/ / Va2 +y2dydr . (7)
B 0 J—xz/V3

y=z/\B
-k
\ (z,y) )

Fig. 4.5.6

y=—xz/8
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Wiihrend der Berechnung des inneren Integrals (=: J(z) ) ist # als Konstante
zu behandeln. Wir substituieren

y = xsinht (—a<t<a),

wobei a so festzulegen ist, dal x sinh a = 2/v/3 wird; mithin ist

sinh o =

5~

unabhéngig von z. Weiter gilt

dy = xcoshtdt, Va2 +y? =uzcosht,

und wir erhalten

[e%

J(x):/ xcosht-:pcoshtdt:xQ/ cosh?t dt .

— -

Nun ist nach 4.3.(16)

« 1 e
/ cosh?t dt = 3 (coshtsinht+t)| = coshasinha + «a

Lol s =24 <1+\/1+1>
=\/= - — +arsinh — = = + log| —= -
3 /3 V3 378\ 3 V3

2 1
J(z) = z? <§ + §log3> .

Setzen wir das in (7) ein, so ergibt sich schliefllich

—Q

und somit

1
2 1 2 1 1 4
V =6 4+ Zlog3)2?dr=6(=+=-1log3) == = +1log3 = 2.4319.
/0<3+20g>x T <3+20g>3 3+og

Es scheint, dal man einen Bleistiftspitzer auch zur Berechnung von Logarith-
men verwenden kann. O

Integrale iiber raumliche Bereiche

Wir konnen uns nun auch an Integrale iiber beliebige raumliche Bereiche
heranwagen. Es sei B C R? ein derartiger Bereich und B’ die Projektion von
B auf die (z,y)-Ebene; B’ ist ein ebener Bereich. Wir nennen B z-einfach,
wenn sich B mit Hilfe von zwei stetigen Funktionen

¢(‘7‘)7 1/)(7) . B —R
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in der Form
B = {(z,y,2) | (x,y) € B, ¢(a,y) <z <v(z,y)} (8)
schreiben 148t (Fig. 4.5.7). Ist zum Beispiel
B = {(z,y,2) ‘ ?+y+2°<ad}
die Vollkugel vom Radius a, so ist
B = {(z,y9) | 2*+y* <d®}

eine Kreisscheibe, und man hat

B = {(aj,y,z) ‘ (v,y) € B, —\/a2—m2—y2§z§\/a2—m2—y2}.

Fig. 4.5.7

Die folgende Formel reduziert ein Integral iiber den rdumlichen Bereich B in
der erwarteten Weise. Das duflere Integral iiber den ebenen Bereich B’ ist
nach Satz (4.15) weiterzubehandeln; im Ganzen sind also drei Integrationen
erforderlich.

(4.16) Ist der z-einfache Bereich B gegeben durch (8), so gilt

Y(z,y)
' Yy d ' Y, = , Y, d d s .
[ v = [ ([ s ) e
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Fig. 4.5.8

(®) Es soll das Triigheitsmoment © des mit Masse der Dichte 1 belegten
Oktaeders
P = {(z,y,2) | |o[+ |yl + ][ <1}

beziiglich der z-Achse bestimmt werden, also das Integral

O = /P(a:2+y2)du(x,y,z).

Aus verschiedenen Symmetriegriinden ist

o=s / (@ + %) du(e, . 2) = 16 / 2 du(z,y, 2)
B B

wobei B den im ersten Oktanten gelegenen Teil von P bezeichnet (Fig. 4.5.8).
Der Figur entnimmt man folgende Beschreibungen von B und von B’:

B = {(l’,y,Z)

‘(at,y)EB/, 0§Z§1_m_y}a
B ={(zy) | 0<z <1

,0<y<1-=z}.

Damit erhalten wir

Das innere Integral (:: J(zx, y)) berechnet sich zu

zi=l—x—y

J(:r,y)::z:QZ :xQ(l—x—y),

z:=0
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und es folgt weiter nach (4.15):

1 1—x
9216/ xQ(l—x—y)du(:B,y)zlﬁ/ / 22(1 —x —y)dyde .
B o Jo

Wir berechnen auch hier zuerst das innere Integral (:: J(x) ):

2

y:=1l—x
T 1
(@)= =S (12 —y)?

= §m2(1 — :U)2 :

damit ergibt sich schliellich

1 3 4 5
2z x

0=8[ 2?(1-a)de=8(2 -2+
/O.CE( x)*dx (3 4—1—5

@ Es soll der Schwerpunkt des Korpers

K = {($7y,2’)’x,y,26[072]7;L-yzg]_}
(Fig. 4.5.9) bestimmt werden. — Wir fassen K auf als Restkorper
K=W\B (9)

mit
W = [0,2]3, B = {(x,y,z)EW‘:Uyz>1}.

Fig. 4.5.9
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Es geniigt, die x-Koordinate £ des Schwerpunkts zu bestimmen. Die Mo-
mentengleichung 4.1.(12) lautet:

s/Kldu@,y,z) - /demx,y,z>,

oder wegen (9):

§</W du—/Bdu>:/deu—/Bxdu.

Die Integrale iiber W kénnen “im Kopf” evaluiert werden; beide haben den
Wert 8. Damit ergibt sich

_ 8= [padp

S oan (10)

Die Reduktion des Bereichs B ist einfacher als diejenige von K. Der Figur
entnimmt man

1
B={(z,y,2) | (z,y) € B', o <z<2}

mit

1
/_
B ={(z,y)| > <z <2, —ngysz}.

Im Hinblick auf (10) betrachten

2
J, = / % du(z,y, z) = / </ x? dz> du(z,y)
B B’ \J1/(zy)
1 ? 2 1
:/ x”<2——>du(x,y):/ x"(/ <2——>dy>dm.
! Yy 1/4 1/(2x) ry

Fiir das innere Integral (=: J(z)) erhalten wir

1
4
w

ir jetzt fiir o := 0 und o := 1 das Integral

y:=2

1 1 1
—4— “log2— - — - log(2z)
X X X

J(z) = <2y _ élog y>

yi=1/(2x)

1 1
=4——(1+2log2)— —logx .
x x

Damit ergibt sich
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wobei wir noch die Abkiirzung

log2 =:

eingefithrt haben. Wir setzen zunéchst ¢ := 0 und haben dann

2
/d/L:J[]:/ (4—1(1+25)—llogaz>d$
B 1/4 €z T

2
- (495 —(1+28)logz — %(long)

1/4

=T (L 20) (8~ (~20)) — 5 (5 — (-26)) = T3~ _§°.

Setzen wir in (11) o := 1, so ergibt sich

2
/xd,u:,]lz/ (4x—(1+2ﬁ)—logm>dw
B 1/4

2
= <2ac2 — 20z — xlog x)
1/4

1 7 1 1
=8-9 20720+ (-28)=8-2—64.

Damit sind die beiden in (10) auftretenden Integrale berechnet, und wir er-
halten

1
g +6
= 8—% = 0.8173 .
1+33+ 532 O

I

Integration in Polarkoordinaten

Oft treten Kreissektoren, Kreisringe und dhnliche Gebilde (Fig. 4.5.10) als
Integrationsbereiche auf. Die Beschreibung und vor allem die Reduktion
derartiger Bereiche in kartesischen Koordinaten ist aufwendig und schleppt
im allgemeinen Wurzelausdriicke in die Rechnung ein. Noch schlimmer ist
es, wenn eine Funktion iiber eine Kugel zu integrieren ist. In kartesischen
Koordinaten sieht das folgendermaflen aus:

/_2 ([Z(/_gf(%y,z) dz) dy) dx .
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LN
./

Fig. 4.5.10

Die Rechnung wird wesentlich vereinfacht, wenn man die richtigen Koordi-
naten verwendet, in den angefiihrten Beispielen also Polarkoordinaten bzw.
Kugelkoordinaten. Der Integrationsbereich ist dann ein Rechteck in der
(r, ¢)-Hilfsebene bzw. ein Quader im (r, ¢, §)-Hilfsraum.

Es sei also B ein Bereich in der (z,y)-Ebene und B die Beschreibung von B
in Polarkoordinaten (Fig. 4.5.11). Man kann B als “Phantombereich” in der
(r, ¢)-Hilfsebene auffassen. Weiter ist eine Funktion

f: B—R, (z,y) — f(z,y)

gegeben; auf Polarkoordinaten umgerechnet erscheint diese Funktion in der
Form

f: B—R, (r, ) »—>f(7“,qﬁ) = f(rcos¢,rsing) .

Die Funktion f wird gelegentlich als Pullback von f auf den Phantombereich
B bezeichnet. Gefragt wird nach wie vor nach dem Integral

/ F () dun(z, y)
B

/2 y B

Pr;

X
T b, T

Fig. 4.5.11
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Wir approximieren dieses Integral durch Riemannsche Summen, wobei wir
als Teilbereiche By kleine Kreisring-Sektoren wahlen. Ist 7 der mittlere
Radius von By und ¢y der zur Symmetrieachse von By gehorige Polarwinkel
(Fig. 4.5.12), so gilt

1(By) = riA¢ - Ar = 1y w(By)

() Bk
Ar
(T )
A¢p— o7
X
Ty
Fig. 4.5.12

wobei Bj, das zu Bj gehérige “Phantomrechteck” in der (r, ¢)-Hilfsebene
darstellt. Als MeBpunkt (xy,yx) € B wahlen wir den Punkt mit Polarkoor-
dinaten ry, ¢ und erhalten dann nacheinander

Mz

/Bf(fﬂay)dﬂ(%y) = Zf T, Yi) f(ri; dx) i (B

k=1

- / F(r,6)r dpu(r, ),
denn die letzte Summe 1483t sich als Riemannsche Summe fiir die Funktion

g(n (b) = f~(7", ¢) T

und den Bereich B auffassen. Durch Verfeinerung der Einteilung kann die
Genauigkeit dieser Kette von Approximationen beliebig gesteigert werden.
Hieraus folgt: Die endstédndigen Integrale haben in Wirklichkeit denselben
Wert. Wir haben bewiesen:

(4.17) Es sei B ein Bereich in der (z,y)-Ebene und B seine Beschreibung

in Polarkoordinaten; weiter sei f: B — R eine Funktion und f ihr Ausdruck
in Polarkoordinaten. Dann gilt

/fwyd/wy /fr¢rdu(7“¢)
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Ist insbesondere B ein r-einfacher Sektor, das heif3t:

B ={(rn¢)|a<o<8, p¢)<r<q)}

(Fig. 4.5.13), so gilt

B ra(é) _
’ d ) = > drdo .
/Bf(x y) du(z, ) / /M) F(r,d)rdrdo

Fig. 4.5.13

(@ Wir betrachten die Funktion

2 2

flz,y) == e 7Y
auf den Bereichen
Br = {(z,y)|z,y 20; 2> +y* <R’},  Qgr := [0,R]?

(Fig. 4.5.14). Gemé$} (4.17) ist

B /2 rR 5
/ fay) dute,y) = [ Fird)rdutr,d) = / / e rdrde .
Br Br 0 0

Das innere Integral hat den Wert

| =

unabhéngig von ¢. Damit ergibt sich

v 2
du==(1-e1).
L T(1—e)
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Qr

R R\2

Fig. 4.5.14

Andererseits ist

R R R,/ R
fdu:/ / e v Y dydx:/ e ” </ e Y dy> dx
Qr 0 Jo 0 0
R 2
— (/ e—xz d.%’) ,
0

denn das innere Integral hangt nicht von x ab.
Da f durchwegs positiv ist, gilt

fdu < fduéo/ fdu .
Qr B

Br V2R

Wir erhalten daher
2

R
m _R?2 _ g2 ™ —2R?
Z(l—e )S(/o e dm) Sz(l—e ),
und der Grenziibergang R — oo liefert

/ e_mzdx = ﬁ
0 2

Wir haben also dieses uneigentlgche Integral ausrechnen koénnen, obwohl uns
die Stammfunktionen von e~* nicht zur Verfiigung stehen. Zum Schlufl
verwandeln wir dieses Integral durch die Substitution

1
x = t1/? (0<t<o0), dx = it_l/th

1 —t,—1/2 1./1
- - (=
2/0 e "t dt 5 5

und erhalten den frither versprochenen Gammawert

F<%) =V O

in das Integral
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r=ael®

&n)

Fig. 4.5.15

Der in Fig. 4.5.15 dargestellte Exzenter B besitzt folgende Beschreibung
in Polarkoordinaten:

B:{(T,¢)|—ﬂ§¢§ﬂ‘,O§T§a€q¢}. (12)

Es soll der Schwerpunkt (£, ) von B bestimmt werden. — Zur Vereinfachung
der Rechnung schreiben wir

T4y = z, E+imp =: C

und erhalten folgende komplexe Version der Momentengleichung:

C/Bdu(x,y) = /Bzdu(%y)-

— Ji
¢=7 (13)

Somit ist

Jo = /B dyu(z,y) = /B rdu(r.¢)
5o /B 2 dpula,y) = /B re' 1 du(r, )

wobei wir die beiden Integrale gemafi (4.17) auf Polarkoordinaten umge-
schrieben haben.

Aufgrund von (12) ist

ael?®

Jo—/ / rdrdo .
—m JO
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Das innere Integral hat den Wert

r2 ri=ael® 2

somit ergibt sich

™ 2

™ 2
Jo = % /7r e21? ¢ = Z—quq‘ﬁ - = ;_q sinh(2qm) .
Zweitens hat man
T ael?
le/ ew(/ r2d7‘> do .
- 0
Das innere Integral hat hier den Wert
aed®
ﬁ — a_363q¢>
3 1o 3 ’
und es ergibt sich weiter
PR / " @0 g > eris|
= e =——¢
E 3(3¢ + ) -
a*(3¢—1) , 4 2a3 sinh(3q)
—_ _ .3qm —3qm) _ -3 )
3(9q2+1)( e 30+ 1) o4t

Setzen wir die fiir Jy und J; erhaltenen Werte in (13) ein, so folgt

4aq  sinh(3gm)
3(9¢% + 1) sinh(2¢n)

¢ = (=3¢ +1) .

Die reellen Koordinaten &, n des Schwerpunkts lassen sich hier unmittelbar
ablesen.

Integration in Kugelkoordinaten

Zum Schluf} zeigen wir noch, wie raumliche Integrale auf Kugelkoordinaten
umzurechnen sind. In den folgenden Formeln hat der Aquator die geographi-
sche Breite 6§ = 0.



4.5 Mehrfache Integrale 97

Fig. 4.5.16

(4.18) Es sei B ein Bereich im (z,y, z)-Raum und B seine Beschreibung in
Kugelkoordinaten. Weiter sei f: B — R eine Funktion und f ihr Ausdruck
in Kugelkoordinaten. Dann gilt

/ F(,y, ) dule,y, z) = / F(r,,6) 1 cos 8 dp(r, 6.6)
B B

[ Wir begniigen uns mit der “stenographischen” Herleitung dieser Formel
und betrachten dazu ein Klétzchen K im (z,y, z)-Raum, das im (7, ¢, 6)-
Raum als achsenparalleler Quader erscheint (Fig. 4.5.16). Dieses Klotzchen
ist ndherungsweise ein Quader mit Seitenldngen Ar, rcosA¢ und rAf; es
besitzt daher das Volumen

du(z,y,z) = Ar-rcosfA¢-rAI = 12 cosfdu(r,¢,0) . N

(© Die Kugelrinde B mit dem “Phantombereich”

B = {(r,¢,9)

3

rigrgraa 0§¢§2ﬂ-7 -

b 3

<¢9<—}
-T2

sei mit Masse der Dichte p belegt. An der Stelle (0,0, —R), R > 0, befinde
sich ein Massenpunkt m, der von der Rinde mit der Gravitationskraft

K = (0,0,K)

angezogen wird (Fig. 4.5.17). Dieses K soll nun berechnet werden.
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T (LU, Y, Z)

Fig. 4.5.17

Bezeichnet s den Abstand des Massenpunktes von dem variablen Punkt
(z,y,z) € B, so gilt nach dem Cosinussatz:

s2=R%+ 2 —2chos<9+ g) = R?+ 7%+ 2Rrsinf .

Nach dem Gravitationsgesetz wirkt ein an der Stelle (z,y, z) € B befindliches
Volumenteilchen du(x,y, z) auf den Massenpunkt m mit einer Kraft dK vom
Betrag

dabei bezeichnet v die Gravitationskonstante. Die z-Komponente dieser
Kraft ist gegeben durch

1 R
dK = |dK| cosa =ymp — s
s

dp

unabhéngig davon, ob sich der Massenpunkt innerhalb oder auflerhalb der
Rinde befindet. Damit erhalten wir unter Verwendung von Satz (4.18):

z+ R
Kz/dszmp/B 5 dulz,y,2)

R+ rsiné 9
= 0d 0) .
’ymp/é (R? + 72+ 2Rrsin 9)3/2 rcosf du(r, ¢,0)
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Da der Integrand von ¢ nicht abhéngt, liefert die Integration nach ¢ einfach
den Faktor 27, und es bleibt

Ta z cos
K =2 2 R in6 de | dr .
7rW”’J/n " </_( +Ism ) (R? + 12+ 2 Rrsinf)3/2 > "
i

(14)
Integrieren wir das innere Integral (:: J(r) ) in der angegebenen Weise par-
tiell, so ergibt sich

1 0:=m/2

J(r) = (R+rsin6)(R? +r? + 2Rrsin )~ 1/2 (—R—
”

0:=—m/2

1 (/2 cos 0
L1 ' do .
R J_z/2 (R? + 72+ 2Rrsinf)1/2

Der zweite Summand liefert

1 1
E(R2 + 12 4+ 2Rrsin0)'/2 T

0:=m/2

Y

0:=—7/2

so dafl wir insgesamt folgendes erhalten:

1 R—r 1 1
J(T)——E—F |R—7“ E—FE((R—FT)—‘R—TD .

Liegt der Massenpunkt m innerhalb der Rinde, so ist R < r; < r, und es
folgt

J(r):—%—%%—%((R%—T)—(T—R)):0 (ri <7 <ra) .

Damit ist natiirlich auch K = 0. Hieraus folgt: Eine im Erdinnern befindliche
Probemasse m wird nur von dem weiter innen gelegenen Teil der Erdmasse
angezogen.

Liegt jedoch der Massenpunkt m aufBerhalb der Rinde, so ist R > r, > r,
und es folgt

111 9
Jr)=——+— 4 = ((R+r)— (R—7)) = — .
(r) Rr + Rr + R2r (( +r) = r)) R2
Setzen wir dies in (14) ein, so ergibt sich
2 Ta 4
KZQW’W”P@/H r?dr = ’Z—ZLP% (7”2 —r?)
_ym(pu(B))
R

In Worten: Liegt der Massenpunkt m auferhalb der Rinde, so wird er von
ihr genau so angezogen, wie wenn die Gesamtmasse der Rinde in ihrem Mit-
telpunkt konzentriert wére. O
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Aufgaben

1. Bei den folgenden Integralen ist die Reihenfolge der Integrationen umzu-
kehren: Die innere Variable soll zur dufleren werden. Wie lautet jeweils
das neue Integral? Figuren!

/ / f(z,y)dydz, (b) /02 /y:mf(x,y)d:rdy.

2. Es geht hier um dreifache Integrale

[ ot [ ) )

Bestimme die mit ‘...” angedeuteten Integrationsgrenzen fiir die folgen-
den Bereiche B:

(a) der durch die Flichen 22 + 32 = a2, 2 = 0, 2 = h begrenzte Zylinder,

(b) der durch die Flichen 22 + 92 = a?, 2+y+2=0, 2 +y+2z =1
begrenzte schief abgeschnittene Zylinder,

(c) der durch % < z < 1— /22 + 92 begrenzte schief abgeschnittene
Kreiskegel.

3. In der nachstehenden Formel bezeichnen r, ¢ Polarkoordinaten. Was hat
man an den offengelassenen Stellen einzusetzen?

// 3:2+y dydx—/ /7drd¢

4. Berechne die folgenden Integrale:

(a) /Bcosydu(%y), Bi={(z,y) | 0<w<a?—y?},

b Y a4 — (0,172
2,2
(C) /B;—_nydu(ﬂfvy)g B .= {($7y)’a2§$2+y2§b2}.

5. Berechne das Integral / eV’ dp(z,y) fiir den in Figur 4.5.18 skizzierten

B
Bereich B. (Hinweis: Integrationsreihenfolge geeignet wéhlen.)
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Fig. 4.5.18

6. Es bezeichne By p C R? die Kreisscheibe, B3 r C R3 die Vollkugel vom
Radius R mit Zentrum 0. Verifiziere, was folgt: Héngt die Funktion
f: Bn,r — R in Wirklichkeit nur von r ab, so gilt

R R
fdu:27r/0 f(r)yrdr baw. fdu:élrr/0 f(r)yr2dr .

B r B3 r

7. Berechne das Trégheitsmoment der in Figur 4.5.19 skizzierten Torusflache

(Fléchendichte :=1) beziiglich der z-Achse.

8. Durch das Zentrum einer Kugel wurde ein zylindrisches Loch der Lénge
a gebohrt. Berechne das Volumen des Restkorpers.

9. (a) Verifiziere die folgende Formel fiir den Abstand d (: d(z,y, z)) des
Punktes (x,y, z) von der Geraden durch (0,0,0) und (1,1, 1):

2
d2:§(x2+y2+22—xy—yz—zx).

(b) Berechne das Triagheitsmoment des Einheitswiirfels (Dichte := 1)
beziiglich einer Raumdiagonalen.

z

Fig. 4.5.19
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10. Ein Kreiszylinder vom Querschnittdurchmesser a und ein Prisma mit
quadratischem Querschnitt der Stéarke a durchdringen sich in der Weise,
daB die Achse des Zylinders zwei Gegenkanten des Prismas senkrecht
schneidet. Berechne das Volumen des Durchdringungskérpers. (Hinweis:
Wihle die Disposition der Figur 4.5.20.)

z

iy
W

Fig. 4.5.20



4.6 Differentialgleichungen III

Weiteres zur allgemeinen Theorie

Wir haben in Abschnitt 3.5 den Begriff der Differentialgleichung eingefiihrt
und erklart, dafl die sogenannten konstituierenden Gleichungen eines realen
physikalischen (biologischen, Skonomischen, ...) Systems von endlich vie-
len Freiheitsgraden in aller Regel Differentialgleichungen oder Systeme von
Differentialgleichungen sind. Wir haben den geometrischen Gehalt einer Dif-
ferentialgleichung

y' = f(z,y) (1)
interpretiert als Vorgabe eines Richtungsfeldes in (einem Gebiet) der (z,y)-
Ebene. Gesucht sind diejenigen Kurven

v (ny(@),

die in allen ihren Punkten die dort vorgeschriebene Steigung aufweisen:

Va : y/(l‘) = f(x,y(x)) )

das heifit: sich kontinuierlich dem Richtungsfeld anschmiegen. Schliefllich
haben wir in Abschnitt 3.6 eine wichtige Klasse von Differentialgleichun-
gen (lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten) ausfiihrlich
diskutiert und dafiir Losungsverfahren angegeben.

Die Auflésung einer Differentialgleichung wird auch deren Integration ge-
nannt. Im allgemeinen werden némlich elementar l6sbare Differentialglei-
chungen in der Weise geknackt, daf} sie durch geeignete Substitutionen usw.
auf die Form p

U /

= ) (1)
gebracht werden, wobei die neuen Variablen ¢ und u “umkehrbar” mit x
und y verkniipft sind. Die besonders einfache Differentialgleichung (1’) hat
natiirlich die Losungen

u = /qb(t) dt = ®(t) + const. , (2)

®(+) eine Stammfunktion von ¢(-). Am Schluf} sind diese Losungen wieder auf
x und y umzurechnen. Man sagt dann, man habe die gegebene Differential-
gleichung (1) auf die Quadratur (1') — (2) zuriickgefiihrt.

Die Theorie der vorweg behandelten linearen Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten ist gerade dadurch gekennzeichnet, dafi sie ohne Ver-
wendung des Integralbegriffs auskommt: Es geniigt, den richtigen Ansatz fiir
die Losungsfunktionen hinzuschreiben. Inzwischen haben wir aber integrie-
ren gelernt, so dal weitere Typen von Differentialgleichungen der Behand-
lung zugéanglich werden. Bevor wir daran gehen, weisen wir noch auf einen
Sachverhalt von mehr grundsétzlich-theoretischem Interesse hin:
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(4.19) (a) Das Anfangswertproblem

ist aquivalent mit der Integralgleichung

va) = [ F(tuw)d @
0
fiir die unbekannte Funktion y(-).

Dies ist folgendermaflen zu interpretieren: Wird die Losung y(-) des An-
fangswertproblems (3) rechter Hand in (4) eingesetzt und der entstehende
Ausdruck nach t integriert von 0 bis zur variablen oberen Grenze x, so
wird gerade wieder die Funktion y(-) (als Funktion von z) ausgeworfen.
Umgekehrt: Eine Funktion y(-), die derart durch das Integral (4) reproduziert
wird, ist automatisch Losung von (3).

[ Ist y(-) Losung von (3), so gilt

Vi () = fty(t)),

und es folgt durch Integration von 0 bis z:

y(z) — y(0) = / " F(tyle) d.

wegen y(0) = 0 also (4). — Gilt umgekehrt (4), so ist jedenfalls y(0) = 0,
und durch Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze folgt

y'(@) = fla,y()) .

Da dies fiir alle x zutrifft, ist y(-) tatséchlich die Losung des Anfangswert-
problems (3). ]

(4.19) (b) Die durch
do(z):= 0,
bun@) = [ fltou®)dt  (020)
0

rekursiv definierte Funktionenfolge (gbn())n N konvergiert in einem geeigne-
ten Intervall |—h, h| gegen die Lésung von (3).

(Ohne Beweis) — Das Geheimnis von (4.19)(b) ist folgendes (Fig. 4.6.1):
Wird eine “falsche” Funktion y(¢) ins Integral (4) eingelesen, so kommt zwar
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Fig. 4.6.1

nicht die richtige Losung von (3) heraus, aber immerhin eine bessere Appro-
ximation, als es der Input war. In der allgemeinen Theorie der Differential-
gleichungen wird mit Hilfe des Iterationsverfahrens (4.19)(b) bewiesen, dafl
jedes “gute” Anfangswertproblem (3) genau eine Losung besitzt.

(1 Fiir das Anfangswertproblem
y =1+y*  (=flzy), y0)=0
erhalten wir folgende Iterationsvorschrift:

do(x):= 0,
buaala) = [ (14 R(0)de

Es ergibt sich nacheinander

<z>1<x>:/OI(1+¢g(t))dt:/:1dt:x,

3

Bo(x) :/Or(l—i—qﬁ(t))dt:/Ox(1+t2)dt:m+?,

$3(z) = /Oz(l +(t+t%/3)%) dt = /Oz(l + 2 42t /3 4-1°/9) dt

n x3 n 23:5+? 7
=+ —+ —+7
3 15 ’

Pa(x) = /OI(1 + (t417/3 + 2t° /1542t7)?) dt

T 2t4 4 1
= 14824+ 2 + (= + =)t5+2¢% ) de
/O<+ + 3 (15+9) + >

n x3 n 25 n 1727
= I —_ _—
3 15 7-45

+729 .
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Da die Polynome ¢,(+) in erster Linie fiir kleine = betrachtet werden, haben
wir ihre hintersten Koeffizienten zum Teil nicht mehr berechnet.

Wie man leicht verifiziert, ist
y(zr) = tanz

die exakte Losung des gestellten Anfangswertproblems. Der Tangens besitzt
an der Stelle 0 die Taylor-Entwicklung

x3 2x° 1727
tane = v+ — 4+ — +

9.
+7z7 ;

3 15 315
die berechneten Iterierten ¢, ..., ¢4 stellen also fiir kleine x in der Tat von
Mal zu Mal bessere Approximationen an die exakte Losung dar. O

Lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten

Wir behandeln nun die allgemeine lineare Differentialgleichung erster Ord-
nung:

Y = p@)y+q) (= flz,y); (5)

dabei sind p(-) und ¢(-) gegebene stetige Funktionen von z. Sind p(-) und
q(-) auf dem Intervall ]a,b| definiert, —oo < a < b < oo, so ist dom (f) der
vertikale Streifen ]a,b[ xR. Durch jeden Punkt dieses Streifens geht genau
eine Losungskurve. Aus den folgenden Formeln geht iiberdies hervor, dafl
jede einzelne Losung auf dem ganzen Intervall |a, b[ definiert ist und nicht
in einem inneren Punkt “explodieren” kann (Fig. 4.6.2). Dieser Sachverhalt
trifft auch bei linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung zu.

dom(f)

Fig. 4.6.2
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(2 Bei der nichtlinearen Differentialgleichung
v =y (= f(ty)

ist dom (f) = R2. Die durch den Anfangspunkt (0,1) gehende Losung ist
gegeben durch

y(t) = %_t

(Fig. 4.6.3), “explodiert” also schon nach einer Sekunde. O

-

Fig. 4.6.3

Wir betrachten zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung

y =pl@)y (a<z<b). (6)
Die spezielle Gleichung
y = Ay
mit konstantem Koeffizienten A € R ist von dieser Art. Sie besitzt bekanntlich
als Losungen die Exponentialfunktionen

y(x) = Cer, CeR.
Wir machen daher fiir eine Losung Y (-) der Gleichung (6) den Ansatz
Y(z) := el®)

mit einer neuen unbekannten Funktion P(-). Tragen wir dies in (6) ein, so
muf identisch in = gelten:

P'(x) ") = p(a) "),
und das ist erfiillt, wenn fiir P(-) eine Stammfunktion von p(-) gewahlt wird.

Ubrigens ist dann Y () # 0 fiir alle = € ]a, b|.

Nun ist (6) eine homogene lineare Differentialgleichung. Mit Y'(-) sind daher
auch alle Vielfachen C'Y(-), C € R fest, Losungen von (6), und zwar sind das
schon alle Losungen, da durch jeden Punkt von |a,b] xR genau eine Kurve
dieser Schar geht (Fig. 4.6.4). Wir haben bewiesen:
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(4.20) Die allgemeine Lésung von (6) ist gegeben durch
y(z) = CeP@ CeR;

dabei bezeichnet P(-) irgendeine Stammfunktion von p(-).

Y
y="Yx)
|
|
| triviale Losung
a /\/ b
|
|

Fig. 4.6.4

(3 Man bestimme die durch den Punkt (%, 1) gehende Losung der Differen-
tialgleichung

V= g @) (7)

Die Funktion p(z) := 1/vz? — 1 besitzt die Stammfunktionen
dx
—— = log(x + V2 — 1) + const. ;
[

die allgemeine Losung von (7) lautet daher

y(w) _ Celog(ac+\/x2; 1) _ C ($ + /xQ _ 1) '

Die Anfangsbedingung liefert fiir C' die Gleichung

5 25
1=C(2+/Z-1)=
c(4+,/16 ) 20,

und damit erhalten wir als Losung des gestellten Anfangswertproblems:

y(:c):%(a:—i—\/xQ—l) .

Dies ist, wie erwartet, fiir alle z > 1 definiert. O
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Wir wenden uns nun der inhomogenen Gleichung (5) zu und weisen zunéchst
darauf hin, daf§ Satz (3.18) auch hier gilt:

(4.21) Esseien ys(+) eine irgendwie gefundene ( “partikulédre”) Losung der in-
homogenen Gleichung (5) und Y (-) eine nichttriviale Losung der zugehdrigen
homogenen Gleichung (6). Dann ist die allgemeine Lésung y(-) der Gleichung
(5) gegeben durch

y(x) = CY(x)+ys(x), CeR (8)

(= “allgemeine Lésung der homogenen Gleichung plus partikulidre Lésung
der inhomogenen Gleichung”).

[ Ist y(-) gegeben durch (8), so gilt
y' =CY' +y,=CpY +pys +q=p(CY +ys) +q=py +4q,

das heifit: y(-) ist eine Losung von (5). Umgekehrt: Ist y(-) eine Losung von
(5), so geniigt die Funktion u := y — ys der homogenen Gleichung (6):

u =y —y.,=(py+q) — (pys +9) = p(y — ys) = pu .

Nach Satz (4.20) ist folglich u = C'Y fiir ein geeignetes C' € R und somit
y=CY + y,, wie behauptet. N

Gelegentlich kann man tatséchlich eine partikuldre Losung ys(-) von (5) er-
raten. Es gibt aber auch ein systematisches Verfahren zur Bestimmung der
allgemeinen Losung von (5), die sogenannte Methode der Variation der Kon-
stanten:

Zunéchst soll man die zugehorige homogene Gleichung (6) l6sen. Man erhélt
eine Funktionenschar

y(x) = CY(x), CeR,

mit einer gewissen “Basisfunktion” Y'(-) # 0. Fiir die allgemeine Losung von
(5) macht man nun den Ansatz

y(x) = C(@) Y (z) (9)

mit einer neuen unbekannten Funktion C(-). Trégt man diesen Ansatz in (5)
ein, so ergibt sich
C'Y+CY' = pCY +q.
—_ =
Da Y das homogene Problem (6) 16st, fallen hier zwei Terme heraus, und es
bleibt fiir C'(-) die einfache Differentialgleichung

q(z)

Y (z)

iibrig, die sofort integriert werden kann. Bei dieser Integration wird auch
noch eine neue Integrationskonstante Cy abgesondert. Damit ist gezeigt:

C'Y(z) = q(x) bzw. C' =
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(4.22) Die allgemeine Lésung von (5) hat die Form
y(@) = (Clz) +Co) Y(2);

dabei ist Y (-) # 0 eine Losung der homogenen Gleichung (6) und C(-) eine
Stammfunktion von q(-)/Y ().

(Die in (4.22) erscheinenden Formeln braucht man sich nicht zu merken,
wohl aber den Ansatz (9). Der Rest ergibt sich dann im Anwendungsfall von
selbst. )

(@) Essoll die durch den Ursprung gehende Losung der Differentialgleichung
y =2’ -y (10)

bestimmt werden. — Die zugehorige homogene Gleichung y' = —xy besitzt
die Losungen
2
ylz) = Ce /2, CeR.

Wir machen also fiir die Losungen von (10) den Ansatz
y(x) = Claye /2
und erhalten fiir C(-) die Bedingung

Cle™@/2 4 C /2 (—z) = 3 —xCe /2 ,
—_——— ———

das heifjt:
C/ — 1,3 6:62/2 .

Dies ist nun unbestimmt zu integrieren:

C(z) = /m3e$2/2dm = 2(/? eT“ du> / =2(ue“ —/e“du)
u:=x2/2

= 2(u — 1)e" + const. = (2% — 2)612/2 +Cp .
Die allgemeine Losung von (10) ergibt sich damit zu
y(@) = (2% —2) + Coe™ /2
(Fig. 4.6.5). Die durch den Ursprung gehende Losung
yo(r) = 22 — 2+ 27 /2

besitzt dort iibrigens einen Flachpunkt, denn es ist

2 4 4
2l BT DR
yo(z) =z 2+2<1 5 + 8+.x> 4+.x .

Alle Losungen nihern sich fiir |x| — oo asymptotisch der Parabel y = 22 — 2.

O
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Fig. 4.6.5

Die allgemeine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung,
y' +p@)y +al@)y =0 (a<z<b) (11)

1aBt sich nicht auf Quadraturen zuriickfithren. Da derartige Gleichungen in
den verschiedensten Zusammenhéingen (Schwingungsprobleme, Differential-
geometrie u.a.) auftreten, gehort ihre Theorie zu den am intensivsten er-
forschten Gebieten der Analysis. Dabei geht es einerseits um die speziellen
Funktionen, die durch gewisse spezielle Gleichungen (11) definiert werden
(zum Beispiel die trigonometrischen Funktionen, die sogenannten Besselfunk-
tionen u.a.), und andererseits um die qualitativen Eigenschaften (Absténde
und Anzahl der Nullstellen u.a.) der Losungen in Abhéngigkeit von Eigen-
schaften der Koeffizientenfunktionen p(-) und ¢(-).

Die Gesamtheit £ der Losungen von (11) ist ein zweidimensionaler Vektor-
raum. Das bedeutet folgendes (siehe auch Satz (3.17)): Kann man sich
irgendwie zwei linear unabhingige Losungen Yi(-) und Ys(:) verschaffen, so
ist die allgemeine Losung von (11) gegeben durch

y(l‘) = ClYl(x) + CQYQ(!E) ; 1 ,02 eR.
Ein korrekter Satz von Anfangsbedingungen, ndmlich
y(wo) = Yo , y'(z0) = vo

mit gegebenen Zahlen (z,) yo und vy legt die Werte Cy und Cs fest und zieht
damit eine wohlbestimmte Funktion aus der Losungsgesamtheit £ heraus.
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Randwertprobleme

Anstelle von Anfangsbedingungen, die an einem Punkt xy angreifen, kann
man auch sogenannte Randbedingungen formulieren, die an den zwei weit
voneinander entfernten Punkten a und b der x-Achse gleichzeitig angreifen
(Fig. 4.6.6):

y(a) =va,  yb)=m

mit gegebenen Randdaten y,, yp.

el

Ya Yy

Fig. 4.6.6

Diese Aufgabe ist wesentlich heikler als die erste, und es braucht nicht immer
eine Losung zu geben. Derartige Randwertprobleme (oft mit “homogenen”
Randdaten y, = y, = 0) spielen in den Anwendungen eine ungeheure Rolle,
und ihre Behandlung bildet wohl den interessantesten Teil der ganzen Theo-
rie. Um zu zeigen, welche neuen Phédnomene da auftauchen, behandeln wir
ein ganz simples Beispiel, wo wir alles explizit ausrechnen kénnen.

(®) Wir betrachten die Differentialgleichung
y' +wly =0 (12)

auf dem z-Intervall [0, 1]. Es tritt hier ein Parameter w > 0 auf, der noch eine
iiberraschende Rolle spielen wird. Gegeben sind ferner die Randbedingungen

y0)=yo,  yl)=u . (13)
Die allgemeine Losung von (12) lautet bekanntlich
y(z) = Acos(wz) + Bsin(wz) ; A,BeR.
Die Randbedingungen fiihren auf das lineare Gleichungssystem

AcosO0O 4+ Bsin0 = 1y
Acosw + Bsinw = 1
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fiir die Integrationskonstanten A und B. Der ersten Gleichung entnimmt
man sofort A = yg, so dafl wir mit der Bedingung

Bsinw = y; — ypcosw (15)
verbleiben. Ist sinw # 0, so wird dadurch B bestimmt zu

Y1 — Yo COSW
sinw

B

)

und unser Randwertproblem (12)A(13) besitzt dann fiir beliebige Randdaten
Y0, Y1 genau eine Losung, ndmlich die Funktion

Y1 — Yo COSW

— sin(wx) .

y(x) = yocos(wr) +

Ist aber
sinw = 0, (16)

so ist (15) und damit das Gleichungssystem (14) nur 16sbar, wenn zufélliger-
weise Y1 — yo cosw = 0 ist. In anderen Worten: Fiir gewisse spezielle Werte
des Parameters w besitzt das Randwertproblem (12)A(13) fiir die allermeisten
Randdaten keine Losung.

Die durch (16) charakterisierten speziellen w-Werte heifilen die Eigenwerte
dieses Beispiels; es handelt sich um die Zahlen

wg = km (k=1,2,3,...).

wi=T w:=2m w:=3m

Yy  y=sin(rx) Y| y=sin(2mx) y y=sin(3mz)

,ﬁ AWy
1 \/1 \/ 1

Fig. 4.6.7

“Homogene” Randdaten yg = y; = 0 lassen immer (das heifit: fiir beliebige
Werte des Parameters w) die triviale Losung y(z) := 0 zu. Ist aber w := wy
ein Eigenwert, so gibt es auch noch nichttriviale Losungen der homogenen
Randwertaufgabe: Man hat dann immer noch A = yy = 0, aber die Gleichung
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(15) lautet jetzt einfach B sinwy = 0 und ist wegen sinwy, = 0 fiir jedes B € R
erfiillt. In anderen Worten: Die Funktionen

y(x) = B sin(wgz) , B eR,
(Fig. 4.6.7) sind nichttriviale Losungen des homogenen Randwertproblems
y' +wiy =0,  y(0)=y(1)=0. (17)

Man nennnt sie die zum Eigenwert w; gehorigen Eigenfunktionen.

Wir haben also die folgende Alternative: Ist w kein Eigenwert, so besitzt das
Randwertproblem (12)A(13) fiir beliebige Randdaten genau eine Losung. Ist
aber w := wy ein Eigenwert, so besitzt das inhomogene Randwertproblem
(12)A(13) im allgemeinen keine Losung, dafiir besitzt dann das homogene
Randwertproblem (17) nichttriviale Losungen. O

Separierbare Differentialgleichungen

Nach diesem Exkurs kehren wir zuriick zu den Differentialgleichungen erster
Ordnung, y' = f(x,y), und behandeln einen Typ, der sich bei jedermann
grofiter Beliebtheit erfreut: die sogenannten separierbaren Differentialglei-
chungen. Die rechte Seite f(-,-) hat hier folgende spezielle Form: Sie ist
ein Produkt von zwei stetigen Funktionen, die nur von je einer der beiden
Variablen abhédngen. Eine separierbare Differentialgleichung hat demnach
die Gestalt

y = g(x)-k(y) . (18)

Definitionsbereich ist ein Rechteck R :=]a,b[ x |c,d| der (z,y)-Ebene, das
sich auch ins Unendliche erstrecken darf.

Nullstellen von k(-) bediirfen besonderer Betrachtung: Ist k(yo) = 0, so ist
die konstante Funktion y(z) := yo eine Losung von (18). Konstante Losungen
zerlegen das Rechteck R in horizontale Streifen (Fig. 4.6.8). Nach dem Ein-
deutigkeitssatz (3.16)(b) kann keine nichtkonstante Losung eine Streifen-
grenze iiberqueren. Wir diirfen uns daher im weiteren auf das Innere eines
derartigen Streifens beschrianken, in anderen Worten: k(y) # 0 annehmen.

Mit h(y) := 1/k(y) bringen wir (18) auf die fiir das weitere vorteilhaftere
Gestalt

h(y)y = g(z) . (18")

Es sei nun ein Anfangspunkt (zg,yo) vorgegeben (Fig. 4.6.9), und es sei

z =y =y(x)
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Y R
Y
Yo+
C .
| | x
a b
Fig. 4.6.8
Yy
d,,
R
(0, Yo)
Cfi
i 1 x,t
a b
Fig. 4.6.9

die durch (z,yo) gehende Losung von (18'). Dann gilt fiir alle ¢ € Ja, b] oder
jedenfalls fiir alle ¢ in der Nahe von zq:

h(y(1) ' (t) = g(t)

(auf den Namen der unabhéngigen Variablen kommt es nicht an). Integrieren
wir das nach t von xg bis zur frei gewéahlten oberen Grenze z, so ergibt sich

[ )i [ gwa.

0 Zo

Auf der linken Seite substitutieren wir

y(t) =y, y'(t)dt == dy .
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Damit geht die letzte Gleichung iiber in
y(z) @
[ wwas= [ gteyar. (19)
y(zo) xo
Die (gegebenen) Funktionen g und h besitzen Stammfunktionen G und H.
Mit ihrer Hilfe 148t sich (19) folgendermafien schreiben:
H(y(x)) — H(yo) = G(z) — G(xo) . (20)

Wegen h(y) # 0ist H(-) streng monoton und besitzt damit eine Umkehrfunk-
tion H~1. Rein formal ergibt sich daher aus (20) die folgende Formel fiir y(z):

y(z) = H ' (G(z) — G(zo) + H(yo)) -
In anderen Worten: Wenn es gelingt, die Gleichung
H(y) — H(yo) = G(x) — G(xo) (21)

nach y aufzulésen, so erhélt man die Losung des Anfangswertproblems

y = g@)k(y),  y(@o) =0

in expliziter Form. Die formelméfige Auflésung von (20) nach y ist allerdings
nicht immer moglich. Man kann dann versuchen, die Gleichung (21) nach x
aufzul6sen, um wenigstens eine explizite Darstellung der Umkehrfunktion zu
erhalten, oder man muf} sich mit der impliziten Préasentation (21) der Losung
zufriedengeben.

Die vorangehenden Uberlegungen liefern mit der Formelkette (18) — (18')
— (19) — (20) bzw. (21) das folgende Rezept fiir die Behandlung von
separierbaren Differentialgleichungen (18):

1. Schreibe die Differentialgleichung in der Form

A GLOS

2. Trenne (“separiere”) formal die Variablen:

1
——dy = g(z)dx .
ORI
3. Integriere links nach y, rechts nach z, und zwar

— unbestimmt, falls nach der allgemeinen Losung gefragt ist. Dabei
erscheint eine Integrationskonstante;

— links von yg bis y, rechts von xq bis x, falls die durch (z¢, yo) gehende
Losung verlangt ist.

4. Lose nach y auf, wenn Du kannst.



4.6 Differentialgleichungen II1 117

(6) Wir betrachten die Differentialgleichung

y/ _ 1-— y2
V1-—22
im Quadrat @Q :=]—1,1[? der (z,y)-Ebene. Gesucht sind

(a) die allgemeine Losung und, unabhéngig davon,
(b) die durch den Punkt (—1/2,1/3/2) gehende Losung.

Separation der Variablen liefert

dy dx

= . 22
1—y2 V1—a? (22)
Fiir (a) haben wir das unbestimmt zu integrieren:
/ dy / dr
V1—12 V1—a?’
es ergibt sich
arcsiny = arcsinz + o, (23)

wobei o € R die Integrationskonstante bezeichnet. Hieraus erhalten wir
nacheinander

y = sin(arcsinz + a) = xcosa + /1 — x?sina,
(y — zcosa)? = (1 — 2?)sin’a,
2 — 2zycosa +y? = sin’a . (24)

Aus der letzten Gleichung geht hervor, daf§ die Losungskurven auf Kegel-
schnitten liegen. Die weitere Analyse wiirde zeigen, daf3 es sich dabei um
Ellipsen handelt, die dem Quadrat @ einbeschrieben sind (Fig. 4.6.10).

Y

“N3/2

|
—1|/ /-1/2 1

Z

Fig. 4.6.10
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Fiir die Aufgabe (b) haben wir (22) wie folgt bestimmt zu integrieren:

/y dy B /I dx
V32 /1 —y? YRV

Es ergibt sich

. . . . 1
arcsiny — arcsin — = arcsinx — arcsin| — =
2 2
und damit
. ) T T T
arcsiny — arcsine = — — | —— | = —,
3 6 2

also (23) mit a := 7. Aus (24) folgt daher: Die Losung des Anfangswert-

problems (b) ist der Kreisbogen

y(x) = V1 —2? (-l<z<0).
O

Weitere Beispiele

(@) Die Wachstumsrate einer biologischen Population sei im wesentlichen
proportional zur Zahl der vorhandenen Individuen, wobei aber der Pro-
portionalitédtsfaktor (im folgenden Wachstumskonstante genannt) mit zu-
nehmender Population abnimmt, da sich die Individuen gegenseitig behin-
dern. Diese Vorstellungen lassen sich wie folgt in ein mathematisches Modell
iibersetzen:

Wir bezeichnen mit y(t) die Gréfle der Population zur Zeit ¢, wobei wir y
als kontinuierliche Variable betrachten. Weiter sei a@ > 0 die Wachstumskon-
stante unter Vernachlafligung der gegenseitigen Behinderung; endlich messe
der Parameter § > 0 den Einflufl der Zusammenstofle zwischen den In-
dividuen auf die Wachstumsrate. Man {iberlegt sich, da} die Anzahl der
(zufélligen) Zweierstofle im Zeitintervall [ ¢, ¢+ At ] proportional ist zum Qua-
drat der Anzahl Individuen zur Zeit ¢, und wird damit auf die folgende Dif-
ferentialgleichung fiir die Funktion y(-) gefiihrt:

§ = ay—By°. (25)
Dies ist eine sogenannte t- bzw. x-freie Differentialgleichung und ist folglich

separierbar. Das Richtungsfeld einer z-freien Differentialgleichung ist invari-
ant beziiglich horizontaler Translation, und dasselbe gilt fiir die Schar der
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e

Tt

Fig. 4.6.11

Losungskurven. Mit anderen Worten: Die einzelnen Losungskurven gehen
durch horizontale Parallelverschiebung auseinander hervor (Fig. 4.6.11).
Die rechte Seite unserer Differentialgleichung,

k(y) = ay - By = —ﬂy( _ %) ,

besitzt die Nullstellen 0 und o/, die zu den zwei speziellen Lésungen
y(t) :== 0, y(t) = = (26)

Anlafl geben. Im weiteren miissen wir die Differentialgleichung auf den y-
Intervallen |0, /B[ und ]/, 00| je fur sich untersuchen; negative y-Werte
brauchen wir wohl nicht zu betrachten. Keine Losung kann die speziellen
Losungen (26) tiberkreuzen; insbesondere bleibt jede Losung fiir alle Zeiten
auf derselben Seite der Linie y = «/[3.

Nach diesen Vorbemerkungen schreiben wir nun (25) in der separierten Form
dy
—By(y — a/B)

Die durch den Anfangspunkt (0,y0) gehende Losung ¢ — y(t) geniigt dann
der folgenden Gleichung;:

Y dy - t B
By —aB) [ =t @7)

Fiir das Integral linker Hand (=: J) stellen wir die Partialbruchzerlegung her.
Es ergibt sich

1 [Y/1 1 1
J=a/yo<§—m>dy=E(logy—logly—a/ﬁl)

e ¥ M)
a<10gy0 log vo—ajB|)

= dt .

Y
Yo
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Aufgrund der letzten Vorbemerkung kénnen wir hier die Betragstriche im
weiteren weglassen: Der fragliche Quotient ist jedenfalls positiv. Wir setzen
nun den fiir J erhaltenen Wert in (27) ein und entlogarithmieren. Es folgt

¥y [y—a/f _
Yo/ Yo—a/B '

Dies 148t sich nach y auflosen; wir erhalten damit als Losung unseres An-
fangswertproblems die Funktion

_ @ Yo .
B yo— (yo — §)e

y(t)

Was konnen wir hieran ablesen?

e Ist 0 < yo < a/f, so strebt y(-) mit ¢ — oo monoton wachsend gegen
den Grenzwert a/f.

e Ist jedoch yo > a/f3, so fillt y(-) monoton gegen denselben Grenzwert.

In anderen Worten: Das durch den Parameter o charakterisierte natiirliche
Wachstum und die durch § erfafiten gegenseitigen Behinderungen fiihren zu-
sammen zu der stabilen PopulationsgroBe a/3, gegen die die Population y(t)
mit ¢ — oo in jedem Fall (aufler, wenn yo = 0) konvergiert (Fig. 4.6.12),
und zwar nimmt die Abweichung |y(t) — a/3| im wesentlichen ab wie e~
“Stabil” bedeutet hier, dafl die Population auch nach einer geringfiigigen
Storung wieder zur IdealgroBe o/ zuriickkehrt. Die Losung y(t) := 0 ist
hingegen unstabil. O

stabile Losung

instabile Losung

Fig. 4.6.12
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Gelegentlich 148t sich eine Differentialgleichung

y = flz,y) (28)

durch geeignete Substitutionen in eine separierbare Differentialgleichung in
neuen Variablen iiberfithren. Dies ist insbesondere der Fall bei den sogenann-
ten homogenen Differentialgleichungen (kein Zusammenhang mit homogenen
linearen Differentialgleichungen). Bei einer homogenen Differentialgleichung
ist die rechte Seite f(-,-) in einem Sektor

a <arg(z,y) < p

der (z,y)-Ebene definiert und auf jedem von O ausgehenden Strahl konstant,
das heifit: Es gilt

V(z,y) € dom (f), VA >0: fAz, \y) = f(z,y) . (29)

Fig. 4.6.13

Hiernach wird in allen Punkten eines solchen Strahls dieselbe Richtung fest-
gelegt (Fig. 4.6.13), und das Richtungsfeld ist invariant gegeniiber Streckung
von O aus. Dasselbe gilt dann von der Schar der Losungskurven; in anderen
Worten: Die einzelnen Losungskurven einer homogenen Differentialgleichung
sind zueinander dhnlich und durch Streckung von O aus aufeinander bezogen.
Typisches Beispiel ist die Differentialgleichung

/ xz
y = -—- y>0).
y v>0)
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Thre Lésungen sind konzentrische Kreisbégen um O, siehe das Beispiel 3.5.(3).

Fiir die formale Behandlung einer homogenen Differentialgleichung (28) neh-
men wir an, daf§ dom (f) ganz in der rechten Halbebene liegt. Wir kénnen
dann die neue unbekannte Funktion

_ y@)
u(zx) = .
einfithren. Damit wird
y(x) =u(z) x, d.h y=u-x (30)

und folglich
vy =u-z+u,

so dafl wir die Variablen y und vy’ aus (28) eliminieren kénnen. Zunéchst
ergibt sich fiir u die Differentialgleichung

vr+u= f(zr,uz) . (31)
Aufgrund der Homogenitétseigenschaft (29) ist aber
f(z,ux) = f(1,u) Ve >0 .

Wir diirfen daher die rechte Seite von (31) durch f(1,u) ersetzen, so daf fiir
u(+) die separierbare Differentialgleichung

I f(lvu)_u

u =
x

resultiert. Wir kénnen diese Differentialgleichung integrieren und erhalten
schlieBlich die Losungen y(-) der urspriinglichen Gleichung (28) mit Hilfe von
(30).

Merke: Das Wesentliche ist, eine gegebene homogene Gleichung als solche zu
erkennen. Der Rest ist einfach.

Wir betrachten die Differentialgleichung

/72 .2
y/——yjL §+y (z>0).

Setzen wir y := u z, so folgt

T 22
W 4y= BTV XU =u+vV1+u? (= f(1,u)!),
X
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so dafl wir fiir u die separierbare Differentialgleichung

uaxr = V1+u?
du

erhalten. Wir schreiben i anstelle von u' und separieren; es ergibt sich

du dx

V14 u? Tz
Unbestimmte Integration liefert
log(u+ 1—|—u2) = logz+C.

Wir setzen zur Abkiirzung ¢ =: p (> 0) und erhalten weiter

u+V1+u? = pr.
Hieraus folgt nacheinander
(pr —u)? =14 u?, 2pru = p2a? —1

und somit wegen ux = y:

Lo 59
W@) = o't =) (@>0).
Die Losungskurven sind also Parabelbogen (Fig. 4.6.14). Man rechnet nach,
da die betreffenden Parabeln konfokal sind mit gemeinsamem Brennpunkt
im Ursprung. Dieser geometrische Sachverhalt belegt, dafi die Losungskurven
durch Streckung am Ursprung auseinander hervorgehen, wie oben allgemein
ausgefiihrt. O

_1/2 /1

Fig. 4.6.14
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(© Die Differentialgleichung

"= :lf—i-qy’ g € R fest, (32)
qr —y

ist an sich homogen und kann nach der angegebenen Methode behandelt
werden. Dies flihrt auf die Differentialgleichung

14+ qu
q—u

vr4+u =

fiir die neue unbekannte Funktion u(x) := y(z)/z.

Um das Umrechnen einer Differentialgleichung auf neue Variablen zu tiben,
wollen wir hier jedoch anders vorgehen und Polarkoordinaten einfithren (was
aufgrund der Invarianzeigenschaften einer homogenen Differentialgleichung
ohnehin naheliegt). Dabei soll der Polarwinkel ¢ die neue unabhéngige Vari-
able darstellen, und die Losungskurven werden in der Form

v ¢ (6,7(0))
gesucht; dabei ist r(¢) die neue unbekannte Funktion.

Wir miissen also in der Differentialgleichung (32) die Variablen z, y und 3/
durch ¢, r und 7 ausdriicken, wobei der Punkt die Ableitung nach ¢ bezeich-
net. Die Buchstaben z, y und ¢y’ diirfen in der resultierenden Gleichung nicht
mehr vorkommen!

Natiirlich ist
z(¢) =r(p)cosd,  y(¢)=r(¢)sing
und somit & = 7 cos¢ — rsin ¢, dhnlich fir y. Der Figur 4.6.15 entnimmt

man jetzt
, U rsing+rcos¢

Y =% Fcosgp—rsing
y
M/ (#(0).49))
"9) (2(), y(9))
¢ T
y=y(x) (Steigung=y/)

Fig. 4.6.15
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Die fiir z, y und y’ erhaltenen Ausdriicke sind nun in die Differentialgleichung
(32) einzusetzen. Es ergibt sich

rsing +rcos¢  qrsing +rcos¢
Fcosd —rsing  qrcosd — rsing

und somit nach Vereinfachung
T = qr.

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung fiir die unbekannte Funk-
tion ¢ +— r(¢); sie besitzt die Losungen

r(¢) = Cel? .
Die gesuchten Losungskurven sind also logarithmische Spiralen bzw. im Fall
q = 0 Kreise. O
Aufgaben

1. @) Bestimme die durch den Punkt (0, —1) gehende Losung der Differen-
tialgleichung
y =ytanx + 4sinzx .

2. Eine gewisse biologische Population wiirde mit der Zerfallskonstanten
v > 0 aussterben, wenn nicht infolge zufalliger Zusammenstofle der In-
dividuen auf geheimnisvolle Weise neue Individuen entstiinden. Man
iibersetze diese Vorstellung in eine Differentialgleichung fiir die Popula-
tionsgrofle y ; dabei ist noch ein Parameter 0 einzufithren, der den Erfolg
der Zusammenstofle mifit. Man diskutiere die Losungen dieser Differen-
tialgleichung fiir verschiedene Anfangswerte y(0) =: yo. Nach welcher Zeit
T kommt es allenfalls zur Katastrophe?

3. Die komplexwertige Funktion z(-) der reellen Variablen t (“Zeit”) ist
Losung des Anfangswertproblems

(a) Bestimme z(-).
(b) M) Zeichne die Kurve v: t + 2(t) (—oo <t < 00) in der komplexen
Ebene und beschreibe sie in Worten.

4. Ein Punkt bewegt sich auf dem Einheitskreis der (z,y)-Ebene, und zwar
so, daf} seine Absolutgeschwindigkeit jederzeit gleich seinem momentanen
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Abstand von der Geraden z = 2 ist. Wie lange braucht er fiir einen
Umlauf? (Hinweis: Argumentiere iiber die Funktion ¢ — ¢(t).)

5. Prasentiere implizit oder explizit die durch den Ursprung gehende Losung
der Differentialgleichung

y = cos(xz +y) +sin(z —y) .

(Hinweis: Die Differentialgleichung ist separierbar.)

6. Ein Marienkéfer, der pro Sekunde 1 cm zuriicklegt, befindet sich zur Zeit
t := 0 am linken (befestigten) Ende eines Gummiseils von zunéchst 1 m
Lange und macht sich auf den Weg zum rechten Ende. Gleichzeitig wird
aber das Seil von rechts her pro Sekunde um 1 m in die Lange gezogen.
Wird der Kéfer sein Ziel trotzdem erreichen, und wenn ja: Wie lange
braucht er dazu?

7. Die Differentialgleichung

y3

y=7-v (=p0)

ist ¢-frei. Das zugehorige Richtungsfeld in der (¢,y)-Ebene ist somit
lings Parallelen zur t-Achse konstant. Trage die vorgeschriebene Rich-
tung in moglichst vielen Punkten der y-Achse ein und skizziere aufgrund
der erhaltenen Figur das globale Portrait der Losungskurven. Gewisse
Losungen gehen mit wachsendem ¢ gegen oo. Brauchen sie dafiir nur
endliche Zeit oder unendlich lang? Die Antwort ist zu begriinden. — Die
Werte von p(-) kénnen der Fig. 4.6.16 entnommen werden.

Fig. 4.6.16
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8.

10.

Eine Kugel wird mit Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht nach oben
geschossen. Sie unterliegt der konstanten Erdbeschleunigung g sowie
dem Luftwiderstand, dessen Bremswirkung proportional zum Quadrat
der Geschwindigkeit angenommen wird (Proportionalitdtsfaktor ¢ > 0).
Nach welcher Zeit erreicht die Kugel ihren Kulminationspunkt? (Hinweis:
Es geniigt, die Funktion ¢ — v(t) zu analysieren.)

.Fir eine “implizite Differentialgleichung” F(t,y,y') = 0 gilt der Exi-

stenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme nicht ohne wei-
teres. Zwei Losungen y1(t), y2(t) eines Anfangswertproblems

F(tayay/) = 07 y(tO) =1%o

werden als verschieden betrachtet, wenn sie in jedem noch so kleinen Inter-
vall | to—h, to+h [ voneinander verschieden sind. — Wieviele verschiedene
Losungen der Differentialgleichung (y')* — y? = 0 gibt es

(a) fiir den Anfangspunkt (1,0), (b) fiir den Anfangspunkt (0,1)?

(Vgl. Aufgabe 2) Eine gewisse biologische Population wiirde mit t — oo
exponentiell aussterben, wenn nicht infolge zufélliger Zusammenstéfe von
je zwei Individuen auf geheimnisvolle Weise neue Individuen entstiinden.
“Dreierstofie” fithren allerdings zu auflerordentlichen Todesféllen. In ge-
eigneten Einheiten wird die Populationsgrofie y(-) durch folgende Diffe-
rentialgleichung modelliert:

g = =3y+4y>—y°.

Bestimme die stabilen Populationszustdnde. (Hinweis: Die allgemeine
Losung der angegebenen Differentialgleichung ist nicht verlangt.)



