D-ITET Analysis | ETH Ziirich
P. Feller Losung Schnelliibungen 5 HS 2019

5.1. Differentialgleichungen

(a) Das charakteristische Polynom ist

N +T7A—15
mit den beiden verschiedenen Nullstellen —% (7 + 4/ 109) und —% (7 — v/ 109). Die
allgemeine Losung ist deshalb y(z) = cle*%(”‘/@)m + 026*%(77\/@)’3, c1,co € R,

(b) Das charakteristische Polynom
-1

hat die Nullstellen 1, —1,4, —i. Somit ist die allgemeine Losung y(z) = c1€® + coe™™ +
c3cos(x) + ¢ysin(z), c1, 9, c3,¢4 € R.

(c) Das charakteristische Polynom
M 4407 4+ 4

hat die doppelten Nullstellen iv/2, sowie —iy/2. Somit ist die allgemeine Losung
y(r) = (c1 + cox) cos(v/2x) + (3 + cyw) sin(v/2 ), ¢1, ¢z, ¢3, ¢4 € R.

(d) Das charakteristische Polynom
At —2)° + 507

hat die Nullstellen 0 (doppelt), sowie 1 4+ 27 und 1 — 2i. Somit ist die allgemeine
Losung y(x) = ¢ + cox + {03 cos(2z) + ¢4 sin(2x)}e‘”, 1, Co, C3, 04 € R.

5.2. Anfangswertproblem

Die allgemeine Losung ist in Teilaufgabe 1a) gegeben. Leiten wir dort ab und setzen
x = 0 ein, erhalten wir die Gleichung

Cl)\l + 02)\2 = 1,
wobel A\; = —% (7 + 109) und Ay = —% (7 — 109). Eine Losung hat also die Form

1— Cl)\l
— e

— AT
y(xr) = e + N

5.3. Hermitesche Differentialgleichung
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Wir zeigen zunéchst durch Induktion nach n > 0, dass

d " —z? 22
(da:) (& —Fn(a:)e (1)

mit einem Polynom F}, vom Grad n. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial.

Induktionschritt n — n+ 1. Wir setzen zur Abkilirzung D = di.

T

2

D= = D(D"e ) = D(F,(z)e™)
F'(z)e ™ — F,(z)2ze™™
= (=22F,(z)+ F.(2)e ™ =: Fyp(z)e™, qed.

Aus (1) folgt nun, dass
Hy(z) = (=1)"e” D" = (=1)"F,(z)

ein Polynom n-ten Grades ist.

Wir zeigen jetzt, dass H,, die Hermitesche Differentialgleichung 16st. Es gentigt offenbar,
die Gleichung

y" —2xy 4+ 2ny =0
fiir die Funktion y = ¢*” D"e~*" nachzuweisen. Es gilt e=*"y = D"e~*". Nun ist
Dn+26—x2 — Dn+1 (De—w2)
D™ (—2ze)
2 2D e —2(n41)D"

—2zD(e " y) —2(n+ ey
e " (4a?y — 2zy' — 2(n + )y) ,

D*(e™"y)

O |

wobei an der Stelle © die Rechenregel
D" N f(x)) = D" f(z) + (n+ 1)D" (),
benutzt wurde. Andererseits gilt

2

DX e™y) = ey +2(De” )y + (D2 )y
= (Y —day + (42° - 2)y).
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Durch Vergleich erhélt man

y"' —2xy +2ny =0.

5.4. Linearer Operator

Da 1+ 0, 2 — 1 und 22 — 2z ist die Abbildungsmatrix gegeben durch

~

I
o O O
OO =
O N O
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