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2.1. Abbildungen

(a) (i) Da die Definitionsmenge mehr Elemente enthélt als die Wertemenge, kann
es surjektive, aber keine injektiven Abbildungen geben.

(ii) Zunéachst berechnet man
{reR|2*—4r+3=0}U{0,1} = {1,3} U{0,1} = {0,1,3}
und
{neN|1<n® <100} = {1,2,3,4}.

Da die Definitionsmenge weniger Elemente enthélt als die Wertemenge, kann es
injektive, aber keine surjektiven Abbildungen geben.

(iii) Injektive Abbildungen existieren. Zum Beispiel ist die Funktion
2

2N = {2k |k € N} — [0,1], z — — arctan(x)
T

eine injektive Funktion. Es existieren aber keine surjektiven Abbildungen. Wir
beweisen dies mit dem Cantor’schen Diagonaltrick. Da 2N und N gleichmachtig
sind (f(x) = 2z definiert eine Bijektion von N nach 2N), ist es dquivalent zu
zeigen, dass keine surjektiven Abbildungen von N nach [0, 1] existieren.

Sei also g : N — [0, 1] eine beliebige Funktion. Schreibe g(n) in Dezimalent-
wicklung

g(n) =0, a1 agn agp -

Die Ziffern ay; sind Zahlen aus {0, 1,--- ,9}. Betrachte nun die reelle Zahl
=0,y 2923 -+ € [0,1],

wobei z,, = 4 falls a,, = 5 und x,, = 5 falls a,,, # 5 ist. Mit dieser Wahl fiir x
sehen wir, dass « # g(n) fir jedes n € N. Somit ist z nicht im Bild von g und g
ist nicht surjektiv.

(b) (i) Kein Graph einer Funktion.
Graph einer bijektiven Funktion.
Graph einer weder surjektiven, noch injektiven Funktion.

)
)

(iv) Graph einer injektiven, aber nicht surjektiven Funktion.
) Graph einer surjektiven, aber nicht injektiven Funktion.
)

Graph einer nicht injektiven Funktion [a,b] — R, deren Wertebereich aber nicht
in [c, d] enthalten ist.

23. September 2019 1/3



ETH Ziirich Analysis |
HS 2019 Serie 2

D-ITET
P. Feller

2.2. Bild und Urbild
(a) Definitionsgemaéss gilt

S f_l(Bl U BQ) = f(.ZE) € BiU B,
i e {1,2}: f(z) € B;
Jie{1,2}:x e fHB)
ze [T (B)UfH(By).

t ¢

(b) Definitionsgemass gilt

x € f_l(Bl N Bg) f(l‘) S B1 N B2
Vie{1,2}: f(x) € B;
Vie{1,2} :x € fUB)

ze fTH(B)NfH(B,).

t o0

(c) Definitionsgemass gilt

ve fY(BY) & f(r)eB*
& f(v)¢B
& z¢ [7Y(B)
e ze(f1(B)

(d) Im Allgemeinen gilt die Identitdt nicht! Um das zu sehen, brauchen wir ein

Gegenbeispiel. Wir betrachten deshalb die Mengen
X={0 % & =Y

und die Abbildung f : X — Y definiert durch

(@) =9,
k) =0,
f(d) =%

Sei nun A = {&}. Dann gilt f(A)° = {O, &}, aber f(A°) ist

fA%) = F({O, % }) = {9},

d.h. f(A°) # f(A)° und wir sind fertig.
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2.3. komplexe Zahlen -

2.4. Definitionsbereich und Umkehrfunktion

(a) z liegt in dem Definitionsbereich dom(f) C R, falls
o 1 >0

e 10—\/x>0 = 10>x=2<100 A x>0;

e3-,/10—yz>0 = 3>,10—z

= 9-10>—/x A 0<z<100 = zx>1 A x<100;
darum ist € dom(f) genau dann wenn 1 < x < 100.
(b) e /z ist streng monoton wachsend auf [0, o),

e 10 — \/z ist streng monoton fallend auf [0, c0),

e /10 — \/z ist streng monoton fallend auf [0, 100],

e 10 — /10 — /x ist streng monoton wachsend auf [0, 100],

1/4
. (3 — /10 — ﬁ) ist streng monoton wachsend auf [1,100];

deshalb ist f streng monoton wachsend auf dom(f) und im(f) = [f(1), f(100)] =

[0,3174].

(c)y:(B—\/W) = yo3—_ 10—z
= B-y)?=10—-yor = Vr=-—(9-6y*+y®-10)
= o= (-1-6y*+9%)2 =y — 12y1% + 349% + 12y* + 1.

1/4

Darum
Fe 0,3V

T

[1,100]

_>
— 20— 12212 4+ 3428 + 1224 + 1.
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