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8.1. Differenzierbarkeit

Es ist klar, dass f auf R\ {0} beliebig oft differenzierbar ist und dass fiir alle
ke{l,2,-- n} gilt

0, fallsz <0
(k) — ? ’
Fo(w) { cpr™t7k falls x > 0,
wobei
n+1
C = H m.
m=n—k+2

Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass die k-te Ableitung von f fiir alle & €
{1,2,--- ,n} auch in Nullpunkt existiert und dass gilt

f®0) =0 firalle k€ {0,1,---,n} .
Dann ist f*) auf ganz R stetig.
Induktionsanfang: k£ = 0.

Trivial, denn £ (0) = £(0) = 0.
Induktionsschritt: k — k+ 1, (k <n).
Wir haben zu zeigen, dass der Differenzenquotient

f®(x) = F(0)
z—0

fir x — 0 gegen Null konvergiert. Es ist

‘f(’“)(fﬂ) — f®(0)
z—0

Ckxnkarl

< i

= |epa™”

T

Da n —k > 1, strebt dies fiir x — 0 gegen Null.

Man sieht zudem, dass lim,_,o f*(x) = 0 fiir k € {0,...,n}, somit ist f tatséchlich
n-mal stetig differenzierbar.

Die (n+1)-te Ableitung existiert iibrigens nicht mehr, denn lim, 0 »~¢

cn # 0, wahrend lim, 0 4o %g(”)(o) —0

fM(@)—f™@o) _
z—0 -

8.2. Taylorreihen I
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(a) Aus der geometrischen Reihe:

fur |z| < 1 folgt:

S f 1
1 - lg]x ir |z] <
1 1 1 1 & k
- - ==Y (-1)* (x) fur x| < 2
r+2 21— (-2 24 2
1 1 1 1. /o\*
L M CA N T
r—3  31-¢ 3k0(3> fr |

(b) Es gilt fir alle |z| < 1
1 1 1 1 1

P27 —hr46 (@—D@+2)(@—3) 6z—1) 1x+2) 10x-3)

LS S S S I
61—z 301+% 301-¢%
1

iyt (5) - ma(5)

6 15-2kF1 10 3k+1

(c) Man kann die gesuchten Anfangsglieder der Taylorreihe durch wiederholtes
Differenzieren der Funktion f berechnen. Wir wéhlen hier eine andere Moglichkeit.
Die gegebene Funktion ist das Produkt zweier Funktionen mit bekannter Taylor-

Entwicklung, f(z) = g(z)h(x), wobei

o0 = s =5 50 (5)
und
h(z) = sin(x) = 1;)<_ )k(Qk: =
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Die Taylor-Entwicklung von f ergibt sich als Cauchy-Produkt dieser beiden Potenz-
reihen,

f(z) = Z cpx™, mit ¢, = Z arby
n=0

k+l=n

wobel

und

b — 0 falls ¢ gerade,
£ (—1)8771 . % falls ¢ ungerade.

Damit erhalten wir ¢g = 0 und

1
c1 = aghy = 5,
1
cy = arby = —17
1 1 1
= agb bj=——+ - = —
C3 = Qob3 + az0; 12+8 21
Der Anfang der Taylor-Reihe der Funktion f lautet also
x 22 23
flz) = 571 +ﬂ+R4(f70)($)'

8.3. Fehlerabschatzung
Aus der Vorlesung ist bekannt
sinx = pop1(sinx, 0)(z) + Ropy1(sinz, 0)(x),

wobei

‘ Sin(2n+2) (6) .
Ronia(sinz, 0)(z) = eni2)l e

mit £ € (0, z) ist.
Fir x = 1 gilt somit

i (2n+2)
Roni1(sinz, 0)(1) = w
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mit £ € (0,1). Wir schitzen das Restglied mit

Sin(2n+2) (5)

(2n +2)!

1

|R2n+1(Sinm70)(1)| = S (2n+2)|

ab. Weil wir einen Fehler kleiner als (100!)~! wollen, setzen wir die Bedingung

1

@ < (1001)~!

durch. Das ist aquivalent zu 2n + 1 > 99. Deshalb wird die Losung der Aufgabe durch
2n + 1 = 101 gegeben.

Tatséchlich reicht schon 2n 4+ 1 = 99. Dies kann man wie folgt sehen: Die Taylorreihe
von sin x besteht nur aus Termen mit ungeraden Potenzen von x. Somit gilt

Pan+1 (Sil’l Z, O) (il?) = D2n+2 (Sin Z, O) (*7:)7

also
Ropyi(sinz, 0)(z) = Ranso(sinz, 0)().
Letzteres lasst sich schéarfer abschétzen mit der Formel vom Restglied:

gin(2n+3) (f)

(2n + 3)!

1
< .
~ (2n+3)!

|R2n+2(Sin Z, 0)(1)| =

Fir 2n 4+ 1 = 99 gilt also schon

| Roy1 (sin 22, 0)(1)| = [Ranyo(sin, 0)(1)] < (10017,

8.4. Taylorreihen II

(a) Es gilt fir alle z € R

glz) = e _ 52 D@D S (l;) (Z) x’%"—’f) =
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B n 4nfk
Ak =\ ) T

Beachten Sie, dass a,; = 0, falls £ > n. Somit gilt die Gleichung (*), obwohl in der
zweiten Summe Terme mit & > n vorkommen und in der ersten Summe nur Terme

mit a,; und k < n.

(b) Beachte, dass (z —2)? + 4(x — 2) = 2? — 4. Folglich gilt

=gl —2) = i ( 3 <m71 n) 42"_"‘) (x —2)"

|
m=0 \0<n<m n.

8.5. Logarithmus
(a) Definiere f(x) =log(1l + z).

n — ]_: dz m,
Konvention 0! = 1.)

d f(r) = — also stimmt die Aussage fiir n = 1. (Wir verwenden die

n > 2: Angenommen die Aussage gilt fiir n— 1. Wir zeigen die Aussage fiir n. Berechne

d vt d . 1
= et ) = V=2 s

= ()" (n =2 (=(n - 1))

= (=" (n—1)!

I b

drz

(14 x)"

(T+z)m
Im zweiten Schritt haben wir die Induktionsannahme benutzt.

(b) Die Taylorreihe von log(1 + x) ist somit

= 1®(0
>

)l'

Poo(f, 0)(2)

Ed
—_

k
00 (_1>k71 xk.

2

Eod
i
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(c) Es gilt
f(n+1)(£) l,n-i—l _ (_1)nn| 1 n+1
(n+1)! (1+&" (n+1)!
1 xn—i—l 1
— < ,
n+1|(1+&" ~ n+1l

wobei wir bei der letzten Gleichung & > 0 und x < 1 benutzt haben.

(d) Aus der Restgliedabschétzung fiir Taylorpolynome folgt
n k—l

(n+1)
k f (5) n+1
log(1+x) — g_ x" = (n+1)!x

fiir ein 0 < ¢ < z. Somit folgt aus der Abschitzung in c)

log(1+2)— 3~ e <
(0) xXr) — xz .
8 =k “n+1

(e) Da —+ — 0 fiir n — oo, folgt
oo (_1\k—1
log(1 + x) Z
k=1

fiir 0 < x < 1. Insbesondere folgt fiir z =1

© (_1 k—1

log(2) = >_ (

k=1
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