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10.1. Erstellen einer Differentialgleichung

(a) Das charakteristische Polynom sollte also die Nullstellen —1, 1, 7 und —7 haben.
Das liefert uns

A+ DA =DA+71)A—7) =X = X (7? + 1) + 7%
Somit ist die gesuchte Gleichung

y (@) =y (2)(x* + 1) + 7y(z) = 0.

(b) Die Losung e~!% stammt von der Nullstelle —10 des charakteristischen Polynoms,
und €% cos(3x) von den komplex konjugierten Nullstellen 3 + 3i und 3 — 3i. Somit
erhalten wir das charakteristische Polynom

(A+10)(A =3 = 3i) (A — 3+ 3i) = A* + 40> — 42X + 180.
Das liefert uns die Gleichung

y"(x) + 4" (x) — 42y (x) + 180y(x) = 0.

10.2. Homogene Differentialgleichungen
(a) Das charakteristische Polynom ist
MrA—2=A+2)(A-1)

mit den beiden verschiedenen Nullstellen A = —2 und A = 1. Die allgemeine Losung
ist deshalb
y(z) = Ae™* + Be®.

(b) Das charakteristische Polynom ist

A2+ 6N+ 13

mit den beiden verschiedenen Nullstellen A = —3+ 27 und A = —3 — 2:. Die allgemeine
Losung ist deshalb
y(a:) _ Ae(73+2i)x + Be(7372i):1:

oder
y(r) = Ae " cos(2x) + Be " sin 2.
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(c) Das charakteristische Polynom
N =2 +1=(A-1)
hat eine doppelte Nullstelle bei A = 1. Die allgemeine Losung ist deshalb

y(x) = Ae® + Buxe®.

(d) Das charakteristische Polynom
M =4 = XA+ 2)(A—2)

hat eine doppelte Nullstelle bei A = 0 und einfache Nullstellen bei A = —2 und A = 2.
Die allgemeine Losung ist deshalb

y(x) = A+ Bx + Ce " + De*.

10.3. Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen
(a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
y W+ 2y +y=0
ist
chp(A\) = X'+ 202 + 1= (N +1)2 = (A=) - (A +14)%,
und die Nullstellen sind

)\1:)\2:’i, und )\3:)\4:—i

Damit ist die allg. Losung eine Linearkombination aus den Funtkionen

T T —ix —ix

e’ xe™, e, xe

e'LSC +e—1,32

oder dquivalent dazu (da y eine reelle Funktion sein soll und cos(z) = “%—, sin(z) =
eiz _efiz

24

) eine Linearkombination der Funktionen
sin(z), wsin(z), cos(x), xcos(x),

d.h.
y(x) = ¢1 - sin(z) + cow - sin(z) + ¢3 - cos(x) + ¢4 - x cos(x) .
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Wir miissen die Ableitungen der allgemeinen Losung y(z) berechnen und die Anfangs-
bedingungen verwenden um die Konstanten zu bestimmen.
Es gilt

y(0) = ¢5 = 0,

d.h. wir haben nur noch
y(x) = ¢1 - sin(x) + cox - sin(z) 4 ¢4 - © cos(x)
Es ist also
y'(x) = ¢1 cos(x) + ¢z - (sin(z) + x - cos(x)) + ca(—z sin(z) + cos(z))

und '
y'(O) =cC+¢y =0.

Fiir die zweite Ableitung bekommen wir also
y'(x) = —cysin(z) + co(—asin(z) + 2 cos(z)) + cu(—2sin(z) — x cos(z))

und damit '
y"(0) =2¢, =0

also auch ¢y = 0.
Damit erhalten wir fiir die dritte Ableitung

y" (x) = —cy cos(z) + cy(—3 cos(x) + x - sin(x))

und '
y"(0) = —c; — 3¢y = 1.

Damit haben wir fiir die letzten zwei Konstanten ¢; und ¢4 das Gleichungssystem
ci+cs=0und —¢; —3cs=1<¢ =1/2und ¢y = —1/2.

Die gesuchte Losung lautet also

y(zr) = ;sin(x) - ;x cos(z).

(b) Fir die Differentialgleichung
y'+2qy + (g +q*)y =0
ist die charakteristische Gleichung

chp(A) = A2 +2gA + (¢ +¢*) =0
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also sind die Nullstellen

—2¢+ /4 — 4(q + ¢?)

)\1,2 = 5 = —q*t+—q.

Wir treffen nun Fallunterscheidungen fiir ¢ je nachdem ob die Nullstellen reell, positiv,
negative,... sind.

q > O:

In diesem Fall sind die Nullstellen nicht reel, sondern es gilt

)\172 = —q + Z\/a

und die allgemeine Losung ist

y(z) = e 7" (c1 cos(\/qz) + c28in(y/qx)),

d.h. die Losungen sind alle beschrénkt fiir ¢ > 0 fiir x — oo (sie streben sogar gegen
Null!).

q=0:

Die Nullstellen sind A\; = Ay = 0 und damit ist die allg. Losung

yx)=c +co-x

und die Losung ist nur beschrankt fiir x — oo falls ¢ = 0, sonst ist die Losung
unbeschrankt.
q < 0: Die Nullstellen sind reel und die allgemeine Losung ist gegeben durch

y(x) = cp - M+ ey - e

Ausserdem gilt stets, dass Ay = —¢ + /—¢ > 0 ist und damit sind Losungen mit
¢y # 0 sicher nicht beschréankt.
Insgesamt erhalten wir also, dass nur fiir den Fall ¢ > 0 alle Losungen beschrankt sind.

10.4. Inhomogene Differentialgleichung

Wir betrachten getrennt die Probleme
2y" + 3y’ + 10y = sin(2x) (1)
und

2y" + 3y + 10y = 1. (2)
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Zuerst 16sen wir das homogene Problem
2y" + 3y + 10y = 0.

Das charakteristische Polynom lautet
chp(\) = 2A* + 3\ + 10

und besitzt die Nullstellen
1 . 1 .
AL = 1 (—3 + Z\/ﬁ) und Ay = 1 (—3 — Z\/ﬁ) )

Also ist die allgemeine homogene reelle Losung yp,(x) von (1) und (2)

3 1 1
yp(x) = e 2" (C’1 cos <\/47_x> + Cysin <\/47_x>> C1,C5 € R.

Es bleibt also eine partikuldre Losung fir (1) und (2) zu bestimmen. Fir (1) machen
wir den Ansatz

Yp, (v) = Cysin(2z) + Cy cos(27).

Erklirung: sin(2z) = Le?® — Le=%% Nach Satz (3.20) (und (3.19)) wére also Age?™ +
21 21

Aje™?® als Ansatz fiir die partikulire Losung zu wihlen. Dies lidsst sich aber zu
(5 cos(2x) + Cysin(2x) umschreiben. Vgl. auch mit der Tabelle auf Seite 255 des
Skripts.

Einsetzen in (1) liefert
(2C5 — 6Cy) sin(2z) + (2C4 + 6C5) cos(2z) = sin(2x).

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir das Gleichungssystem

205 —6C; =1
204 + 603 - O
Wir finden
C3=— und C,= —i
L) YT 0
Also ist

1 . 3
Yp, () = 20 sin(2zx) — 20 cos(2x)
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eine partikuldre Losung von (1). Nun bestimmen wir eine partikuldre Losung von (2).
Dazu machen wir den Ansatz

Yp2 (z) = Cs.
Durch Einsetzen berechnen wir Cs5 = 15, somit ist y,, () = {5 eine Losung von (2).
Damit ist

y(x) = yh(x) + YUp (iL‘) T Yps (3:)

_3, V71 (VT 1 3 1
=e <C’1 cos (4:)&) + Uy sin (41’)) + 20 sin(2x) — 20 cos(2x) + 0

die allgemeine Losung von

2y" + 3y’ + 10y = sin(2z) + 1.

10.5. Lineare Unabhingigkeit
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