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11.1. Inhomogene Differentialgleichungen I

(siche nachste zwei Seiten)

11.2. Inhomogene Differentialgleichung I1

Das homogene Problem ist
y W — 2" 2" =2y +y =0,

mit dem charakteristischen Polynom
chp(A) = AT — 207 + 207 —2)\ + 1.

Dieses hat die offensichtliche Nullstelle \; = 1 und es folgt mittels Polynomdivision
chp(\) = (A —1)*(A2 + 1).

Somit ist die allgemeine reelle Losung der homogenen Gleichung
yn(x) = (C1 + Cox)e” + Cs cos(x) + Cysin(z).

Es bleibt die partikuldre Losung y,(x) zu finden. Dazu machen wir den Ansatz
() = Ax?e”,

denn gy, = (C] 4+ Cax)e” ist bereits eine homogene Losung. Einsetzen liefert

4Ae"” = €.
Somit ist
1
Yp(x) = —z%e”,

eine partikulidre Losung. Die allgemeine Losung y(x) ist somit

y(x) = (C1 + Cax)e® + Cs cos(x) + Cysin(z) + ix%‘”
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11.3. Harmonischer Oszillator

Das charakteristische Polynom A\?+w? der homogenen Differentialgleichung #+w?z = 0
hat Nullstellen \; o = £iw. Daraus folgt, dass die allgemeine Losung des homogenen
Problems

xp(t) = A cos(wt) + B sin(wt)

ist. Der Ansatz fiir die partikuldare Losung der inhomogenen Differentialgleichung
héngt von v ab:

(a) w # v: Wir machen den Ansatz z,(t) = C cos(vt) + Dsin(vt). Das liefert
t,(t) = —vCsin(vt)+ vD cos(vt),
i,(t) = —v*Ccos(vt) —v*Dsin(vt).
Setzt man das in die Differentialgleichung # + w?z = sin(vt) ein, so erhélt man
sin(vt) = —1?Ccos(vt) — v*Dsin(vt) + w?(C cos(vt) + Dsin(vt))
C(w?® — v*) cos(vt) + D(w? — v*) sin(vt),

dh. C =0und D = (w?* — v?)"!. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenti-
algleichung ist somit

z(t) = zp(t) + 2,(t) = A cos(wt) + B sin(wt) +

5 sin(vt).
w

2y

Wegen der Anfangsbedingung x(0) = 0 muss A = 0 sein. Mit der ersten Ableitung

2(t) = wB cos(wt) + R cos(vt)
und #(0) = 0 gilt ferner
v 1
B=—l e
Damit haben wir die Losung:
x(t) = . 5 ! 5 sin(wt) + ——— sin(vt)
w w?—v w2 —v

(b) w = v: Wir machen den Ansatz x,(t) =t (C cos(wt) + Dsin(wt)). Das liefert

ty(t) = (Ccos(wt)+ Dsin(wt)) +t (—wC sin(wt) + wD cos(wt)),
i,(t) = 2(—wCsin(wt) +wD cos(wt)) + t (—w?C cos(wt) — w? D sin(wt)).
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Setzt man das in die Differentialgleichung # + w?z = sin(wt) ein, so erhélt man
sin(wt) = 2(—wCsin(wt) +wD cos(wt)) + t (—w?C cos(wt) — w? D sin(wt))
+w?t (C cos(wt) + D sin(wt))
= —2wC'sin(wt) + 2wD cos(wt),

d.h. C = —i und D = 0. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist somit

x(t) = xp(t) + z,(t) = A cos(wt) + B sin(wt) — 27; cos(wt).

Wegen der Anfangsbedingung x(0) = 0 muss A = 0 sein. Mit der ersten Ableitung
(1) = wB cos(wt) — o cos(wt) +  sin(wr)
t(t) = wB cos(w 5, cos(w 5 sin(w
und #(0) = 0 gilt ferner
B=—.
2w?

Damit haben wir die Losung:

1 t
x(t) = 22 sin(wt) — % cos(wt)

(c) Abbildung 1 zeigt die berechneten Auslenkungen z(t) fir den Fall w =1, v =
+ (durchgehende Linie) bzw. w = v = 1 (gestrichelte Linie). Man erkennt, dass
die Amplitude fiir w # v beschriankt bleibt, wohingegen sie fir w = v mit der
Zeit immer grosser wird. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer
Resonanzkatastrophe. Aus mathematischer Sicht ist der Term 5= cos(wt) in der Lésung
von Teilaufgabe b) fir diesen Effekt verantwortlich.
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Abbildung 1: Auslenkungen z(t) fir ¢ € [0, 107]

6/8 6. Dezember 2019



ETHziirich

)
G_;

' c/
=
-

i TP )

-
&
i
»Y
St

>
p
<
L)
+*
ras
I
-)

i
W

P

i
o
&

o+ *
e on

S’
t=
-
]
.

f:.;; '

-t
[

=

.J\‘
\

P

E
"
|
<~
o
*

=
. (Y
<
L&)

A
=
?®
2N
)
'l
*
i
o
T
r
b

3 LS

1]
)
e

J
N
3
i
Y
oAt

—
5 .
P

~

www.ethz.ch



ETH:zirich

(i

~

“a (G

F. A

L

- =

(il

| )E‘:L

0/ :

o\

W

www . ethz.ch



