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P. Feller Losung Serie 13 HS 2019

13.1. Rotationskorper
(Losung folgt nach Aufgabe 13.2)

13.2. Integration I

(a) Wir machen den Ansatz

1 1 w1 %) Ws

-z zx+1)(x—1) x+x—|—1 z—1
und erhalten

wi(x? — 1) +wer(r — 1) +wsar(r +1) =1,
d.h.

wl—l—wQ—l—wg:O,
—LU2+CU3:07
—wlzl.

Die Losungen des Systems sind

wlz_la w2:§7 W3:§7

und deshalb erhalten wir

1 1 (PBZ) 1 5 5
= =" =+ +
22—z zx+1)(zr—-1) x

Damit gilt

3 3
d 1
x5 — x
2 2

31 4 1
e o4 ln-+4-In2
nytgmgtom

2 2 2

= In-+lh—+hv2=h(|{=-— V2

n3+n\/§+n\/_ n( \/_>
2

27
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(b) Fiir den Nenner gilt
2~ 20 —-63=(x+7)(z—9)

und daher bestimmen wir A, B so dass

dr — 2 A B

(x+7)(x—9)—x—9+x+7'

Wir erhalten
4o —2=A(x+7)+ Bz —9).

Einsetzen von x = —7, bzw. x = 9 liefert
-30=-16B = B=15/8

und

34=16-A = A=17/8.
Also gilt

-2 178 15/8
2 —22—-63 -9 a+7
Das Integral ist damit
- 1
/ dr — 2 dx:/ 17/8dx+/ 5/8dx
x? —2x — 63 x—9 x+7
17 15
= glog(|x —9|) + glogﬂx +7|) +c.

(c) Wir verwenden eine Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

2¢ +1 a b

(x+2)2 _:U—|—2+(:U—|—2)2'

Das liefert nun

2+ 1 ar +2a+b

(r+2)2 (z+2)?

und somit das System

a=2
20+b=1.
d.h. a =2 und b = —3. Wir bekommen deshalb
20+ 1 2 3

(z+2? z+2 (z+42)%
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Wir bekommen

27 + 1 2 3
T g = / d —/7d
/(x+2)2 v e12 ) @y ™

3
= 21 2|+ —— + C.
og |v + |+:15—|—2+

(d) Wir faktorisieren den Nenner und bekommen
(=9 =[(z = 3)(x +3)]* = (v — 3)*(x + 3)*.
Weil die Nullstellen 3 und —3 Multiplizitat 2 besitzen, folgt, dass wir den Ansatz

x? A B C D

@072 2-3 (@=32 243 (137

machen miissen, wobei A, B, C, D € R zu bestimmen sind.

Somit erhalten wir

A(x —3)(x +3)*+ B(x +3)*+ C(x — 3)*(x + 3) + D(z — 3)? z?
(z —3)%(z +3)? (z —3)*(x +3)?

und
(A4+C)2*+(3A4+B—3C+D)2*+(—9A+6 B—9C—6D)x+(—27A+9B+27C+9D) = 22,
was uns das System

A+C=0
3A+B-3C+D=1
—9A+6B-9C -6D =0
—2TA+9B+27C+9D =0

liefert. Das System besitzt die Losungen

und deshalb ist die gesuchte Partialbruchzerlegung

x? 1 1 1 1

(@02 12(w—3)  He—32 12+3) Adz+3)?
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Mit der Partialbruchzerlegung folgt:

2

/(:ﬁ;[:—wdx:/m(:c'l—?ﬂdw+/él(:cl—3)2dz

—/12<;+3)dx—|—/4(x1+3>2d:c

1 1

B ER R Tea
Liog(e+3) - ——+¢
12 08 A(r + 3)

(e) Zunéchst zerlegen wir die gegebene rationale Funktion durch Polynomdivion in
die Summe eines Polynoms p(z) und eines rationalen Anteils r(x), so dass der Grad
des Zahlers von r(x) kleiner ist als der Grad des Nenners. Wir erhalten

3z

10 7 3 7
—z' 4+ 3x) : —1)=x"+ .
(x x z): (x ) == o

Wir faktorisieren den Nenner von r(x) = xfj’fl und bekommen

3z

" D@ e )

In diesem Fall wird der Ansatz durch

v a n br +c
-1 -1 224zx+1

gegeben. Somit erhalten wir

3x ar’ +ar+a+br? —br+cr—c

-1 3 —1

und das System

a+b=0
a—b+c=3
a—c=20,

dessen Losungen
a=1,0=-1c=1
sind. Die gesuchte Partialbruchzerlegung ist somit

20— 2"+ 3z 1 1—x
=y + .
3 —1 r—1 z224+z+1
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Damit ist
10 _ 2743 1 1—
3 —1 a:2 + x4+ 1
1 —x

Um das letzte Integral zu berechnen, versuchen wir die Substitution u = 2% + z + 1.
Es gilt % = (22 4 1). Wir teilen das Integral also wieder auf:

1—2x 20 +1 3 1
/ ——dx = / T+ = / —— dx.
24+ax+1 2 $2+:17—|—1 2) 224+x+1
Den ersten Teil kénnen wir nun mithilfe der Substitution © = x? + x + 1 berechnen:

1 20 +1

171 1 1
— | 5——de=—7 [ —du=—21 ool b —1 ‘
2 x2+x—|—1dx 2/udu 2 og([ul) + C2 9 og(|z” +z —1|) + Cy

Fiir den zweiten Teil, ergdnzen wir quadratisch und benutzen Substitution:

/ da::§% L 5 dz
2 +3 237 (i +1) +1

1
V3 [
4 1
3arctan(v) + C3 = V/3arctan (\/;(x + 2)) + Cs.

Wir schliessen daraus

10 _ .7 3 1 1
/de = —2® +log(|lz — 1]) — §log(\a:2 +z—1])

3 —1 8
4 1
++v/3arctan (\/;(m + 2)) +C
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13.3. Integration II
(a) Esist

3
/4 /4 /3 du /2 %dv
3:132—2:7c+5 J (x —1)? 2u2—|—4_102—|—1
1

3 1 3 7
(arctan — — arctan 1) —arctan — — —,
) 2 2 2 8

wobeil wir zuerst v = x — 1 und dann v = 2v substituiert haben.

(b) Wir erhalten zundchst mit partieller Integration

1 Lt
/t3 arctan(t) dt = Zt4 arctan(t) — 1 / o dt

Den letzten Bruch vereinfachen wir mittel Polynomdivision zu

t ) 1
=21
241 + 2 +1
und erhalten somit
1
/t?’arctan( )dt = 1 t*arctan(t) — —/tQ -1+ o dt
1 1 1 1
= Et arctan(t) — Etg + Zt ~ 1 arctan(t) + C

(c) Die Substitution t = sin x liefert
3

cos® x (1 —sin?z) cosz 1—¢2 11
/ sintx sin v p =GR
1 1 1 1
- K = K.
3t3 + *  3sindz + sin +

(d) Die Substitution « = 4sinh z ergibt dz = 4 cosh z dz und folglich
/\/xQ T 16da = /\/16sinh2z +16- 4coshzdz = 16/cosh2zdz

= 8/(cosh22+ 1)dz = 4sinh 2z + 82 + C

= 8sinhzcoshz + 8z + C
= 22 cosh (Arsinh %) + 8 Arsinh § + C

2
:2:UU<Z> —|—1+8Arsinh§+0

1
— 5g[;\/3172+16—1—8Arsinh§ +C.
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Dabei haben wir die Relation
1
cosh? z = 3 (cosh(2z) + 1)+ C

verwendet.

Bemerkung: Alternativ konnte man das obige Integral I := [ cosh? z dz auch mithilfe
einer partiellen Integration berechnen:

I = /Cosh2 zdz = sinh z cosh z — /Sinh2 zdz

= sinh z cosh z — /(cosh2 z —1)dz = sinh z cosh z — /cosh2 zdz+ z

=sinhzcoshz + z — I,
also

1
I= §(sinhzcoshz—|—z) +C.
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