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11.1. Inhomogene Differentialgleichungen I

Finden Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen.
(a) y" — 2y = cosh(x),

(b) ¥ —y = cosh(z),

(c) % vy’ —y' = cosh(x).

11.2. Inhomogene Differentialgleichung 11

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung

y(4) o 2y/// 4 2y// _ 2y/ 4 y = ea:'

11.3. Harmonischer Oszillator

Eine Masse m, welche mit einer Feder der Federkonstante f verbunden ist und entlang
der z-Achse reibungsfrei schwingt, wird durch eine sinusférmige dussere Kraft mit
Frequenz v angeregt. Die Auslenkung der Masse geniigt der Differentialgleichung

i(t) + w?z(t) = sin(vt),

wobei w = \/% die sogenannte Eigenfrequenz des Masse-Feder-Systems ist. Zum
Zeitpunkt ¢ = 0 soll sich die Masse an der Stelle z = 0 in Ruhe befinden: z(0) = 0,
(0) = 0.

(a) Losen Sie die Differentialgleichung fir den Fall w # v (keine Resonanz).

(b) Losen Sie die Differentialgleichung fiir den Fall w = v (Resonanz).

(c) Skizzieren Sie die Ergebnisse aus a) und b) auf dem Zeitintervall [0, 107] fur
w=1,v= % bzw. w = v = 1. Was beobachten Sie?

11.4. Schwach Gediampfter Harmonischer Oszillator

Wir betrachten my” + by’ + fy = K(t), wobei m, b, f > 0 und b*> — 4fm < 0. (Diese
Differentialgleichung modelliert die Situation aus Aufgabe 3. mit Reibung aber auch
einen elektrischen Schwingkreis, siehe Skript Seite 256).
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(a) Driicken Sie die allgemeine (reelle) homogene Losung der Gleichung unter Benut-
zung der Grossen

b f
5 = e W0 = \/;, Wy = \Jw — 02

aus. (Die Grossen § und w, heissen Dédmpfungskonstante respektive Eigenfrequenz.)

(b) Zeigen, Sie, dass fir jede Losung y von my” 4+ by’ + fy = 0 gilt, dass y(t) — 0
fiir t — oo.

(c) Sei K(t) = Kye™" fiir ein w > 0, K € C. Finden Sie eine partikulire Losung fiir
my” + by + fy = K(t) der Form ce™*. Driicken Sie ¢ in den Grossen wy, w und ¢§ aus.

(d) Zeigen Sie, dass die allgemeine Losung fir ¢ — oo gegen die partikuldre Losung
aus c¢) geht. Man nennt diese partikulare Losung auch die stationdre Losung.

(e) |c| heisst auch Resonanzfunktion der stationdren Losung. Fiir welches w ist |¢|
maximal?

(f) Sei Ky > 0 reell. Beschreiben Sie die allg. reelle Losung fiir K (t) = Re(Kge™0?).

11.5. Online-Aufgaben

(a) Sei z(t) € R? und A € R**? eine Matrix. Betrachten Sie das System von
Differentialgleichungen

i(t) = Ax(t).

Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(i) Falls det A =0, so hat die Gleichung nur die Losung z(t) = <8>
(ii) Falls vy, vy Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten Aj, A2 € R sind mit A; # \s,
so ist die allgemeine Losung

A Aot

z(t) = cre™Mvy + creuy.

(iii) Da A nur reelle Eintrége hat, sind die Eigenwerte von A zwingendermassen reell.

(iv) A muss diagonalisierbar sein, damit eine nichttriviale Losung existiert, d.h. eine

Losung z(t) 2 (8)
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(b) Sei A= (? é) Was ist die allgemeine Losung des Systems

(t) = Ax(t)?
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