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Dr. Andreas Steiger

Losung - Serie 11

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. (%) Sei f(x) = [ cos(cost) dt. Dann ist (f7')'(0) gegeben durch

Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung (anwendbar, da t — cos(cost) stetig ist) ist
[ differenzierbar mit Ableitung f’(x) = cos(cosx). Fiir alle 2 € R ist |cosz| < 1 < 7 und
daher ist cos (cosz) > 0. Also ist f strikt monoton wachsend und deshalb injektiv auf R (damit
existiert die inverse Funktion und ist eindeutig).

Offensichtlich ist f (7) = 0 und daher ist 7 = f~!(0). Die Formel fiir die Ableitung einer
Umkehrfunktion liefert deshalb:

1 1 1 1 1
F(f~10))  f'(x) cos(cosm) cos(—1) cosl

Bitte wenden!



2. (WY) Es sei a > 0 eine Konstante. Was ist die Bogenlinge der Kardioide, gegeben in Polar-
koordinaten durch p(¢) = 2a(1 + cos ¢) fir ¢ € [0, 27]?

2m
Hinweis: In Polarkoordinaten ist die Bogenlange gegeben durch \ p? + pAdt.

0
(a) 8a
(b)  8v2a
v (c) 16a
(d) 16v2a

Die Bogenlédnge ist

27 27
s = \/p2+p2d¢:2a/ \/(1+cos¢)2+sin2¢d¢
0 0

2T 27 27
=2a \/2(1+cos¢)d¢:2a/ \/4cos29d¢:4a/
0 0 g 0

™ /2 ™
=8a/ |cosu| du = 8a (/ cosudu—/
0 0 ™

cosudu | =8a(l+1)
/2
= 16a.

Skizze der Kardioide (mit a = 1):

cos %‘ do

Siehe nichstes Blatt!



3. (W) Die Kurve K ist gegeben durch die Parameterdarstellung

Ees (a(t), y(t) = (/j cos() g, /j Sin(u)du), {1, 4m).

u u
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Was ist die Bogenldnge von K vom Koordinatenursprung bis zum ersten Punkt mit vertikaler
Tangente?

@) 3
(b)

(c) ln(g)
(d) In(m)

Zur Parametrisierung 7(t) = (z(t), y(t)) mit t4 <t < tp ist die Bogenlinge gegeben durch

tp
s = (t)2 4+ y(t)? dt,

ta
wir miissen zunéchst also ¢4 und ¢p bestimmen. Da wir im Punkt (0, 0) starten sollen, gilt
offensichtlich t4 = 1.

Der Tangentialvektor 7(t) = (&(t), y(t)) an die Kurve K ist vertikal, wenn @(¢) = 0 und y(¢) # 0
gilt. Mit dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung muss also

d (" cos(u) cos(t)
/1 d =0

:% U v= t

(1)

und
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gelten. Der erste Punkt mit vertikaler Tangente ist somit bei t = 7. Die gesuchte Bogenlinge

ist also
s 2 . 2
s :/ (t)2 + y(t)2dt = /2 \/(C0t8t> + (Slzlt> dt
1 1
3 dt 5 T
—/1 7= [mi]; =w(3).

[ME]

4. (W) Der Graph der Funktion f: [-7, 7] — R, gegeben durch

1 fir z = 0;

sonst
wird um die y-Achse rotiert. Wie gross ist das Volumen des entstehenden Rotationskérpers?

y

(a) 3m°
(b)
(c) 3
(d) 4r

Wir zerlegen den Korper in diinne Hohlzylinder mit Innenradius = und Aussenradius z+dx. Ein
solcher Hohlzylinder hat den Umfang 27z, die Hohe #2£ und die Dicke dz, also das Volumen

x

sinx

dV = 2nx dr = 2w sin z dx.

Das Gesamtvolumen ist somit

V:/ dV:27r/ sinz dx = 4.
0 0

Siehe nichstes Blatt!



5. (W) Berechnen Sie den Flicheninhalt, den die folgenden Kurven im Bereich 0 < ¢ < 27
einschliessen.

a) p(p) = /9

b) p(¢) = 45
c) p(p) = [sin(ep)
Lésung:

a) Wir berechnen

1 2 9 1 27 9
F=o | ple)yde=g | edp
0 0
1/2” 1{1 ZT”
=5 pdp =5 |5¢
2 Jo 2 (27|,
:147r2:7r2.
b) Wir berechnen
1 27 1 27 1 2
F== 2d :7/ — ) d
2/0 p(p)” dy 3/, (1+¢> ©
_1|:_1:|27T
2 1+e),
11
2 244n

¢) Wir berechnen
2m 2
F=3 [ oerde=7 [ Ismo)Pde
0 2 Jo

1

2

1 27 ) )
= sin(p)” dyp

2 /o

} 27

2

p 1. m
—~ — —sin(2 =—.
2amea)], =

Hier haben wir benutzt, dass sin(¢)? = 3(1 — cos(2¢)).

6. (Wk¥) Durch
p(p) = alcos(2¢)]

mit a > 0 wird in Polarkoordinaten der Rand eines Kleeblattes parametrisiert.

Bitte wenden!
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a) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Kleeblattes.

b) Bestimmen Sie die Breite b des Kleeblattes.
Losung:
a) Fiir die Fliche erhalten wir nach der bekannten Formel

1 2 1 27 Cl2 27
F= 7/ plp)? dp = *aQ/ cos®(2p) dp = Z/ (14 cos(4g)) dip
0 0 0

2 2

a2[ 1 PEIm a2
R

1 1 P

b) Um die Breite zu bestimmen, benétigen wir die y-Koordinate desjenigen Punktes im ers-
ten Quadranten, an dem die Tangente an der Kurve horizontal ist. Dazu bestimmen wir
zunéchst die kartesischen Komponenten der Kurve:

(), y(9)) = (p(p) cos @, p(p) sin p)
= (acos(p)| cos(2¢)|, asin ¢| cos(2¢)|) .

s

Aus der Skizze wird klar, dass wir einen Punkt mit ¢ € (0,%] suchen. Dort ist also

cos(2¢) > 0, und wir finden

d d
0= % = 1o (asin p cos(2¢)) = acos p cos(2¢p) — 2asin g sin(2¢p)
=a [Cos go(cos2 @ — sin? ) — 4sin? @ cos cp] = acosp (COS2 @ — Hsin? go)

:acoscp(l —6sin2ap).

Die einzige Losung hiervon im Intervall (O, %] ist

1
po = arcsin —

7

und die Breite ergibt sich zu

2 1
b = 2y(po) = 2asin @g cos(2pg) = 2asin po(1 — 2sin? o) = el (1 - )

_ 4a
= 73\/6

Siehe nichstes Blatt!



7. (WRK) Zwei gerade Kreiszylinder Z; und Z, mit gleichem Grundkreisradius » durchdringen
einander derart, dass sich ihre Achsen schneiden und den Winkel « einschliessen. Berechnen

Sie das Volumen des Korpers Z; N Zs.

Hinweis: Zerschneiden Sie den Kérper durch Ebenen, welche zu beiden Achsen parallel sind.

Projektion auf die
xy-Ebene

Ry

/ Zylinder 2

e

Projektion auf die
xz-Ebene

<

ERR
A Y
VKEm

Zylinder 1

Zylinder 2

ZyIinder/

N

Losung: Wir legen ein Koordinatensystem so, dass die Zylinderachsen in der xy-Ebene liegen,
wobei eine von denen mit der y-Achse iibereinstimmt. Aus dem folgenden Bild ldsst sich her-
leiten, dass der Durchschnitt von Z; N Zs mit der Ebene z = h (—r < h < r) ein Rhombus

ist:

£ Achpel Zylinder 1

4
/

Bitte wenden!



Sei aj, die Seitenlinge des Rhombus und b;, die Breite der Streifen, die durch Z; N {z = h}
fir ¢ € {1,2} gegeben sind. Es gilt a;, = . Die Fliche des Rhombus ist gegeben durch

sina”

2

bp

- b
Fn = f72b7h ap dx = bpap = sirila'
2

Zur Berechnung von b, betrachten wir das folgende Bild, dass einen Zylinder geschnitten mit

einer Ebene senkrecht zur Zylinderachse zeigt. Es gilt (%)2 + h% =12, also by, = 212 — h2.

ES folgt7 daSS Fh = L}ZL — 4(7‘2—h2)

sin sin

Zylinder

Um das Volumen V' von Z; N Z, zu bestimmen, integrieren wir entlang der z-Achse iiber die
Fléche von Zy N Zy N {z = h}. Es gilt also

T r 4 4 2 1
V:/ thh:/ —(r? = h?) dh = ——(2r® — =1¥) = 6 5

= . T
o _,Sina sin « 3 3sina

8. (W) Es sei die Astroide durch die folgende Parameterdarstellung gegeben:

—= T = z(t) =a cos® t

AN / y(t) =asin®t,  fir 0 <¢<2m

Siehe nichstes Blatt!



Dabei ist a > 0 eine feste Zahl. Berechnen Sei in Abhéngigkeit von a:
a) die Bogenlinge der Astroide;
b) die Fliche des Astroidensterns;

c) das Volumen des Rotationskorpers, der erhalten wird, wenn die Astroide um die z-Achse
gedreht wird;

Erinnerung: (fir Teilaufgabe b) ) Es sei

™

3
In:/ sin"zdx, n€N.
0

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass Io = 7 und die Rekursionsformel

1
L, ="""r ..
n

Es wurde auch die folgende Formel gezeigt:

™ T
Z Z
/ sin” x dx = / cos” x dx.
0 0

Losung:

a) die Bogenlidnge der Astroide;

Fiir unsere Rechnungen niitzen wir immer wieder die vorhandene Symmetrie aus; im ersten
Quadranten lduft der Parameter £ von 0 bis 5 und die gesamte Bogenlénge ist das Vierfache
der Bogenlinge im ersten Quadranten, analog fiir die Fléche.

Mit @(t) = —3acos®tsint und ¢(t) = 3asin®tcost ergibt sich fiir die Bogenlinge der
Astroide

H 3 2 4
s = 4/ Va(t)?2 +y(t)2dt = 4/ 3a\/cost tsin® ¢t + sin® ¢ cos? t dt
0 0
3 x
= 12a/ costsintv cos?t +sin®tdt = 12a [% sin? t]02 = 6a.
0

b) die Fliche des Astroidensterns;

Die Fldche des Astroidensterns ist

s ™

1 [z . . 2 a2 4 2 2, 4
F:4-§/O (x(t)y(t)—x(t)y(t))dt:2/o (3a*(cos™ tsin® t + cos” tsin™ t)) dt

z
= 6a” / (cos* t(1 — cos? t) + (1 — sin?t) sin* t) dt
0
z
= 6a” / cos*t —cos®t +sin*t —sin® t dt
0

‘Wenn wir

™

2
In :/ cos" xdx
0

schreiben, dann haben wir zusammen mit der Notation aus dem Hinweis

F=6a*(Jy— Jo+ I, — Ig).

Bitte wenden!



Wir widmen uns nun dem Hinweis und zeigen, dass I,, = J,, fiir alle n € N gilt:

™ s

7 2 T
I, = / sin” zdx = / cos” (m — 7) dx
0 0 2

ax puln/2) 0
2/ cos”(u)du:/ cos™ (u)du

du=d x
u=dzx (0) -z

O (7 s (w)du —
= cos™(u)du = Jy,
0

wobei wir in (x) ausgenutzt haben, dass der Kosinus eine gerade Funktion ist, d.h. cos(—z) =
cos(x).
Damit gilt nun
F =12d*(I, — Iy).
Verwenden wir die Rekursionsformel

-1
I, = z I, o
n

zusammen mit dem Ergebnis I, = 7 erhalten wir

3 15
I= 2m Ig=—r.
YT16™ 0T 96"

Somit ergibt sich der Fldcheninhalt zu

3r 157 3
F=12d = — — | = Smd*.
“ (16 96) g™

c) das Volumen des Rotationskorpers, der erhalten wird, wenn die Astroide um die x-Achse
gedreht wird;

Der Schnitt des Kérpers mit einer Ebene parallel zur (y, z)-Ebene ist ein Kreis.
Die implizite Darstellung der Kurve ist gegeben durch
2 2 2
T3 + Y3 =as3,

wie man aus der Parameterdarstellung ablesen kann. Um den Radius des Schnittkreises
zu berechnen, bestimmen wir lokal die explizite Darstellung zu y(z) = (a% — mg)%, welche
fir 0 < x < a gilt und damit die Kurve im ersten Quadranten beschreibt. Die Fldche des
Kreises ist 7 - y(x)?, also erhalten wir als Volumen

V=2/Oaﬂy(x)2d$=2/oa7r(a§ —x%)g dx=27ra2/oa (1— (2)§>3 dx.

. . . N 2 . 3 .
Nun substituieren wir v = (2)3, wir erhalten 2 = au> und dx = %a\/ﬂdu mit den Grenzen

0 und 1. Also gilt

a 2\ 3 1
V:27Ta2/ (1— (x)3> dr = 27a? - %a/ (1 —u)*Vaudu
0 a o

! 1
= 37Ta3/ (I—3u+ 3u? — U3)u% du = 37ra3/ w? — 3u® +3uf — u? du
0 0

ot

2 3 6 6
=3ma® | Zuz — = =
Ta [3u2 5u +7u



