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Losung - Schnelliibung 1

1. (W) Gesucht sind je eine Liste der Nullstellen der Funktionen

1
f:ax v+ cos(3x+1) und g:xr—>sin<—> und Az 2 — 2% — x4 1.
x

Fiir welche Werte von z ist f(x) = 1 ? Fiir welche Werte von z ist g(x) = ‘/75 ?
Losung:

e Esist cos¢ = O fir ¢ = 7 + km, k € Z. Daher ist cos(3z + 1) = 0 fiir
3z + 1= 7 + k7 und somit

1
cos(3r+1) =0 <= xz—(z—kkm—l),kez.

3 \2
e Esistsing = 0 fiir = km, k € Z. Deshalb ist sin (1) = 0 fiir £ = k7 und
somit
in (2 0 <= ! keZ—{0}
sin |~ | = T=-— —{0}.
T kr’

e Durch das Einsetzen kleiner ganzen Zahlen erhilt man 2(—1) = O und h(1) = 0.
Es gilt (z — 1)(z + 1) = 2> — 1. Da eine der Nullstellen —1 und 1 eine doppelte
Nullstelle von h sein konnte, liegt es nahe (z? — 1)(z — 1) auszurechnen und
tatsachlich (z? —1)(z — 1) = 2® —2 — 2%+ 1 = h(x). Deshalb haben wir gezeigt
h(z) = (z — 1)?(z + 1) und somit sind —1 und 1 alle Nullstellen von h.

e Esistcos(3z + 1) = 1 fiir 3z + 1 = 2k7, k € Z, und somit

1
cosBx+1)=1 <= z = §(2k57r—1)7 ke Z.

e Esistsin(2) = */73 fiir% = 5 + 2km oder% = %’r + 2k, k € Z, und somit

xT

1 V3 1 1
n(-)]=-—"- «— z=—— od =— kel
sin <a:> 5 x %+2k7r oder x 2?”—1—21{7?’ S

2. (WAW)

Bitte wenden!



a) Bestimmen Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir 1 + 2 4 - - - + n, wobei n eine
natiirliche Zahl ist.

1 + 2 + + n—-1 + n =
Tipp: n + (n—-1) + -+ + 2 + 1 = z
(n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1) = 2z

b) Berechnen Sie, ohne Zuhilfenahme eines Taschenrechners, die Summe aller zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen (> 10), die durch drei geteilt den Rest zwei ergeben.

Losung:

a) Es bezeichne x den Ausdruck 1 + 2 + - - - 4+ n. Dann gilt (hier formalisieren wir
den Tipp)

n

x:Zz’:Z(n—l—l—z’).

i=1
Summiert man nun die letzteren beiden Ausdriicke fiir x, so folgt

2 = (Zz) + (Z(n+1—i)> => (n+1)=n(n+1).

=1 =1 =1

n(n+1)
5 -

b) Die erste (bzw. letzte) zweistellige natiirliche Zahl mit der Eigenschaft ist 11
(bzw. 98). Also sind die Zahlen, die addiert werden, Glieder der Folge a, =

Folglich ist x =

1143(n—1),mitn =1, 2, ..., 30. Wenn man die Summe nun mit S bezeichnet,
gilt
30 30 3031
S = 11+3(n—1)) =30-11+3- n—30] =30-1143-( —— — 30
2 sy (2m-%) (5 )

Somitist S =11-30+3-(15-31—15-2) =30-11+3-15-29 = 1635.

3. (W) Es seien p < ¢ ganze, nicht-negative Zahlen. Zeigen Sie, dass fiir die Folge
(@n)nen, gegeben durch

co+cn+---+cpnf

T Ao+ din -+ dgns
und ¢, # 0, d, # 0, gilt:
. = falls p = q,
lim a, = ¢
n—o0 0, falls p < q.

Siehe nachstes Blatt!



Ist (a,,) ebenfalls konvergent falls p > ¢? Begriinden Sie ihre Antwort.

Losung:

Fiir p < ¢ hat man, dass

L 4 a1 _Cp=t Cp
lim a, = lim ™ Tt e T G lim L
n — 7 .
d d dg—1 _
n—o00 n—o00 n_g + nq_ll + ...+ qn + dq dq n—oo N4—P

Der letzte Limes ist gleich 1, wenn p = ¢, und null, wenn p < gq.

Falls p > ¢, dann ist die Folge (a,,) divergent. Tatsdchlich

. Gt an+...+cnP cpn?
"dy+din+ .. +dmt T dg+din A+ ... dgnt
und deshalb
Ay > cpnf™1 " y 1 = )
Gy oy 4%l4g,
Der Term ]
dop di g 43y g

konvergiert gegen i und der Term c,n?~? wird wegen p > ¢ beliebig gross und

deshalb wird auch a,, fiir genung grosse n beliebig gross. Wir haben also gezeigt, dass
die Folge (a,) divergiert falls p > q.

. (W #) Berechnen Sie den Grenzwert der beiden unendlichen Zahlenfolgen

2,22, 2/2v2, 2/2\/2v2,... und 3,33, 3v/3V/3, 31/3V/3V/3, ...

Losung:

1
Es gilt: 2 = 21,2y/2 = 21. 25 = 2143 2,/2,/2 = 21 . (21+%)2 — 2l+3+i und

24/2v/2v/2 = 213+ %5 und so weiter.
Die geometrische Reihe
1 1 1
1+-—+-+=-+...
+ 5 + 1 + 3 +

L. = 2. Da die Funktion ¢t +— 2! stetig ist, ist der gesuchte

1-3
Grenzwert gleich 22 = 4.

Analog gilt 3 = 3", 3v/3 =3 35 = 313, 3¢/3¢/3 = 31+5+5 und so weiter. Die hier
verwendete geometrische Reihe hat den Grenzwert 1 + % + % + 2% o= =3

Also ist der gesuchte Grenzwert gleich 32 =27 = 3V/3.

hat den Grenzwert

1 .
1-1 2



