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Losung - Schnelliibung 4

1. (WH) Zeige e® > x+ 1 fiir alle z € R und In(z) < 2 — 1 fiir alle x € Ry mittels
Methoden der Extremalwertrechnung.

Lésung: Wir betrachten die Funktion F(z) := e” —x — 1, welche fiir alle x € R
definiert ist und die Funktion und G(x) := In(z) — 2 + 1, welche fiir alle z € R
definiert ist. Wir berechnen

F'(z)=¢€" -1, G'(x) —é—l.

Die einzige Nullstelle von F” ist gegeben durch xr = 0 und die einzige Nullstelle
von G’ ist gegen durch xg = 1. Es gilt

F'(0) =1, G"(1) = —L.

Somit ist zz ein globales Minimum von F' und x4 ein globales Maximum von G.
Deshalb,
0=F(0) < F(z), Glx) <G(1)=0

fiir alle zulédssigen € R. Weil F(z) > 0, folgt
e* >x+1
und analog, weil G(z) < 0 folgt
In(z) <z -1,

was 7zU zeigen war.

2. (WkK) Es sei

nz™ +(n— 1"+ 4,

g(z) =1In(e” — 2)In(e” — 2?) - - -In(e* — ™).

Zeigen Sie, dass gilt f(x) = O(g(x)) mit © — 400 und g(x) = O(f(x)) mit
T — +00.

Gilt auch f(z) = o(g(z)) oder g(x) = o( f(x))?

Bitte wenden!



Losung: Beachte
k k
In(e” — %) =1In <em(1 - x_)) =In(e”) +1n <1 — x_) :
Deshalb gilt
In(e”)

1 x
lim L)k = lim ~ = lim ~ = 1.
aotoo In(e? — a%) oo In(e®) + In ( — x—) Tz +In ( — x—,)

8

Wir kénnen also folgende Rechnung durchfithren

nz"+(n—1a2" 1+ -+

li
2150 In(e* — x) In(e* — 22) - - - In(e® — a")
. In(e”) In(e*) mna"+n—1z" 1+ -+
— 1m P
e—+o0 In(e* —x)  In(e® —an) In(e®)"
Es gilt
.onz"+(n—1a" 4+t . onz"+(n—1z" 4+t
lim = lim
x——400 ln(ex)n T—+00 xm
. nz" :
= dim 2 f dim ——=n
z—+oo " x——4oo LN
und deshalb
@)
x%+oo ,1')
also f(z) = O(g(x)) mit x — +o0.
Daraus folgt auch, dass
. () 1 1
1 — —
r—-+00 g(x)

also g(z) = O(f(x)) mit x — +o0.
Zur Frage, ob die Beziehung g(z) = o( f(z)) oder f(x) = o(g(x)) gilt: die Antwort

ist in beiden Fallen nein.

Im Allgemein gilt es: wenn g(x) = O(f(x)), dann ist lim |f ‘ > (. Insbeson-

T—r00

dere gilt f(z) = o(g(x)) nicht. Wenn f(x) = O(g(z)), dann ist hm ‘f } > 0,
insbesondere gilt g(z) = o( f(z)) nicht.

Beweis: Da g(x) = O(f(x)) gibt es A € [0,00) mit lim f(—‘ < A. Falls A =0,

T—00

dann lim ‘f z) | = +00 > 0. Andernfalls, haben wir

T—00

Siehe nichstes Blatt!
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Analog, wegen f(z) = O(g(x)) gibt es B € [0,00) mit hm|f ‘ < B. Falls
g(

T—00
B =0, dann lim |—§‘ = 400 > 0. Andernfalls, haben wir
T—r00
g(x) 1 1
li ‘ > —>0.
500 f D) " lim |12] © B

3. (W¥) Der Graph I'(f) einer Funktion f: D(f) — R mit D(f) C R kann iiber
die Parametrisierung 7(t) := (¢, f(t)) als ebene Kurve aufgefasst werden.

a) Bestimmen Sie Formeln fiir die Kriimmung ¢ — k(¢) und die Evolute ¢ —

E(t) des Graphs einer beliebigen zweifach stetig differenzierbaren Funktion
f. Was ist der Definitionsbereich der Evolute?

b) Verwenden Sie die gefundenen Formeln, um Kriimmung und Evolute der
kubischen Parabel f(t) = t* zu bestimmen.

c) Wo wird fiir das gegebene f die Kriimmung minimal oder maximal? (Be-
achten Sie hierbei das Vorzeichen.)

d) Wie verhlt sich E(t) fiir das gegebene f in der Nihe von t = 07
Losung:

a) Wir definieren z(t) := t und y(¢) := f(t). Dann gilt 7(¢) = (z(t),y(t)). Die

allgemeine Formel fiir die Kriimmung einer ebenen Kurve ist

#ij — i
k(1) = (2 + g2)3/2

Wir setzen ein und erhalten (mit & = 1 und & = 0):

e
(1 —I—f’(t)Q)i

Die allgemeine Formel fiir die Evolute einer ebenen Kurve ist

k(t) =

1

E(t) = #(t) +

Bitte wenden!



Wir setzen wieder ein und erhalten:

3
2

(1+ f(t)?)
[+ f(t)

B L+ f(0)?,
L+ f'(t)*

A0
‘(t OO )

Die Evolute ist also fiir alle ¢y € D(f) definiert, an denen f”(t,) # 0 gilt.
Falls f"(ty) = 0, ist die Kriimmung k(o) = 0 und der , Kriimmungskreis*
hat unendlichen Radius.

E(t) = (¢, f(1)) + =(—=f'(t),1)

b) Es gilt f/(¢t) = 3t* und f”(t) = 6t. Wir setzen in die Formeln aus a) ein und

erhalten
6t
k(t) = 3
(14 9t4)2
- 14 9t4) - 3¢2 1494
E(t) = g LH90) P+ i
6t 6t

_(t=9t° 1+15t
S\ 2 7 6t )]
wobei E(t) auf R\ {0} definiert ist.

c) Die erste Ableitung der Kriimmung ist

6(1 — 45t%)

K(t) = (1 + 9t4)5/2"

Darum hat & mogliche Extrema an den Stellen t = +45-/4. Um zu be-

stimmen, ob es sich dabei um Maxima, Minima oder Wendepunkte handelt,
konnten wir die zweite Ableitung der Kriimmung berechnen und das be-
kannte Kriterium verwenden. Hier wollen wir uns dies jedoch ersparen und
beschreiten einen anderen Weg. Es gilt ndmlich

lim k(t) =0, k(457%) > 0 und k(—45""4) <0,

t—+o0

somit liegt an der Stelle t = —4571/4 (bzw. t = 457'/4) ein globales Minimum
(bzw. ein globales Maximum) der Kriimmung vor.

d) Fiir kleine ¢ ist E(t) asymptotisch zu §(t) = (%, %), da die héheren Potenzen
von t vernachléssigbar sind.



