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Techniken zum Losen von Differentialgleichungen

Diff.-gl.erster Ordnung:
> Trennung der Variablen
» Substitution

» Variation der Konstanten (lineare, inhomogene Diff.-gl.)

Lineare, inhomogene Diff.-gl. beliebiger Ordnung:

> Geeignete Ansitze fiir die partikuldre Losung
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Trennung der Variablen

Grundidee:

Alle Ausdriicke mit der unabhingigen Variablen auf eine Seite
bringen und alle Ausdriicke mit der abhangigen Variablen auf die
andere Seite der Gleichung bringen.

Anschliessend beide Seiten (unbestimmt) integrieren.

Dieses Verfahren eignet sich besonders fiir Differentialgleichungen
der Form

y'(x) =f(x)-g(y)
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Substitution
i) Lineare Substitution

Falls eine Differentialgleichung der Form

d_

=y =f(ax+ by +c), mitabceR
dx

gegeben ist, l3sst sich diese durch die lineare Substitution

u=ax-+by+c

in eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen iiberfiihren.
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Bemerkung

Aus der Differentialgleichung % =y’ = f(ax + by + c¢) erhalten
wir nach linearer Substitution

du dy
a—a+ba—a+bf(u)

Auf der rechten Seite dieser Differentialgleichung kommt die
unabhangige Variable x nicht mehr explizit vor.

Eine solche Differentialgleichung nennen wir autonom.
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ii) Substitution bei in den Variablen homogenen Diff.-gl.

Eine Differentialgleichung der Form

Yy g(z)
dx X
nennen wir homogen in den Variablen.

Eine solche Differentialgleichung ldsst sich mit Hilfe der
Substitution

u==
X

in eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen iiberfiihren.
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Lineare inhomogene Differentialgleichungen
Falls eine inhomogene Differentialgleichung
an(x)y D (x) + -+ + a0(x)y(x) = s(x) # 0
gegeben ist, heisst
an(x)y(x) + -+ + a0(x)y(x) = 0

die dazugehorige homogene Differentialgleichung.
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Wichtige Eigenschaft linearer, inhomogener Diff.-gl.

Ist yp(x) eine partikuldre Losung einer linearen, inhomogenen
Differentialgleichung und yx(x) die allgemeine Losung der
dazugehorigen homogenen Differentialgleichung, so ist

y(x) = yn(x) + yp(x)

die allgemeine Losung der linearen, inhomogenen
Differentialgleichung.
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Variation der Konstanten

Gegeben ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung.

Dann erhalten wir einen Ansatz fiir die partikuldre Lésung, indem
wir in der allgemeinen Losung der dazugehorigen homogenen
Differentialgleichung die auftretende Konstante durch eine

Funktion in der unabhangigen Variablen ersetzen.

Diesen Ansatz nennt man Variation der Konstanten.
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Beispiel
Gegeben ist die lineare, inhomogene Differentialgleichung
y'—y=x

Die allgemeine Losung der dazugehdrigen homogenen
Differentialgleichung y’ — y = 0 lautet

yh(x) = Ke*

Der Ansatz fiir die gesuchte partikuldre Losung lautet also
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Einige Hinweise zum Ansatz fiir die partikuldre Lésung

» Falls die Storfunktion ein n-ten Grades ist, wahlen
wir als Ansatz fiir die partikuldre Lésung ein Polynom vom
gleichen Grad.

» Falls die Storfunktion eine ist, wahlen wir als
Ansatz fiir die partikuldre Losung eine Schwingung der
gleichen Frequenz.

» Falls die Storfunktion das

ist, wahlen wir als Ansatz fiir die
partikuldre Losung ein Produkt eines Polynom vom gleichen
Grad mit einer Exponentialfunktion mit gleichem Exponent.
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