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5.1. Charakteristisches Dreieck
(a) Das charakteristische Dreieck A = A(e, z,t) hat die Ecken

(x —ct,0), (z,t), (x+ct0).

Somit haben die Dreiecke in unserem Fall ¢ = 1 die folgende Gestalt:

(0,3)
(0,1)
<_170) (170) (_370) (370)
(2,4)
(—2,0) (6,0)
(b) Wir benutzen die Formel von d’Alembert
u(e,t) = o [f(a +ct) + flz — ct)] + 210/:?9@) ds+ o [ F(emagar

wobei A das Dreieck mit den Ecken (z,t), (z — ¢t,0) und (x + ct, 0) bezeichnet. In
unserem Fall ist ¢ = 1, f(s) = s%, g(s) = s und F(z,t) = e~* + cos(x +2). Damit folgt

1
u(, ) :x2+t2+t:c+§/AF(£,r)d§dr.

Da gilt es:

0< 1<,

Ered < {x_(t_T)gfgan(t—T),
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kA9€nnen wir auf folgende Weise das Doppelintegral bestimmen:

/ (€7 dde—// e cos(€ +2)dedr
(t—7
—/ T(t—7)+2cos(2+ x)sin(t — 7)) dr
=2(t+e" —1—cos(x+2)(cost — 1)).
Schlussendlich ist die Losung

u(z,t) =2 +te+t* +t+e ' —1—cos(z +2)(cost —1).

5.2. Superpositionsprinzip Um das Problem auf ein homogenes zu reduzieren,
miissen wir eine partikulére Losung von

Vg — Ugp = cos(z + 1), (z,t) ERXR

finden. Aufgrund unserer Erfahrung mit ODE, wir machen den Ansatz
v(z,t) = (at + B)(ycos(z + t) + dsin(z + 1))

wobei «, 3,7 and ¢ Konstanten sind. Wir berechnen:

v, t) :a( — ysin(x +t) + d cos(x + t)) + (at + 6)( — ycos(x +t) — dsin(x + t))
—i—a( — ysin(z +t) +5cos(x+t)>,
Ve (2, 1) =(at + B)( —ycos(z +1t) — dsin(x + t)),

was zu
Uyt — Uz = 200 (7 sin(z +t) 4+ d cos(x + t)) = cos(z + 1)

fithrt. Daraus schliessen wir, dass « = 1/2, vy =0 und § = 1. Alles in allem:
v(z,t) = ;t sin(z + ).

Wir definieren w(z,t) = u(x,t) — v(z,t) und bemerken, dass w folgendes Problem
16st:

Wit — Wyye = 0 ZL‘GR,t>O,
w(z,0) = = r €R,
wy(z,0) ssin(z) z eR.
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Mit der Formel von d’Alembert folgt sofort, dass

w(z, ) = ; (2 — 1)+ (z+1)] + ; :it ~sin(s) ds

=+ le [cos(x — t) — cos(x +t)] .

Damit ist die Losung u vom urspriinglichen Problem gegeben durch

u(z, t) =v(x,t) + w(x,t) = ;t sin(t 4+ z) + = + i [cos(x —t) — cos(x + t)] .

5.3. Periodische Funktionen

(a) sin (%) ist periodisch mit Periode 47 und sin (%

Daraus folgt, dass sin (%) + sin (%) Periode (kgV{4,6})m = 127 hat. Wir konnen das
kontrollieren:

() (2102 1) s 4 )
S1n 9 S1n 3 = Sin 9 m S1n 3 m

()i )

(b) Da sin(x) 2m-periodisch ist folgt, dass auch tan(sin(x)) 2m-periodisch ist.

) ist periodisch mit Periode 6.

(c) Da sin?(z) und cos?(x) m-periodische sind, folglich ist (wie in (a)), dass sin?(z) —
cos®(z) m-periodisch ist. Alternativ: aus der Beziehung

sin?(z) — cos®(x) = — cos(27)
folgt, dass sin?(x) — cos®(z) m-periodisch ist.
(d) Der Term % verhindert, dass die Funktion periodisch ist.

(e) Aus der Beziehung

sin(2z) cos(2x) = ;Sin(élm)

folgt, dass sin(2x) cos(2z) F-periodisch ist.
5.4. Integration periodischen Funktionen Wir nehmen an, dass A > 0, der Fall
A < 0 ist ahnlich.

/A+Tf(x) der = /Tf(x) dx+/TT+Af(x) dz.

A A
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Durch einen Variablenwechsel y = x — T', und da f T-periodisch ist, erhalten wir,
dass

/T+Af(:r)d:v:/OAf(?JJrT)dy:/OAf(y)dy

T

/AJrTf(x)d:U:/ATf(:U)dx—l—/OAf(y)dy:/OTf(x)dgc_

5.5. Orthonormale Funktionen. Wir beachten zuerst, dass fiir k € N, k # 0, gilt

b 2kmx T . 2kmx,

/a cos — dx—%sm T o =0,
b2k T 2k

/a sin#dmz—%cos ;x]Z:O.

Die Fiélle, die e involvieren ergeben sich dadurch sofort, wir koénnen also im Folgenden
annehmen, dass n # 0.

2 2nmx 2mmx
Cm * En = T / CoS cos dx

T T
1 / 2(n +m)mx 2(m —n)mwx
=g fcos——F—— tcos——r——
—o+ 1)J1 m=n
T|10 m#n
2 2 2
fm - fo = T /sin meE sin njzrx dx
1 / 2(m —n)wx 2(n+m)mx
=_— [cos————"— —CcoS —————
T T T
1 1 =
1 J1 m=n 40
T |0 m#n
2 2 2
em* fn= T /cos n;ﬂx sin njzrx dx
1 / . 2(n—m)mx s 2(n+m)mx
=— s
T | s T in T

=0,

wobei die letzte Gleichung auch fiir n = m gilt, da sin0 = 0.



