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1. Auf einem Weihnachtsmarkt findet Laura einen Stand mit einer Maschine, die
das mehrfache Abwerfen einer Miinze durchfithrt und das Ergebnis ausliest. So
konnen in kurzer Zeit viele Miinzwiirfe durchgefiihrt werden. Beantworte fiir jede
der nachfolgenden Teilaufgaben:

Fiir welche der je zwei Optionen sollte sich Laura entscheiden: (1), (2), oder sind
beide Optionen etwa gleich gut? Bedenke, dass sie keinen Taschenrechner dabei
hat, also die Gewinnwahrscheinlichkeiten nicht genau ausrechnen kann.

Tipp: Uberlege wie sich die Standardabweichung fiir X,, und S,, mit n &ndern.

a) (1) Es wird 100 mal eine Miinze geworfen und Laura bekommt 10 CHF,
wenn die Miinze mehr als 52% Kopf zeigt.

(2) Es wird 1000 mal eine Miinze geworfen und Laura bekommt 10 CHF,
wenn die Miinze mehr als 52% Kopf zeigt.

b) (1) Es wird 100 mal eine Miinze geworfen und Laura bekommt 10 CHF,
wenn die Miinze weniger als 55 mal Kopf zeigt.

(2) Es wird 200 mal eine Miinze geworfen und Laura bekommt 10 CHF,
wenn die Miinze weniger als 105 mal Kopf zeigt.

c) (1) Es wird 100 mal eine Miinze geworfen und Laura bekommt 10 CHF,
wenn die Miinze weniger als 40 mal Kopf zeigt.

(2) Es wird 400 mal eine Miinze geworfen und Laura bekommt 10 CHF,
wenn die Miinze weniger als 180 mal Kopf zeigt.

2. Fiir eine Studie werden iiber eine Telefonumfrage zuféllig ausgewéihlte Personen

iiber sensitive Bereiche in ihrem Leben, wie zum Beispiel Drogenkonsum befragt.
Bei einer direkten Frage, wird solch eine Frage moglicherweise mit “nein” beant-
wortet, obwohl die Person Drogen konsumiert hat. Oft wird einfach die sozial
besser akzeptierte Anwort gewéhlt. Um dies zu vermeiden kann man statt direk-
ter Nachfrage wie folgt vorgehen:
Bitte die Person eine Miinze zu werfen und sich das Resultat zu merken - dies
aber fiir sich zu behalten. Die Person soll nun, wenn die Miinze Kopf gezeigt hat
mit “ja” antworten, und wenn die Miinze Zahl gezeigt hat, die Frage beantwor-
ten.

Bitte wenden!



a) Warum ist es wahrscheinlicher, dass Leute auf diesem Weg die Wahrheit
sagen?

b) Nehmen wir eine zufillige Auswahl von 100 Personen aus der Bevolkerung
und befragen diese auf dem oben vorgeschlagenen Weg nach dem Drogen-
konsum im letzten Jahr. Angenommen 65 Personen antworten mit “ja”.
Berechne den Momentenschétzer fiir den Anteil der Bevolkerung, der im

vergangenen Jahr Drogen konsumiert hat.

c) Wir fithren diese Umfrage in der Vorlesung durch. Benutze die Resultate
um den Anteil der Personen, die im letzten Jahr Drogen konsumiert haben,
zu schétzen.

3. Um genauere Prognosen beziiglich der Flugzeiten ihrer Flugzeuge machen zu
konnen, mochte die Fluggesellschaft SwitzAir zur Modellierung der absoluten
Windgeschwindigkeiten neuerdings eine sogenannte Rayleigh-Verteilung mit Dich-
te
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benutzen, wobei o > 0 ein unbekannter Parameter ist. Sie wurden von der For-
schungsabteilung beauftragt, den unbekannten Parameter o der Verteilung an-
hand von n beobachteten Datenpunkten zu schéatzen.

Tipp: Fiir eine Rayleigh(o)-verteilte Zufallsvariable X gilt E[X] = |/Z¢ und
Var(X) = 45702

a) Bestimme die Likelihood- und die log-Likelihoodfunktion basierend auf den
n unabhéngigen, identisch verteilten Beobachtungen xy,...,x, einer Zu-
fallsvariable mit obiger Dichte. Berechne daraus den Maximum-Likelihood
Schatzer fiir den unbekannten Parameter o.

Da die SwitzAir selbst iiber keine Messinstrumente zur Messung der absolu-
ten Windgeschwindigkeiten verfiigt, beauftragt sie ein meteorologisches Insti-
tut, 100 Windgeschwindigkeitsmessungen durchzufiihren. Das meteorologische
Institut liefert folgende Kennzahlen: Mittelwert x = 2.01, Standardabweichung
s, = 0.51, Median m = 3.12 und Quartilsdifferenz qg75 — go.25 = 0.89.

Siehe nichstes Blatt!



b)

4. Wir

b)

Berechne den Momentenschitzer basierend auf dem ersten Moment. Wel-
chen Wert nimmt der Schétzer fiir die gesammelten Daten des meteorologi-
schen Instituts an?

nehmen an, dass der Bleigehalt X in einer Bodenprobe normalverteilt ist,
X~ N(p,0%).

Die Standardabweichung ist bekannt (¢ = 10 ppb) und man interessiert sich
fiir den Erwartungswert p. Man misst den Bleigehalt in 10 Bodenproben und
erhélt einen Mittelwert von 31 ppb. Gib ein 99% Vertrauensintervall fiir p
an.

Tipp: Die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
erfiillt
®(2.58) = 0.995.

Wieviel Beobachtungen sind nétig, um die Breite des Vertrauensintervalles
auf die Halfte zu reduzieren?

Wieviele (unabhéngige) Bestimmungen des Bleigehaltes miissen geplant wer-
den, wenn der Bleigehalt mit einer Stichprobe “auf 1 ppb genau” bestimmt
werden soll, d.h. wenn die Breite des 99 % Konfidenzintervalls nicht grosser
als 1 ppb sein soll?

Normalerweise ist die Standardabweichung ¢ unbekannt. Um welchen Fak-
tor verdndert sich die Breite des Vertrauensintervalles in a), wenn man die
Standardabweichung aus den Daten geschétzt hat?

5. (Alte Priifungsaufgabe - Winter 2019) Eine Firma verkauft Mehl und hat

eine

Grofibestellung von einer Konditorei fiir 10’000 kg Mehl erhalten. Ein Sack

enthélt etwa 10 kg Mehl. Genauer gesagt ist die Menge an Mehl in einem Sack
gleichverteilt zwischen 9 kg und 11 kg. Die Firma hat nun 1003 S&cke Mehl an
den Besteller versendet.

a)

b)

Treffen Sie verniinftige Annahmen, sodass Sie die approximative Verteilung
fiir die Gesamtmenge an Mehl in der Sendung bestimmen kénnen. Bestim-
men Sie diese Verteilung inklusive der Parameter.

Bestimmen Sie approximativ die Wahrscheinlichkeit, dass mit den 1003 ver-
sendeten Sdcken Mehl die Bestellung von 10’000 kg Mehl auch wirklich ab-
gedeckt ist. Benutzen Sie dazu Ihre Antwort aus (a) und die Standardnor-
maltabelle.

Bitte wenden!



Die Konditorei blickt auf die Mehlbestellungen im Jahr 2018 zuriick. Insgesamt
wurden 52 Bestellungen von je 10’000 kg Mehl getétigt. Wir bezeichnen mit X;
die tatséchlich gelieferte Menge an Mehl von Bestellung i fir ¢ € {1,...,52}.
Aufgrund der Angaben der liefernden Firmen kénnen wir davon ausgehen, dass
die X; unabgiingig und normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz o?
sind.

Die Gesamtmenge des geliefterten Mehls in 2018 sei S, und die durchschnittlich
geliefterte Menge X,,, wobei n = 52.

c) Wie sind X,, und S, verteilt? Bestimmen Sie die Parameter als Funktionen
von i und o.

d) In den ersten 3 Monaten des Jahres hat die Konditorei 12 Lieferungen mit
den folgenden Mengen an Mehl erhalten:

Lieferung 1 2 3 4 ) 6
Menge an Mehl in kg | 10’041 10’019 10’033 10’028 10’005 10’002
Lieferung 7 8 9 10 11 12
Menge an Mehl in kg | 10034 9990 10’032 10’008 10’016 10026

(i) Leiten Sie den Maximum-Likelihood Schétzer fiir p in allgemeiner Form
her. Nehmen Sie o = 20 als gegeben an. Berechnen Sie den Wert auf
Basis der Daten aus der Tabelle mit den ersten 12 Lieferungen.

(ii) Bestimmen Sie das 95% Vertrauensintervall fiir g. Nehmen Sie 0 = 20
wiederum als gegeben an.

Abgabe: 25. oder 26. November.
Priasenz: Montag und Donnerstag, 12:00-13:00 Uhr im HG G 32.6.
Homepage: https://metaphor.ethz.ch/x/2019/hs/401-0603-00L/



