ANALYSIS 1 HERBSTSEMESTER 2019

Prof. Peter Jossen Freitag, 1. November

Ubungsserie 7

Abgabe bis zum 11. November
Empfohlene Aufgaben: 2,3,4,5,6,7,8,9,12,15,16
Bewertete Aufgaben: 3,4,(748)!

Aufgabe 1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass fiir alle z,y, z € X die umge-
kehrte Dreiecksungleichung gilt:

|d<l’,y) - d(y,Z)’ < d(l’,Z)

Aufgabe 2. Sei (2,)5°, eine Cauchy Folge in einem metrischen Raum (X, d). Zeigen Sie,
dass die Folge (z,)5%, genau dann konvergiert, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : [0,00) — [0, 00) eine Funktion, welche
e positiv definit, also f(s) =0« s =0,
e monoton wachsend, also f(s) < f(t) fiir alle s <t
e und subadditiv ist, also f(s+1t) < f(s)+ f(t) fir alle s,t € [0, 00).

Zeigen Sie, dass dann d'(z,y) = f(d(z,y)) auch eine Metrik auf X definiert.

Schliessen Sie daraus, dass

di(x,y) = \/d(z,y) und da(z,y) = 1_?_%—&

fiir z,y € X Metriken d; und dy auf X definieren.

Aufgabe 4. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir A C X und z € X definiere d4 : X — R
durch

da(z) = inf{d(z,y) |y € A}.
Beweisen Sie folgende Aussagen:
(1) Aist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle z € X mit d4(z) = 0 gilt, dass © € A.
(2) Die Abbildung d4 : X — R ist stetig.

!Die Aufgaben 7 und 8 sind sehr kurz, zihlen darum zusammen nur als eine abgegebene Aufgabe. Lesen,

studieren und verwenden Sie die Aufgaben 5 und 6 wo nétig (Muss nicht bewiesen werden).



(3) Seien A, B C X disjunkte, abgeschlossene Teilmengen. Dann gibt es eine stetige
Funktion f: X — [0, 1] so dass
flz)=0 <= z€ A und flz)=1 < z € B.

Hinweis: Benutzen Sie Teilaufgabe (1) und (2).

Aufgabe 5 (Schreibstil). Seien dj,ds Metriken auf X. Eine Menge A C X heisst d;-offen
genau dann, wenn es um jedes x € A einen offenen Ball B;(z,r) = {y € X |d;(z,y) <e} C A
mit r > 0 gibt. Verifizieren Sie, dass die folgenden Aussagen #quivalent sind.

(1) A C X ist genau dann d;-offen, wenn sie dy-offen ist.
(2) Fiir alle x € X und r > 0 gibt es ein 7/, 7" > 0, so dass
By(z,7") C By(z,7) und By(z,7") C By(x, 7).
(3) Die Identitétsabbildungen (X, d;) — (X, ds) und (X, dy) — (X, d;) sind stetig.

Die Metriken d; und ds nennen wir dann topologisch dquivalent.

Aufgabe 6 (Schreibstil). Seien dj,dy Metriken auf X. Verifizieren Sie, dass die folgenden
Aussagen #dquivalent sind.

(1) Es gibt Zahlen C},Cy > 0, so dass fur alle z,y € X
Cidi(z,y) < do(z,y) < Cadi(z,y)
gilt.
(2) Die Identitatsabbildungen (X,d;) — (X,ds) und (X,dy) — (X, d;) sind beide
Lipschitz stetig.

Die Metriken d; und d, nennen wir dann streng dquivalent. Folgern Sie, dass streng dquiva-
lente Metriken auch topologisch dquivalent sind.

Aufgabe 7. Betrachten Sie folgende Metriken in R2. Fiir z,y € R? seien

(1) di(w,y) = [r1 — | + |22 — 32l

(2) da(x,y) = /(21 —11)? + (22 — y)*

(3) do(z,y) = max{|zy — yl, |22 — yal}-
Zeichnen Sie den Einheitsball B;(0,1) = {y € X | d;(0,y) < 1} in jeder Metrik.
Zeigen Sie, dass die Metriken dy, ds, do, streng dquivalent sind.

Aufgabe 8. Betrachten Sie folgende Metriken in X = (0, 00). Fiir z,y > 0 seien

(1) di(z,y) = |z —yl,

(2) d(z,y) =13 — |-
Zeigen Sie, dass die Metriken d; und d’ topologisch dquivalent aber nicht streng dquivalent
sind.



Aufgabe 9. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte in den reellen Zahlen, falls sie existie-

ren:
. ™Tm* 4+ 15 . n®>+5 o nbP=10
lim

, im —— im
n—oo 3nt +n3+n—1 n—oon3 +mn+ 1 n—oo m? + 1
Verwenden Sie hier und auch sonst kein frither erlerntes Kochrezept, das Sie nicht begriinden

konnen.

Aufgabe 10 (Schreibstil). Formulieren und beweisen Sie einen allgemeinen Satz iiber Grenz-
werte von Folgen wie in Aufgabe 9.

Aufgabe 11. Sei (2,)%%, die Folge in R die durch x,, = nv/2 — |nv/2] gegeben ist. Zeigen
Sie, dass jeder Punkt a € [0, 1] ein Haufungspunkt der Folge (x,,)22, ist.
Hinweis: Vergleiche mit Aufgabe 12 aus Serie 3.

Aufgabe 12. Sei X die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Zeigen Sie, dass

0, (f.9) = max{|f(z) — g()| |z € 0,1} und  da(f,g) = / f(x) - g(x)|da

Metriken d; und dy auf X definieren. Fiir welche dieser Metriken konvergiert die Folge (f,,)%,
gegeben durch f,(z) = ™7 Benutzen Sie fiir letztere Frage ohne Beweis, dass fiir n € N und
a < b die Gleichung

b 1 1

bn+ _ an+
nd - _ -

() /a x"dx o
gilt.

Aufgabe 13 (Schreibstil). Geben Sie einen méglichst kurzen und eleganten Beweis der
Formel (x) aus Aufgabe 12.

Aufgabe 14. Sei (z,)22, eine Folge in R mit der Eigenschaft, dass x,, # x,, fiir alle n # m
gilt. Sei X die Teilmenge X = {x, |n € N} von R. Zeigen Sie, dass die Haufungspunkte der
Folge (x,)22, gerade die Haufungspunkte der Menge X sind.

Aufgabe 15. Sei (z,)5°, eine Folge in R, und sei /' C R die Menge der Haufungspunkte
der Folge (,)5°,. Zeigen Sie, dass F' abgeschlossen ist.

Aufgabe 16. Sei X eine Menge, und sei d die sogenannte diskrete Metrik auf X, gegeben
durch

0 fallsx=y
1 fallsx#y

fir alle z,y € X. Zeigen Sie, dass eine Folge (z,)2%, in X genau dann konvergiert, wenn sie

d(z,y) =

schliesslich konstant ist.



Aufgabe 17 (Schreibstil). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Definieren Sie den Begriff offener

Teilmengen von X, und illustrieren Sie Thre Definition an verschiedenen sinnvollen Beispielen.

Aufgabe 18. Sei X die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,2] — R, und sei d die durch

d(f.g) = / (@) — g(x)|da

gegebene Metrik auf X. Zeigen Sie, dass die Folge (f,,)5°, gegeben durch f,(xz) = min{z", 1}
eine Cauchy-Folge ist, aber nicht konvergiert. Benutzen Sie (%) aus Aufgabe 12.

Aufgabe 19 (Recherche). Wir mochten zeigen, dass die durch x,, = nv/2 — |nv/2] gegebene
Folge reeller Zahlen aus Aufgabe 11 in gewisser Weise gleichmissig auf [0, 1] verteilt ist.
Versuchen Sie zuerst selbst eine Definition von gleichméssig verteilt zu geben. Lesen Sie
anschliessend §1 (die ersten 5 Seiten) von Hermann Weyl’s Artikel [W16].
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