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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Quadratur der Parabel

Als Beispiel, wie wir hier denken und vorgehen wollen, aber auch als Einleitung in die Inte-

gralrechnung, werden wir uns in diesem Abschnitt mit dem Bereich
P={(z,y) eR?|0<z<1, 0<y<2?} (1.1)

unter der Parabel zwischen 0 und 1 beschéftigen und dessen Fliacheninhalt berechnen. Die-
ser Flacheninhalt wurde als erster krummlinig begrenzter Bereich schon von Archimedes (ca.
287—ca. 212 v.Chr.) im 3. Jahrhundert v.Chr. bestimmt. Wir wollen fiir die Flachenberech-
nung davon ausgehen, dass wir wissen, was die Symbole in der Definition in Gleichung (1.1)
bedeuten und dass P gerade den Bereich in folgender Figur beschreibt. Insbesondere nehmen

wir vorldufig an, dass wir die Menge der reellen Zahlen R bereits kennen.

1

o]

Natiirlich ist die Berechnung des Fliacheninhalts von P keine Herausforderung wenn wir
Integrale und die dazugehorigen Rechenregeln verwenden. Wir wollen die Integralrechnung
jedoch nicht als bekannt voraussetzen.

Genau genommen miissen wir uns vor der Berechnung folgende fundamentale Frage stellen:

Was ist eigentlich ein Flicheninhalt?




Kapitel 1.1 Quadratur der Parabel

Wenn wir diese Frage nicht genau beantworten koénnen, dann kénnen wir eigentlich nicht
wissen, was es bedeutet, den Flacheninhalt von P zu berechnen. Deswegen relativieren wir

unser Ziel in folgender Weise:

PROPOSITION 1.1. — Angenommen es gibt einen Begriff eines Flicheninhalts fiir Bereiche
in R?, der folgende Eigenschaften erfiillt:

1. Der Flicheninhalt des Rechtecks [a,b] x [c,d] = {(z,y) € R?| a <2 <b, c <y <d} ist
gleich (b —a)(d — ¢), wobei a,b,c,d reelle Zahlen sind mit a < b,c < d.

2. Falls G ein Bereich in R? ist und F ein in G enthaltener Bereich ist, dann ist der

Fldacheninhalt von F kleiner oder gleich dem Flicheninhalt von G.

3. Fiir Bereiche F,G in R? ohne gemeinsame Punkte ist der Flicheninhalt des vereinigten
Bereiches F'U G die Summe der Flicheninhalte von F und G.

Dann ist der Flacheninhalt von P wie in Gleichung (1.1) (falls iberhaupt definiert) gleich %

In anderen Worten: wir haben die Frage, ob es einen Begriff des Flacheninhalts gibt und
flir welche Bereiche dieser definiert ist, offengelassen, wollen aber zeigen, dass % der einzige
verniinftige Wert filir den Flécheninhalt von P ist.

Fiir den Beweis von Proposition 1.1 bendtigen wir ein Lemma (auch Hilfssatz genannt):

LEMMA 1.2. — Sein > 1 eine natirliche Zahl. Dann gilt
2 2 2 o_mt n’ m
1“+2°+---+(n—-1) +n:§+?+g. (1.2)

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion. Fiir n = 1 ist die linke Seite
von Gleichung (1.2) gleich 1 und die rechte Seite gleich % + % + % = 1. Also stimmt Gleichung
(1.2) fiir n = 1. Dieser Beweisschritt wird Induktionsanfang genannt.

Angenommen wir wissen bereits, dass Gleichung (1.2) fiir die natiirliche Zahl n gilt. Wir
wollen nun zeigen, dass daraus folgt, dass Gleichung (1.2) auch fiir n + 1 gilt. Die linke Seite
von Gleichung (1.2) ist, fiir (n + 1) anstelle von n, gegeben durch

3 2 n®  3n? 13n

124924 ... 2 D2 n_n 12 =2 2% 2"
+2° 4+ 0"+ (n+ 1) 3+2—|—6+(n—|—) Tt T

wobei wir Gleichung (1.2) fiir die Zahl n verwendet haben. Die rechte Seite von Gleichung (1.2)

ist, fiir (n + 1) anstelle von n, gegeben durch

1)3 1)2 1 34302 +3n+1 21om+1 1

(n+)+(n+)+n+ _n"+3n7+3n+ +n—|—n—|— +n—|—

3 2 6 3 2 6
nd  3n? 13n

= 4 4
372 T "

Damit ist gezeigt, dass die linke und die rechte Seite von Gleichung (1.2) auch fiir n + 1

iibereinstimmen. Dieser Bewetsschritt wird Induktionsschritt genannt.
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o]

Figur 1.1: Anndherung von P mit n = 6 Rechtecken.

Es folgt, dass Gleichung (1.2) wegen dem Induktionsanfang fiir n = 1 stimmt und daher
auch fiir n = 2 wegen dem Induktionsschritt und weiter fiir n = 3 wieder wegen dem Induk-
tionsschritt. Fahrt man so weiter, erhélt man (1.2) fiir jede natiirliche Zahl. Wir sagen, dass
Gleichung (1.2) mattels vollstandiger Induktion fir alle natiirlichen Zahlen n > 1 folgt. Des

Weiteren deuten wir das Ende des Beweises mit einem kleinen Quadrat an. O

Beweis von Proposition 1.1. Wir nehmen an, dass es einen Begriff des Flacheninhalts mit
den Eigenschaften in der Proposition gibt und dieser fiir P definiert ist. Angenommen [ ist
der Fliacheninhalt von P. Wir iiberdecken P fiir eine gegebene natiirliche Zahl n > 1 mit
Rechtecken wie in Figur 1.1 links.

Wir erhalten aus den angenommenen Eigenschaften des Flacheninhalts und Lemma 1.2,
dass folgende Ungleichung gilt.

11 122 1 n? 1
[<-— - = = — (124 22+ 4 n?)

nn?2 nn nn2  n3
1 n3+n2+n S SO S S
“n3\3 2 6/ 3 2n 6n2” 3 n
Die Geradenstiicke bei denen sich die Rechtecke beriihren haben Fldcheninhalt 0, und wir
diirfen sie ignorieren. Verwenden wir hingegen Rechtecke wie in Figur 1.1 rechts erhalten wir

ebenso
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Zusammenfassend gilt also

——<I-Z<

W =
S|

S|

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1. Die einzige Zahl, die kleiner als % und grosser als —% ist

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1, ist die 0. Daher gilt [ = % und die Proposition folgt. 0l

Wir haben in obigem Beweis die folgende Tatsache benétigt:

1

n

SaTz 1.3. — Wenn x € R die Ungleichung —

erfillt, dann ist x = 0.

< zx < % fiir alle natirlichen Zahlen n

Das ist anschaulich klar. Einen formellen Beweis des Archimedischen Prinzips kénnen wir
an dieser Stelle jedoch nicht aufstellen, dazu fehlt uns eine strenge Definition der reellen Zahlen.
Wie schon erwiihnt, haben wir die Frage, ob es einen Flicheninhalt fiir Bereiche im R? gibt,
nicht beantwortet. Wir haben auch nicht genau beschrieben, was denn eigentlich Bereiche im
R? sind; wir sind aber implizit davon ausgegangen, dass Bereiche jene Teilmengen des R? sind,
denen wir einen Flécheninhalt zuordnen kénnen. Diese grundlegenden Fragen werden mit den
Begriffen des Riemann-Integrals und der Jordan-messbaren Mengen beantwortet.

Historisch Interessierten empfehlen wir auch den Podcast der BBC iiber Archimedes, wobei
man bei der zwanzigsten Minute einsteigen kann, wenn man wenig Zeit hat. Die Idee des

Beweises wird im folgenden Applet illustriert.

Applet 1.4 (Abschétzung eines Fliacheninhaltes). Wir verwenden jeweils bis zu 1000 Recht-
ecke um den Flicheninhalt von unten und von oben abzuschditzen. Im Beweis unten werden wir
aber unbegrenzt viele Rechtecke verwenden und kénnen damit den Flicheninhalt ohne jegliche

Unschirfe genau bestimmen.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 4


http://www.bbc.co.uk/programmes/b00773bv
https://ggbm.at/Qnwp27vf
mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 1.2 Gutgemeinte Tipps zum Studium

1.2 Gutgemeinte Tipps zum Studium
,Aller Anfang ist schwer.“

Wie schon erwiahnt, werden Sie einen grossen Unterschied zwischen der Schulmathematik und
der Mathematik an Universitaten bemerken. Letztere verwendet auch ihre eigene Sprache, die
Sie erst erlernen miissen. Je schneller Sie diese Aufgabe auf sich nehmen, desto mehr werden

Sie von den Vorlesungen mitnehmen. Dies bringt uns gleich zum néchsten Tipp.

,Fs gibt keinen Koénigsweg zur Mathematik
(iiberliefertes Zitat von Euklid zu dem dgyptischen Konig Ptoleméus I)

Man kann Mathematik nicht durch Zusehen erlernen; genauso wenig wie Sie Tennis oder
Skifahren erlernen kénnen, in dem Sie sich alle verfiigbaren Turniere oder Weltmeisterschaften
im Fernsehen anschauen. Vielmehr sollten Sie Mathematik wie eine Sprache erlernen und eine
Sprache bringt man sich bei, in dem man sie beniitzt. Besprechen Sie mit Kollegen die Themen
der Vorlesungen. Erklaren Sie sich gegenseitig die Beweise aus der Vorlesung oder die Losung
der Ubungsbeispiele. Vor allem aber sollten Sie so viele Ubungen wie nur méoglich 16sen; nur
so konnen Sie sich sicher sein, dass Sie die Themen gemeistert haben.

Es ist in Ordnung wenn Sie in kleinen Gruppen an den Ubungen arbeiten. Dies hat sogar
den Vorteil, dass durch die Diskussionen in der Gruppe die Objekte der Vorlesungen lebendiger
werden. Sie sollten jedoch sicherstellen, dass Sie die Losungen komplett verstehen, erklaren

kénnen, und &hnliche Probleme anschliessend selbststéndig 16sen konnen.

“Wer fragt, ist ein Narr fir eine Minute.
Wer nicht fragt, ist ein Narr sein Leben lang.”

(Konfuzius)

Stellen Sie so viele Fragen wie nur moglich und stellen Sie sie dann, wenn sie auftauchen.
Wabhrscheinlich haben viele Threr Kollegen die gleiche Frage, oder haben das Problem noch
gar nicht bemerkt. Dem Dozierenden oder dem Hilfsassistenten wird so ermdglicht, gleichzeitig
bei vielen ein Problem zu beheben und Probleme bei den Studierenden zu erkennen, wo sie
oder er dachte, dass keine vorhanden seien. Des Weiteren will das gute Formulieren von Fragen
geiibt sein; das erste Studienjahr ist der ideale Zeitpunkt dies zu tun.

Zuletzt mochten wir erwéhnen, dass zahlreiche Foren und Blogs sehr hilfreiche Ratschlége
liefern, wie man richtig ins Studium einzusteigen hat und wie man Mathematik zu lernen
hat. Ein Beispiel eines Blogs mit guten Tipps ist der Blog von Terence Tao. (Terence Tao ist
Fields-Medaillentriager und einer der bedeutendsten lebenden Mathematiker.) Eine Frage, die
Terry Tao behandelt, ist

,Does one have to be a genius to do maths?“

Genauso wie in anderen Gebieten (zum Beispiel im Sport — siehe zum Beispiel das Buch ,,Was
heisst schon Talent?* von M. Syed) ist die klare Antwort Nein. Im Zuge seiner Erklarung
verweist Terry Tao auch auf diesen Artikel. Die Lektiire dieses Artikels méchten wir Thnen

sehr empfehlen — zumindest bis zum ersten Erscheinen des Wortes ,,muscle®.
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Logik und Mengenlehre

2.1 Konventionen

Logik und Mengenlehre bilden das Fundament aller Mathematik. Wir werden im Anschnitt
2.2 iiber Logik sprechen, und im Abschnitt 2.3 iiber Mengenlehre. Dabei setzen wir gewisse
Begriffe als selbstversténdlich voraus. Zum Beispiel werden wir nicht versuchen zu erklaren was
eine , mathematische Aussage® iiberhaupt ist. Genausowenig werden wir versuchen zu erklaren
was es bedeutet dass eine Aussage ,,wahr* oder ,falsch” ist. Wir vom allgemeinen Verstdndnis

aus, dass zum Beispiel
Es existiert eine natiirliche Zahl n so dass n® +2 = (n — 2)3 gilt.

eine Aussage ist, die wahr oder falsch sein kann, aber nicht beides. Wir werden nicht erklédren
was es fur eine natiirliche Zahl bedeutet ,,zu existieren, und auch nicht was die Symbole

1,2,3,4,+, —, = bedeuten, sondern gehen ebenfalls davon aus dass die natiirlichen Zahlen
N=1{0,1,2,3,4,5,6,...},

sowie die grundlegenden Rechenoperationen die man damit ausfithren kann, bekannt sind. Wir
zahlen die 0 zu den natiirlichen Zahlen. Das ist eine Konvention — man findet in der Literatur
auch oft die Konvention dass das Symbol N fiir die Menge {1,2,3,...} steht, und dass die 0

nicht als natiirliche Zahl bezeichnet wird. Wir schreiben
Z=A...,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...}

fiir die Menge der ganzen Zahlen.




Kapitel 2.2 Logische Begriffe

2.2 Logische Begriffe

Logischen Begriffe und die dazugehorende Theorie der Logik haben sich seit der Antike stark
gedndert, doch seit der Begriffsschrift von Frege (1848-1925) im Jahre 1879 nicht mehr so stark.
Da ein Versténdnis dieser ,logischen Sprache* fiir die Mathematik notwendig ist, besprechen
wir diese hier. Fiir historisch Interessierte verweisen wir auf den Podcast der BBC.
Mathematische Aussagen sind, wenn ein klar definierter Rahmen gegeben ist und der Wert
fiir etwaige Variablen bekannt ist, entweder wahr oder falsch. Diese strenge Sichtweise ist
notwendig, damit wir von Bekanntem ausgehend wahre Aussagen (Sétze, Lemmata und Pro-
positionen zum Beispiel) folgern kénnen, auf die wiederum Verlass ist, das heisst, ohne dass

man Spezialfille ausschliessen muss.

2.2.1 Aussagenlogik und die Boolesche Algebra

Da eine mathematische Aussage nur zwei ,,Werte’ annehmen kann, wahr (w) und falsch (f),
kénnen wir gewissermassen , Rechenoperationen® fiir solche Aussagen definieren. Dies wur-
de erstmals von George Boole im Jahre 1847 formal ausgefiihrt (siehe [Bool847]) und stellt
sowohl fiir die Grundlagen der Mathematik als auch fir die Informatik und Elektrotechnik
einen historisch bedeutsamen Schritt dar. Im Folgenden werden mathematische Aussagen mit
Grossbuchstaben A, B, ... dargestellt.

2.1. — Die einfachste Operation ist die Negation einer Aussage: Sei A eine Aussage.
Die Negation von A ist die Aussage ,, A gilt nicht*, die wir kurz mit ,,Nicht A* bezeichnen und
als ,,mA“ schreiben. Die Aussage ,,—A“ hat den Wert f, falls A den Wert w hat und den Wert
w, falls A den Wert f hat. Wir stellen dies in einer Wahrheitstabelle wie folgt dar:

A|-A
w | f
fl w
Wir verwenden das Symbol ,,=" fiir die Gleichheit und kénnen es gebrauchen, um Aussagen

wie ,, & = y* zu bilden. Des Weiteren schreiben wir ,x # y* fiir die Negation ,—(z = y)* der
Gleichheit.

2.2. — Seien A und B Aussagen. Die Und-Operation angewandt auf A und B ist die
Aussage ,,sowohl A als auch B gelten“, kurz ,,A und B“ und symbolisch geschrieben ,A A B“.
Die Oder-Operation angewandt auf die beiden Aussagen A, B ergibt die Aussage ,, A gilt
oder B gilt*, kurz ,,A oder B* und symbolisch geschrieben ,, AV B*“. Man sollte bemerken, dass
das ,,Oder” in der Logik als Teilgebiet der Mathematik das einschliessende ,,Oder* ist, welches
auch zutrifft, falls beide Aussagen zutreffen. Dies unterscheidet sich teilweise vom umgangs-
sprachlichen Gebrauch des Wortes ,,oder, das oft auch exklusiv gemeint ist als ,,entweder ...

oder“. Die Aussage ,,entweder A oder B* kann iiber die drei Grundoperationen Negation, Und
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und Oder definiert werden, siche Ubung 2.5. Die zugehorige Wahrheitstabelle ist

A|B|AANB|AVB
w | w w w
w | f f w
flw f w
FyVryr f

Die Algebraisierung der Logik hat den Vorteil, dass wir mittels Klammern eindeutig dar-
stellen kénnen, wie Verkniipfungen von logischen Aussagen zu verstehen sind. In der Umgangs-

sprache gibt es keine Klammern und Aussagen der Form

,Sokrates hat einen Hund und
ein Hund ist das beste Haustier oder

eine Katze ist das beste Haustier.'

sind zweideutig.

2.3. — Wir kénnen Verkniipfungen, wenn noétig mit Klammern, verwenden, um neue logi-
sche Operationen zu definieren. Beispielsweise ist die logische Implikation ;A =— B“ als
die Aussage ,,(—A) vV B* definiert. ,A = B* wird als ,A impliziert B* ausgesprochen und
auch in diesem Sinne verwendet. Denn falls A wahr ist und ,A =— B“ wahr ist, dann muss
auch B wahr sein. Jegliche Kausalitdt oder auch der konkrete Zusammenhang zwischen den
beiden Aussagen wird ignoriert. Die Aussage ,A = B‘ ist immer richtig, falls die Aussage

A falsch ist. Zum Beispiel die Aussage
,(0=1) = (die Welt ist eckig)“

wahr. Die logische Aquivalenz der Aussagen A und B wird als ,A <= B“ geschrieben,
als ,A genau dann wenn B* oder als , A ist dquivalent zu B* ausgesprochen, und durch die
Aussage ,(A = B) A\ (B = A)" definiert.

Wir werden anstelle der Symbole ,,—, A,V, =, <= “ meist die Worte ,,nicht, und, oder,
impliziert, ist dquivalent zu“ verwenden, wobei ,,oder immer einschliessend zu verstehen ist.
Da wir keine Prioritétsregel (wie die bekannte Punkt- vor Strichrechnung) festgelegt haben,
miissen wir stets Klammern verwenden um Zweideutigkeiten zu vermeiden. Eine allgemein
iibliche Prioritatsregel die wir im Gegensatz dazu verwenden ist, dass die Operation — immer

Vorrang hat. Wir erlauben uns also zum Beispiel ,,(—=A) vV B¢ auch als ,,—m AV B* zu schreiben.

2.4. — Die Aussage ,,AV (- A)* ist eine sogenannte Tautologie, denn sie trifft unabhéngig
vom Wahrheitswert von A stets zu. In der Tat, wenn A wahr ist, dann ist ,,AV (—A)“ wahr, und
wenn A falsch ist, dann ist ,,—A“ wahr und also ,,A V (- A)“ auch wahr. Seien A, B Aussagen.

Eine niitzliche Tautologie ist die Aussage

+(A = B) < (B = —-A)" (2.1)
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Um zu iiberpriifen, dass es sich bei (2.1) tatséchlich um eine Tautologie handelt, verwenden
wir zuerst die Definition der logischen Implikation und sehen, dass die linke Seite ,—m AV B* ist.
Die rechte Seite wiederum ist ,—(—=B) V —A“, was zu ,B V = A* und damit auch zu ,—A Vv B“
aquivalent ist. Die Tautologie (2.1) wird oft in Beweisen verwendet: Angenommen wir wollen
zeigen, dass die Aussage A die Aussage B impliziert. Dann ist es manchmal einfacher und
wegen (2.1) stets ausreichend zu zeigen, dass falls B nicht zutrifft auch A nicht zutrifft. Dies

wird Kontraposition genannt.

UBUNG 2.5. — Seien A und B Aussagen.

1. Bestimmen Sie die Wahrheitstabellen zu ,A — B*“, zu,—-A — -B“ und zu
,2A <= B“ Finden Sie Beispiele mathematischer und nicht-mathematischer Art, die
den Unterschied zwischen ,A — B“ und ,,mA — —B* illustrieren.

2. Definieren Sie die logische Operation des auschliessenden Oder ,A XOR B*“ mittels
der obigen Operationen. Die Aussage ,,A XOR B* soll zutreffen, wenn A oder B zutrifft,

aber nicht beide zutreffen.

3. Uberpriifen Sie, dass die Aussagen ,A <= (—=(=A4))* und ,,(AAB) <= (=(=AV-B))"

Tautologien sind.

UBUNG 2.6 (Ritter und Knappen - aus [Smu1978]). — Auf der Insel der Ritter und Knappen
ist jeder Einwohner entweder ein Ritter oder ein Knappe. Jeder Einwohner kennt seinen Status,
und den Status von allen anderen Einwohnern. Es ist wichtig zu wissen, dass Ritter immer die
Wahrheit sagen, und dass Knappen immer liigen. Sie werden auf Einwohner der Insel treffen

und Thre Aufgabe ist bei jedem zu entscheiden, ob er ein Ritter oder ein Knappe ist.

1. Sie treffen Johannes und Willhelm auf der Insel. Johannes sagt ,, Willhelm und ich sind
Ritter.“ Willhelm sagt ,,Das ist eine Liige, Johannes ist ein Knappe!“ Was sind sie?

2. Sie treffen Gildas, Ergard und Telones auf der Insel. Gildas sagt ,,Seien Sie vorsichtig,
wir sind nicht alle drei Ritter.“ Ergard sagt: ,,Wir sind auch nicht alle drei Knappen.

Telones sagt ,,Horen Sie nicht auf sie, ich bin der einzige Ritter.” Was sind sie?

3. Sie treffen Heinrich und Arthur auf der Insel. Heinrich murmelt irgend etwas Unver-
standliches. Arthur sagt ,,Er sagte, er sei ein Knappe. Das ist er sicher - vertrauen Sie

ithm nicht!* Was sind sie?

2.2.2 Pradikatenlogik

Die logischen Begriffe, die wir oben vorgestellt haben, sind zwar grundlegend fiir alles weite-
re, aber nicht geniigend komplex um interessante Aussagen zu bilden. Oft werden Aussagen

formuliert, die fiir Elemente einer bestimmten Menge X wahr oder falsch sein kénnen. Zum

2

Beispiel kénnte x fiir eine natiirliche Zahl stehen. Dann ist ,x = x““ eine Aussage iiber x,

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 9


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 2.2 Logische Begriffe

die wahr oder falsch sein kann. Fiir derartige Aussagen ,,A(x)“ tiber Elemente x einer Menge
X gibt es nun zwei weitere fundamentale Operationen, sogenannte Quantoren, um weitere

Aussagen zu bilden.

2.7. — Der Allquantor, geschrieben V, wird verwendet um eine Aussage iiber alle Elemente
von X zu treffen. Genauer steht die Aussage Vo € X : A(x)* fir die Aussage ,Fiir alle x
in X gilt die Aussage A(x)*. Diese Aussage kann wahr oder falsch sein. Zum Beispiel ist die
Aussage

VneN:n=n?«

falsch, aber die Aussage

2

sneN:(n=n" = n=0Vvn=1)"

ist richtig, da wir N als die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen {0, 1,2, 3, ...} definieren.
Ist X die Menge, die keine Elemente enthélt - die sogenannte ,leere Menge*, dann ist ,Va €

X : A(x)* immer wahr, unabhéngig davon, welche Aussage A(z) ist.

2.8. — Der Existenzquantor, geschrieben 3, wird verwendet um auszudriicken, dass es
ein z € X mit einer gewissen Eigenschaft gibt. Genauer steht ,3x € X : A(z)“ fiir ,,Es gibt
ein ¢ € X, fiir das die Aussage A(x) gilt“. Zum Beispiel ist die Aussage

L,dneN:n=n?«

richtig, da n = 1 eine natiirliche Zahl ist, die 1% = 1 erfiillt. Weiters ist auch die Aussage

2

,dn e N:(n=n" = n=1)"

richtig, was man dhnlich wie zuvor sieht oder alternativ wie folgt: n = 5 erfiillt dass 5 # 25 =
52, womit die Implikation ,5 = 52 = 5 = 1“ wahr ist.

2.9. — Ein dritter Quantor, der haufig verwendet wird, ist der Quantor der eindeutigen
Existenz, geschrieben 3! . Dieser lésst sich mit Hilfe der beiden Quantoren V und 3 wie folgt
definieren: Die Aussage ,,3lx € X : A(z)“ wird durch

s(Fr e X A(x)) AN (Ve,ye X : (A(z) NA(y) = xz=1y))"

definiert. Sie bedeutet, dass es ein x in X gibt, das die Aussage A(x) erfiillt und dass dieses x
durch die Aussage eindeutig bestimmt ist. Es gibt also kein weiteres Element y € X, welches
nicht gleich z ist und A(y) erfiillt.

UBUNG 2.10. — Beschreiben Sie ein moglichst interessantes Beispiel fiir eine Aussage iiber

Elemente einer Menge, die von genau einem Element erfiillt wird.
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2.11. — Sei X eine Menge und A(x) eine Aussage iiber Elemente von X. Nach dem Satz
,Es gibt ein eindeutig bestimmtes xo in X, das A(xg) erfiillt.“ wird oft dieses xo in weiteren
Argumenten verwendet. Da x( eindeutig festgelegt ist, ist dies akzeptabel. Manchmal wird
aber auch nach dem Satz ,,Es gibt ein z in X, das A(x) erfiillt.“ so ein x in der Argumentation
bendtigt. Hier sollte man erwéhnen, dass so ein x gewéhlt wird. Des Weiteren sollte man,
wenn notig, sicher stellen, dass das darauf Folgende nicht, oder nur auf unwesentliche Weise,

von der Wahl von x abhangt.

2.12. — Kombinieren wir die Quantoren V und 3 so treten sehr schnell fiir den allgemei-
nen Sprachgebrauch vielleicht subtile aber fiir die Logik und die Mathematik fundamentale
Eigenheiten der Quantoren zu Tage: Seien X, Y Mengen und fiir jedes x € X und y € Y sei

A(z,y) eine Aussage. Dann haben die Aussagen
wreX JyeVY : Az, y)“ und yJyeY Ve e X : A(x,y)*

sehr verschiedene Bedeutungen. Gegeben eine Aussage ,,A(z,y)" iiber zwei Elemente einer
Menge X werden wir, anstelle von der Aussage Vo € X Vy € X : A(z,y)“ auch ,Vz,y € X :
A(z,y)* und anstelle von 3z € X Jy € X : A(z,y)"“ auch ,Jz,y € X : A(x,y)* schreiben.

Das das sinnvoll ist priifen wir in Ubung 2.15 nach.

BEISPIEL 2.13. — Angenommen X stehe fiir die Menge der Studienanféinger an der ETH,
und Y fiir die Menge der Vorlesungen fiir Studienanfinger. Zu z € X und y € Y sei A(z,y) die
Aussage ,,Student = besucht die Vorlesung y*. Dann ist ,, Vo € X Jy € Y : A(x, y)* hoffentlich
wahr - jeder Student besucht zumindest eine Vorlesung. Die Aussage ,, dy € Y Vx € X
A(z,y)" ist jedoch falsch, denn es gibt keine Vorlesung die von allen Studienanfiangern besucht

wird.

BEISPIEL 2.14. — Sei Y = X eine beliebige Menge. Die Aussage ,, Ve € X Jy €Y : x = ¢/
ist dann sicher richtig, da wir fiir jedes x € X einfach y = x wéhlen kénnen. Die Aussage

, Jy € X Vo € X : x = ¢ hingegen ist nur fiir sehr spezielle Mengen richtig, welche?

UBUNG 2.15. — Seien X,Y zwei Mengen und fiir jedes z € X und y € Y sei ,,A(x,y)" eine
Aussage. Uberzeugen Sie sich oder noch besser eine Mitstudentin /einen Mitstudenten davon,

dass

(Ve XVyeY:A(z,y))
S(FreX yeY:Alx,y))

MyeY VeeX: A(x,y))"

<~
— (JyeY JreX:A(z,y))

wahre Aussagen sind.

2.16. — Als letztes besprechen wir noch die Negation von Quantoren. Die Negation des
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Allquantors ist ein Existenzquantor und die Negation des Existenzquantors ein Allquantor.
Genauer ausgedriickt gelten fiir eine beliebige Aussage ,,A(x)¢ iiber Elemente einer Menge X

die folgenden Aussagen:

(Ve e X A(z)) <= dreX:-A(x)
,(Fr e X A(z)) <= VeeX:-A(x)

Beispielsweise ist die Negation von ,,Alle Politiker liigen manchmal* die Aussage ,,Es gibt einen

Politiker, der niemals liigt®.

UBUNG 2.17. — Sei X eine Teilmenge der reellen Zahlen R. Bilden Sie die Negation folgen-

der Aussagen und versuchen Sie die Negation so weit wie moglich nach ,,;rechts” zu verschieben:
. Vye RVe>03x € X : |z —y| <&
2. VyeX >0VeeX:|z—yl<e = xz=y"
3. Ve>0Vexe X yeX: (y#z)N |z —y| <&

Hier ist ,Ve > 0 : A(e)* eine gebrduchliche Kurzform fiir ,¥e € R: e > 0 = A(e)“ oder
anders ausgedriickt fiir ,Ve € {x € R| « > 0} : A(e)*. Die Aussage ,,3¢ > 0 : A(e)“ steht fiir
,Jde € R:e > 0A A(e)“ oder dquivalenterweise fiir ,3e € {x € R| = > 0} : A(e)“. Sie kénnen
fiir die Negation von |z — y| < & auch einfach ,—(|x — y| < ) schreiben, doch ist dies auf

Grund iiblicher Definitionen und Eigenschaften von R dquivalent zu |z — y| > &*.

UBUNG 2.18. — Zum Spass: Betrachten Sie den Satz ,, Everybody Loves My Baby, but My
Baby Don’t Love Nobody but Me* (Jazz Standard von Spencer Williams und Jack Palmer,
haupséchlich bekannt durch die Interpretation von Louis Armstrong, 1924) vom streng logi-

schen Standpunkt. Handelt er von einem Liebespaar?
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2.3 Mengenlehre und Abbildungen

2.3.1 Naive Mengenlehre

Wir fiihren in diesem Abschnitt die Grundbegriffe der naiven Mengenlehre ein. Georg Cantor,

den man als Begriinder der Mengenlehre ansehen kann, beschrieb 1895 Mengen wie folgt:

Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre.

Von

Grore Cantor in Halle a./S.
(Erster Artikel.)

»Hypotheses non fingo.*

»Negue enim leges iptellsctui aut rebus damus
ad arbitriom nostrum, sed tanquam seribae fideles
ab ipsiues naturae voce latas et prolatas excipimus
et describimus.”

pVeniet tempus, quo iste quae nune latent, in
lucem dies extrahat et longioris mevi diligentis.”

§ 1.
Der Michtigkeitsbegriff oder die Cardinalzahl,

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente’ von M genannt werden) zu
einem Ganzen. )

In Zeichen drilcken wir dies so aus:

(1) M= {m}.

Die Vereinigung mehrerer Mengen M, N, P, ..., die keine gemein-
samen Elemente haben, zu einer einzigen bezeichnen wir mit

@) (M,N,P,...).

Die Elemente dieser Menge sind also die Elemente von M, von N,
von P ete. zusammengenommen.

/Theil' oder ,Theilmenge‘ einer Menge M nennen wir jede andere
Menge M,, deren Elemente zugleich Elemente von M sind.

Ist M, ein Theil von M,, M, ein Theil von M, so ist auch M,
ein Theil von M.

Jeder Menge M kommt eine bestimmte ,Machtigkeit’ zn, welche
wir auch ibre ,Cardinalzahl‘ nennen.

,Miichtigkeit* oder ,Cardinaleahl’ von M nennen wir den Allgemein-
begriff, weleher mit Hiilfe unseres activen Denkvermigens dadurch aus
der Menge M hervorgeht, dass von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen
Elemente m und von der Ordnumg ihres Gegebenseins abstrahirt wird.

Mathematische Annalen, XLVI, 31

Figur 2.1: Erste Seite von Cantor’s Arbeit [Canl1895].

Der Grund, warum die naive Mengenlehre naiv genannt wird, ist, dass sie Anfang des zwan-
zigsten Jahrhunderts durch die aziomatische Mengenlehre, etwa die ZFC-Mengenlehre ersetzt
wurde. Hier steht ZF fiir Zermelo-Fraenkel und C fiir ,,Axiom of Choice”. Eine Weiterent-

wicklung davon ist die NBG-Megenlehre — NBG fiir von Neumann, Bernays und Gédel. Wir
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bedienen uns der naiven Mengenlehre, da wir die Zeit nicht aufbringen kénnen, die axioma-
tische Mengenlehre ausreichend zu besprechen und da wir auf jeden Fall nur , verniinftige
Mengenkonstruktionen verwenden werden. Dies ist vom streng logischen Standpunkt sinnlos,
ist aber ein notwendiger Kompromiss. Wir werden also weder definieren was eine Menge ist,
noch was wir unter Elementen verstehen, oder unter einer Zusammenfassung. Die zentralen
Annahmen der naiven Mengenlehre sind die folgenden Postulate (1), (2) und (4). Das Po-
stulat (3) das wir hier zusatzlich aufstellen gehort iblicherweise nicht dazu, sondern ist eine

Konsequenz des sogenannten Regularititsaxioms in der Zermelo-Frenkel Mengenlehre.
(1) Eine Menge besteht aus beliebigen unterscheidbaren Elementen.

(2) Eine Menge ist unverwechselbar durch ihre Elemente bestimmt.

(3) Eine Menge ist nicht Element ihrer selbst.

(4) Jede Aussage A iiber Elemente einer Menge X definiert die Menge der Elemente in X fir
die die Aussage A wahr ist, notiert {z € X | A gilt fiir x}.

2.19. — Wir schreiben ,,x € X“, falls z ein Element der Menge X ist. Je nach Zusam-
menhang nennen wir die Elemente mitunter auch Punkte, Zahlen oder Vektoren. Falls x kein
Element der Menge X ist, also =(z € X), so schreiben wir auch ¢ X. Manchmal beschreiben
wir eine Menge durch eine konkrete Auflistung ihrer Elemente, also etwa X = {x1,z9,...,2,}.

Oft benutzen wir auch die Form im Postulat (4), etwa
{neZ|ImeZ:n=2m}

um die Menge der geraden Zahlen zu beschreiben. Die leere Menge, geschrieben als & oder
auch {}, ist die Menge, die keine Elemente enthilt. Elemente von Mengen kénnen auch selbst
wiederum Mengen sein. Mengen von Mengen werden aus rein sprachlichen Griinden gele-
gentlich auch Familien von Mengen genannt. Seltener braucht man auch die Bezeichnung

Kollektion oder Ansammlung.

DEFINITION 2.20. — Seien P und @) Mengen. Wir sagen, dass P Teilmenge von @ ist,
und schreiben P C @, falls fiir alle x € P auch z € @ gilt. Wir sagen, dass P eine echte
Teilmenge von @ ist und schreiben P C @, falls P eine Teilmenge von @, aber nicht gleich
Q ist. Wir schreiben P ¢ @, falls P keine Teilmenge von (@ ist.

2.21. — Aquivalente Formulierungen fiir ,,P ist eine Teilmenge von Q* sind ,,P ist in Q
enthalten” und ,,() ist eine Obermenge von P‘, was wir auch als ,,QQ D P* schreiben. Die
Bedeutung der Aussage ,,@ ist eine echte Obermenge von P“, geschrieben ) 2 P, ergibt sich
nun implizit. Wegen der zweiten Annahme der naiven Mengenlehre sind zwei Mengen P und
genau dann gleich, wenn sowohl P C @ als auch @ C P gilt. Insbesondere konnte {x,y} = {z}
gelten, falls x = y = z ist. Es gibt fiir Elemente einer Menge keine ,,Vielfachheiten“. Im

Folgenden fiihren wir geldufige Konstruktionen von Mengen aus gegebenen Mengen ein.
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UBUNG 2.22. — Seien P und @ Mengen. Formulieren Sie die Aussagen ,,P ist eine echte

Teilmenge von Q¢ und ,, P ist keine Teilmenge von * in Pradikatenlogik.

DEFINITION 2.23. — Seien P und ) Mengen. Der Durchschnitt PN, die Vereinigung
PUQ, das relative Komplement P\ ) und die symmetrische Differenz PAQ sind durch

PNnQ={z|zePNhzecQ}
PUQ={z|zePVvze@}
P\Q={z[zePrzdQ}
PrQ=(PUQ)\ (PNQ)={z| z€ PXOR z € Q}

definiert. Dies ist alles in den Bildern 2.2 veranschaulicht. Skizzen dieser Art nennen sich

Venndiagramme.
? ?
?
? ?
Pul PaQ
Q Q ¢
Figur 2.2: Mengenoperationen

2.24. — Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass alle betrachteten Mengen Teilmengen

einer gegebenen Grundmenge X sind, dann ist das Komplement P¢ von P definiert durch

Pe=X\P.
C

Figur 2.3: Das Komplement P° = X \ P von P in X.

UBUNG 2.25. — Seien A, B, C Aussagen. Zeigen Sie die folgenden Distributivgesetze:

(AVB)AC = (ANC)V (BAC)
(AAB)VC = (AVC)A(BVC)
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Seien P, Q, R Mengen. Zeigen Sie die folgenden Distributivgesetze:

(PUQ)NR=(PNR)U(QNR)
(PNQ)UR=(PUR)N(QUR)

Koénnen Sie auch Kommutativ- und Assoziativgesetze formulieren?

DEFINITION 2.26. — Sei A eine Familie von Mengen, also eine Menge deren Elemente
selbst Mengen sind. Dann definieren wir die Vereinigung respektive den Durchschnitt der

Mengen in A als

UJA={z134cA:zc A}, (1A={z|VAc A:zc A}
AeA AeA

Falls A = {A1, Ag,. ..}, dann schreiben wir auch
UAn:{a:\EInEN:xGAn}, ﬂAn:{x|Vn€N:x€An}
n=1 n=1

flir die Vereinigung, und den Durchschnitt der Mengen in A.

UBUNG 2.27. — Seien P, (Q Teilmengen einer Menge X . Zeigen Sie den folgenden Spezialfall

der De Morgan’schen Gesetze:
(PUQ)=P°NQ°, (PNQ)=PUQ".

Ilustrieren Sie Ihr Vorgehen mit einem Venn-Diagramm. Allgemeiner, sei A eine Kollektion

von Teilmengen einer Menge X . Zeigen Sie die allgemeine Form der De Morgan’schen Gesetze:

(U2 =0+ () -y

AeA AeA AeA AeA

UBUNG 2.28. — Lesen Sie den Abschnitt 1.1 falls Sie das noch nicht getan haben. Was ist
die Menge

(e}

1 1
ﬂ{xER‘ —gxg},
n n

n=1

wobei n wie in Definition 2.26 iiber alle natiirlichen Zahlen lduft, und wie nennen wir dies?

DEFINITION 2.29. — Zwei Mengen A, B heissen disjunkt, falls AN B = @ gilt. Fiir eine
Kollektion A von Mengen, sagen wir, dass die Mengen in A paarweise disjunkt sind, falls
fiir alle A1, Ay € A mit Ay # Ay gilt A1 N Ay = O.

DEFINITION 2.30. — Sei X eine Menge. Die Potenzmenge P(X) von X ist die Menge
aller Teilmengen von X, das heisst P(X) = {Q | @ ist eine Menge und @ C X}.
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UBUNG 2.31. — Bestimmen Sie P(@) und P(P(2)).

2.32. — Wir wenden uns nun ein paar oft benutzten Konventionen zu, die das Auflisten
von Elementen oder Objekten betrifft. Wenn wir schreiben ,,Seien 1, z2, 3 Elemente von X“,
dann heisst das

(xlEX)A(.fL'QGX)/\(JZJ,EX)

und hat nichts mit den Zahlen 1,2,3 zu tun. Je zwei der Elemente x1,z9,r3 kdnnen gleich
oder voneinander verschieden sein. Wir haben die Zahlen 1, 2, 3 dazu benutzt, Elemente von X
aufzulisten. Anstatt z1, z2, 3 hdtten wir genausogut Symbole z,y, z oder x, 2/, 2" hernehmen
kénnen. Die Indexschreibweise hat den Vorteil, dass wir auch viele Elemente x1, xo,. .., T
betrachten kénnen, ohne gleich das ganze Alphabet dafiir zu verschwenden. Eine Liste von
Elementen x1,x2,...,x, aus X nennen wir ein n—tupel. Wir schreiben solche Listen oder
eben n—tupel als

(x1,22,23,...,Tp) oder (zi)ieq

mit runden Klammern. Man darf Listen nicht mit Mengen verwechseln — wie gesagt kdnnen je
zwei Eintrége in so einer Liste gleich oder voneinander verschieden sein. Die Ordnung spielt

eine Rolle: Zwei n-tupel sind gleich,

(xla$25$37 cee 7l‘n) = (3/173/272937 cee 7yn)

falls x1 = y1,22 = y2,..., Ty = yn gilt. Ein 2—tupel nennt man geordnetes Paar, ein 3-
tupel nennt man Tripel, ein 4-tupel Quadrupel. Wir kénnen auch unendlich viele Elemente
von X auflisten. Wenn wir schreiben ,,Seien xg, 1, x2,... Elemente von X*, dann heisst das
Vn € N : z, € X. So eine unendliche Liste schreiben wir als (x,)52, oder als (zy)nen und

nennen sie Folge von Elementen aus X. Zum Beispiel ist
(ﬁn)?:o = (07 17 07 2a O’ 3’ 07 47 Oa 5a Oa 65 07 77 07 87 .- )

eine Folge von natiirlichen Zahlen, mit z,, = 0 falls n gerade ist, und z,, = (n + 1)/2 falls
n ungerade ist. Dass wir die natiirlichen Zahlen zur Indexierung benutzen ist im Grunde
unwesentlich. Sei I eine beliebige Menge. Wenn wir schreiben ,,Seien (x;);c; Elemente von X,
dann heisst das

Viel:xz;eX.

Wir bezeichnen [ in diesem Zusammenhang als Indexmenge. Wir nennen die Auswahl von

Elementen (z;);c; auch ein I—tupel.

DEFINITION 2.33. — Fiir zwei Mengen X und Y ist das kartesische Produkt X x Y die
Menge aller geordneten Paare (z,y) wobei z € X und y € Y. In Symbolen,

XxY={(z,y)|] re Xund y e Y}.
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Allgemeiner, sei I eine Indexmenge, und fiir jedes i € I sei X; eine Menge. Das Produkt der

Familie von Mengen {X; | i € I} definieren wir als
[1%X ={(@ier | Viel: e X}
el

Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 und eine Menge X definieren wir X" als das n-fache kartesische
Produkt von X mit sich selbst. Das heisst, X? = X x X, X% = X x X x X und so weiter.

2.34. — Graphisch, meist schematisch, wird das kartesische Produkt X x Y zweier Mengen
X, Y wie in folgendem Bild dargestellt.

4 b4
y b‘:j) Y (.X,‘j)

X X

X X

Figur 2.4: Zwei Darstellungen von X x Y.

Wenn wir ein Produkt von drei Mengen X, Y und Z betrachten wollen, dann haben wir

im Prinzip drei Mdéglichkeiten:
(XxY)xZ, Xx(YxZ) und XxY xZ

Elemente in der ersten Konstruktion sind geordnete Paare der Form ((z,y),2) mit z € X,
y € Y und z € Z, Elemente in der zweiten Konstruktion sind analog dazu Paare der Form
(z,(y,2)). Elemente der dritten Konstruktion sind Tripel (x,y, z). Wir werden diesen feinen

Unterschied oft ignorieren, und die drei Konstruktionen als gleich ansehen.

BEISPIEL 2.35. — Wir betrachten die Mengen X = {0,1} und Y = {a, b, c}. Dann ist

XxY = {(0,a),(0,b),(0,¢),(1,a),(1,b),(1,¢)} und
X% = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Falls X = {a,b,c,...,z} die Menge der Buchstaben im Alphabet ist, so kann man X™ mit der
Menge aller moglichen (potenziell sinnfreien) Worter der Lange n identifizieren. Die Menge der

deutschen Worter der Lénge n bildet eine echte Teilmenge von X" unter dieser Identifikation.

UBUNG 2.36. — Die Menge der von einer digitalen Uhr angezeigten Uhrzeiten lisst sich als

kartesisches Produkt zweier Mengen auffassen. Wie?
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UBUNG 2.37 (Schnitte von Rechtecken). — Seien X,Y Mengen und A, A" Teilmengen von
X, B, B’ Teilmengen von Y. Zeigen Sie die Formel

(Ax B)N(A' x B))= (AN A') x (BN B).

Uberzeugen Sie sich auch davon, dass es keine dhnliche Formel fiir die Vereinigung gibt. Was

hat das mit Rechtecken zu tun?

2.3.2 Kritik der naiven Mengenlehre

Die naive Mengenlehre fiihrt bald einmal zu unauflésbaren Widerspriichen, wenn man es darauf

anlegt. Ein klassisches Beispiel fiir so einen Widerspruch ist das Russell-Paradox.

BEISPIEL 2.38 (Russell 1903, [Rus1903]). — Sei R die Menge aller Mengen, die sich nicht
selbst enthalten, also
R ={X| X ist eine Menge und X ¢ X}.

Stellt man nun die Frage, ob R selbst zu R gehoren kann, so erhdlt man ,R € R < R ¢ R*.

Dies kann aber nicht gelten und ist also ein Widerspruch innerhalb der naiven Mengenlehre.

Dieses Beispiel ist eine Version des sogenannten Liigner-Paradoxons: ,,Dieser Satz ist falsch.
oder ,Ich liige immer.“ (siehe auch Link). Es entsteht dadurch, dass wir ohne verniinftige
Einschrénkungen das Bilden beliebiger Mengen erlauben.

Wie bereits angemerkt zahlt das Postulat dass eine Menge nicht Element ihrer selbst ist
iiblicherweise nicht zur naiven Mengenlehre. Dieses Postulat 16st das Russel-Paradox keines-
wegs auf. Vielmehr besagt es in unserem Setup dass R einfach die Menge aller Mengen ist, aber
wegen R ¢ R ist R nicht die Menge aller Mengen. Wir sind gezwungen daraus zu schliessen,
dass es so etwas wie eine Menge aller Mengen nicht geben kann. Das ist in der axiomatischen
Mengenlehre tatséchlich so, weil man hier praziser formuliert was fiir Mengen man iiberhaupt

bilden kann.

UBUNG 2.39 (Der Barbier aus Sevilla). — Bart, der Barbier in dem Dorf Sevilla, rasiert alle
Ménner von Sevilla, die sich nicht selbst rasieren. Sonst rasiert Bart aber niemanden. Rasiert
Bart sich selbst?

UBUNG 2.40. — Als Menge der deutschen Worte legen wir alle Worte in der 27. Auflage
des Duden (etwa 150’000 Worter) fest. Wir betrachten die die Teilmenge

X :={n| n € N und man kann n in weniger als zwanzig deutschen Worten beschreiben}

der natiirlichen Zahlen. Diese Menge ist endlich, da die Anzahl deutscher Worte endlich ist.
Was ist die kleinste Zahl & die nicht ein Element von X ist? Die kleinste natiirliche Zahl die
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man nicht in weniger als zwanzig deutschen Worten beschreiben kann. Aber haben wir im

letzten Satz nicht gerade k in weniger als zwanzig Worten beschrieben?

Ein weiteres Problem in der naiven Mengenlehre ist das Formen von geordneten Paaren.
Wir haben zwar umschrieben, aber nicht wirklich definiert, was ein geordnetes Paar ist.
Eine elementare Idee wie man geordnete Paare (z,y) konstruieren konnte wére, (x,y) als die
Menge {z,{y}} oder {z,{x,y}} zu definieren.

UBUNG 2.41. — Zeigen Sie: {z,{y}} = {y,{z}} = z=v.

UBUNG 2.42. — Das Regularitiitsaxiom der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre ist Folgendes.
X440 = (yeX:(ynX=0))

Folgern Sie aus diesem Axiom dass insbesondere X ¢ X gilt. Zeigen Sie dass unter Annahme
des Regularititsaxioms {z,{z,y}} = {a,{a,b}} = ((x =a) A (y = D)) gilt.

2.3.3 Funktionen und Abbildungen

Der Begriff der Funktion ist in der Mathematik unentbehrlich. In Worten ausgedriickt ist eine
Funktion f von einer Menge X nach einer Menge Y eine Zuordnung, die jedem z € X ein
eindeutig bestimmtes y = f(x) € Y zuweist. Wir schreiben f : X — Y fiir eine Funktion von
X nach Y und sprechen manchmal auch von einer Abbildung oder einer Transformation.

Diese Umschreibung ist natiirlich nicht eine strenge mengentheoretische Definition.

DEFINITION 2.43. — Seien X und Y Mengen. Eine Funktion von X nach Y ist eine
Teilmenge F' des kartesischem Produkts X x Y mit der Eigenschaft, dass es fiir jedes x € X
genau ein y € Y mit (z,y) € F gibt:

Vee X3JlyeY : (z,y) € F.

Wir bezeichnen die Menge X als Definitionsbereich und die Menge Y als Wertebereich

oder auch als Zielbereich.

2.44. — Funktionen von X nach Y werden in der Praxis nicht als Teilmengen von X x Y
behandelt, sondern immer als Zuordnungen: Ist /' C X X Y eine Funktion so wie in der
Definition, und ist € X, dann schreiben wir y = f(z) fiir das eindeutige Element y € Y fiir
das (z,y) € F gilt. Wir ordnen also = € X das Element y = f(z) € Y zu, und stellen uns so

Funktionen als Zuordnungen vor. Die Menge F' ist in dieser Schreibweise durch

F=A{(z, f(x)) | v € X}
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gegeben, und wird als Graph von f bezeichnet. Im Zusammenhang einer Funktion f : X — Y
wird ein Element x des Definitionsbereichs auch Argument genannt, und ein von der Funktion
angenommenes Element y = f(z) € Y wird auch Wert der Funktion genannt. Ist f: X — Y

eine Funktion, so schreibt man auch

f:X = Y

z = fla),

wobei f(x) eine konkrete Formel sein konnte. Beispielsweise wire f : R — R, mit = > 22
eine vollstandig definierte Funktion in dieser Notation. Wir sprechen ,,— als ,,wird abgebildet
auf‘ aus. Eine Formel wie zum Beispiel y = 22 ohne Angabe des Definitionsbereichs und des
Wertebereichs ist keine vollstéandige Definition einer Funktion. Zwei Funktionen f; : X1 — Y
und fo : Xo — Y5 gelten als gleich, falls X7 = X5, Y7 = Y5 und fi(x) = fa(x) fir alle z € X,
gilt.

2.45. — Sei X eine Menge und sei A eine Teilmenge von X. Die Funktion 14 : A — X die
durch 14(a) = a fiir alle a € A gegeben ist nennt man Inklusionsabbildung von A nach X.
Die Inklusionsabbildung tx : X — X wird Identitidt von X genannt, und als idx : X — X
geschrieben. Die Funktion 14 : X — {0,1} gegeben durch

0 firegA
La(x) =
1 firzeA

wird die charakteristische Funktion von A genannt. Fiir zwei Mengen X und Y wird die

Menge aller Abbildungen von X nach Y als YX geschrieben, formaler
YX ={f| f: X =Y ist eine Funktion}.

Grund fiir die Notation ist unter anderem die folgende Behauptung, die man mittels Induktion
beweisen kann: Falls X und Y endliche Mengen sind mit m, respektive n Elementen fiir zwei

natiirliche Zahlen m,n € N, so hat Y genau n™ Elemente.

DEFINITION 2.46. — Es seien f : X — Y und ¢ : Y — Z Funktionen. Dann ist die
Verkniipfung von f mit g die Funktion

gof:X%Z

die durch g o f(z) = g(f(x)) fir alle x € X definiert ist.

2.47. — Seien f: W — X, g: X =Y, h:Y — Z Funktionen. Dann kénnen wir sowohl
die Funktion ho (go f): W — Z als auch die Funktion (hog)o f: W — Z betrachten. Die
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Klammern sind jedoch irrelevant, denn es gilt

ho(go f)(w)=h(go f(w)) = h(g(f(w)) =hog(f(w)) = (hog)o f(w)

fiir alle w € W. Wie sagen die Verkniipfung von Funktionen sei assoziativ. Deswegen schrei-
ben wir einfach hogo f: W — Z.

2.48. — Sei f: X — Y eine Funktion, und sei A eine Teilmenge von X. Die Verkniipfung
fota von f mit der Inklusion ¢4 : A = X nennt man Einschrinkung von f auf A. Man

notiert diese Funktion als
f| AA=Y.

Es gilt fla(a) = f(a) fur alle a € A. Dennoch betrachten wir f|4 und f als verschiedene
Funktionen, da ihr Definitionsbereich nicht derselbe ist - ausgenommen natiirlich man hétte

A =X und also 14 = idx.

UBUNG 2.49. — Geben Sie ein Beispiel fiir eine Menge X und Funktionen f : X — X und
g: X — X derart, dass fog # go f gilt.

2.50. — Eine Funktion, fiir die Wertebereich gleich dem Definitionsbereich ist, ldsst sich
auch mit sich selbst verkniipfen. Sei also f : X — X eine Funktion von einer Menge X auf
sich selbst. Wir definieren die Iterationen der Funktion f durch f°! = f, f°2 = fo f,
f°3 = fo fo f, und rekursiv auch

fo(n+1) _ fo fon

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1. Wir sprechen f°" auch als ,,f hoch n“ aus und setzen des
Weiteren f°° =idy.

UBUNG 2.51. — Beschreiben Sie in jeder der folgenden drei Situationen alle Iterationen der

Funktion f: X — X explizit.

1. X ={1,2,3} und f: X — X ist die Funktion definiert durch f(1) =2, f(2) = 3 und
13 =1

2. X =7Z,und f: X — X ist die Funktion definiert durch f(x) = 3x.

3. X =7Z,und f: X — X ist die Funktion definiert durch f(z) = 2.

DEFINITION 2.52. — Sei f : X — Y eine Funktion. Wir nennen f
1. injektiv oder eine Injektion falls f(xz1) = f(z2) = x1 = a2 fiir alle x1, 22 € X gilt.

2. surjektiv oder eine Surjektion falls fiir jedes y € Y ein € X mit f(z) = y existiert.
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3. bijektiv oder eine Bijektion, falls sie surjektiv und injektiv ist. Ist f bijektiv, so wird
die Funktion g : Y — X, die eindeutig durch

go f=idx und fog=idy

bestimmt ist, Umkehrfunktion von f, oder zu f inverse Funktion genannt. Es ist also

g(y) das eindeutig bestimmte Element x € X mit f(x) = y.

2.53. — FKine Funktion f : X — Y ist also nicht injektiv, falls zwei verschiedene Elemente
x1,x2 € X existieren mit f(x1) = f(x2), und nicht surjektiv, falls es ein y € Y gibt, so dass
f(x) # y fiir alle z € X gilt. In nachfolgender Graphik ist links ist eine injektive Funktion die

nicht surjektiv ist dargestellt, rechts eine surjektive Funktion die nicht injektiv ist.

Die Existenz einer Umkehrfunktion ist charakterisierend fiir bijektive Funktionen: Eine Funk-
tion f : X — Y ist genau dann bijektiv, wenn es eine Funktion g : ¥ — X gibt, mit
gof =1idx und fog = idy. Fiir eine Abbildung f : X — X auf einer endlichen Menge X sind
Injektivitat und Surjektivitat dquivalent. Fiir unendliche Mengen ergeben sich jedoch weitere

Moglichkeiten, die auf den ersten Blick ungew6hnlich erscheinen.

Applet 2.54 (Funktionen auf Mengen mit hochstens drei Elementen). In diesem Applet
kann man verschiedene Funktionen f von einer Menge X mit hochstens drei Elementen nach
einer Menge Y mit hdchstens drei Elementen definieren. Hierbei kommt es zu verschiedenen

Eigenschaften der Funktion.

BEISPIEL 2.55. — Ist die Funktion 2 +— 22 injektiv, surjektiv oder bijektiv? Diese Frage
ist sinnlos, da weder Definitionsbereich noch Wertebereich festgelegt wurden. Bezeichnet R>q

die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen, so gilt Folgendes.

1. Die Funktion f : Rsg — R, z +— 2?

ist injektiv, denn falls x,y zwei nicht-negative
Zahlen mit = < y sind, so gilt auch 22 < y2. Genauso folgt aus z > y, dass 2 > 72 ist.
Sie ist jedoch nicht surjektiv: —1 ist nicht Element des Bildes von f, da Quadrate von

reellen Zahlen nicht negativ sind.

2. Die Funktion f : R — R>q, =+ 22 ist surjektiv (es existiert eine Wurzel), sie ist aber
nicht injektiv, denn f(1) =1 = (-1)2 = f(-1).

3. Die Funktion f: Rsg — Rxg, =+ 22 ist bijektiv.

Wir werden diese Aussagen beweisen sobald wir reelle Zahlen definiert haben.
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BeispiEL 2.56 (Hilberts Hotel). — Die Abbildung f : N — N gegeben durch f(n) =n+1
ist zwar injektiv aber nicht surjektiv, denn f(n) = n+ 1 # 0 fiir alle n € N. Dies kann
man sich zur Veranschaulichung wie folgt vorstellen: Angenommen ein Hotel — das sogenannte
Hilbert Hotel — ist voll belegt und hat fiir jede natiirliche Zahl n ein Hotelzimmer mit der
Tirnummer n entlang eines wirklich sehr langen Ganges, der Reihe nach nummeriert. Dann
kann man trotzdem noch einen Gast unterbringen. Dazu muss die Rezeption bloss dem Gast

im ersten Zimmer einen Brief mit folgender Botschaft aushéndigen:

., Wir bedauern, IThnen mitzuteilen, dass wir Ihnen ein neues Zimmer zuweisen mis-
sen. Bitte iibergeben Sie diesen Brief dem Gast im ndchsten Zimmer und iberneh-

men Sie dieses Zimmer, sobald es frei ist.

Darauthin wird das erste Zimmer frei sein, wo dann der neue Gast untergebracht werden kann.
Ebenso bekommen alle alten Géste jeweils ein neues Zimmer. Genauso gibt es auch surjektive
Abbildungen N — N, die nicht injektiv sind, zum Beispiel die Funktion g : N — N die durch
9(0) =0 und g(n) = n — 1 fiir alle n > 1 gegeben ist. Das Gedankenspiel von Hilberts Hotel
ldsst sich durchaus erweiteren. Wir verweisen dazu auf die nichste Ubung und diesen Kurzfilm,

der folgende Ubung auflést und erweitert.

UBUNG 2.57 (Hilberts Omnibus). — Wir setzen das Gedankenspiel von Hilberts Hotel
fort: Stellen Sie sich vor, dass ein sehr langer, voll besetzter Bus mit Gésten vor Hilberts
vollem Hotel auffahrt, der fiir jede natiirliche Zahl einen entsprechend nummerierten Sitzplatz
aufweist. Wie konnen Sie die neuen Géste alle im Hotel unterbringen? Welche Abbildung

h: N — N konnen Sie verwenden, um im Hotel Platz zu beschaffen?

LEMMA 2.58. — Seien f: X =Y und g:Y — Z Funktionen.
1. Falls f und g injektiv sind, dann ist auch go f injektiv.

2. Fualls g o f injektiv ist, dann ist auch f injektiv.

Co

. Falls f und g surjektiv sind, dann ist auch go f surjektiv.

B

. Falls g o f surjektiv ist, dann ist auch g surjektiv.
5. Falls f und g bijektiv sind, dann ist auch go f bijektiv und es gilt (go f)~™* = f~Log™!.

Beweis. (1): Angenommen f und ¢ sind injektiv und g o f(x1) = g o f(x2) fiir zwei Elemente
z1,z9 € X. Wegen g o f(z1) = g(f(z1)) und g o f(22) = g(f(22)) muss f(z1) = f(x2) gelten,
da g injektiv ist. Da f injektiv ist, gilt 1 = x9. Dies zeigt, dass g o f injektiv ist.

(2): Angenommen go f ist injektiv und f(z1) = f(z1) fiir zwei Elemente x1, x9 € X. Wegen
f(z1) = f(x1) gilt auch g(f(z1)) = g(f(x2)), und da g o f injektiv ist folgt daraus z1 = xs.

(3): Angenommen f und g sind surjektiv und z € Z ist ein beliebiges Element. Da g
surjektiv ist, konnen wir ein y € Y mit g(y) = z wihlen. Da auch f surjektiv ist, gibt es ein
x € X mit f(x) =y und damit go f(x) = g(f(x)) = g(y) = z. Also existiert fiir jedes Element
z € Z ein Element x € X mit go f(z) = z und daher ist g o f surjektiv.
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(4): Angenommen g o f ist surjektiv und z € Z. Surjektivitat bedeutet, dass es ein x € X
mit g(f(z)) = z gibt. Setzen wir y = f(x), so gilt g(y) = z, und daher ist g surjektiv.

(5): Angenommen f und g sind bijektiv. Der erste Teil von (5) folgt direkt, denn nach (1)
ist go f injektiv und nach (3) surjektiv. Wir tiberpriifen nun die behauptete Formel. Sei z € Z.
Wir miissen zeigen, dass f~'(g71(2)) ein Element ist, das unter g o f auf z abgebildet wird.
Tatséchlich gilt wegen f(f~!(y)) =y fiir alle y € Y und g(g~1(2)) = z fiir alle z € Z auch

go f(f Mg ' (=) =g(f(f g () =glg " (2) ==

und (5) ist bewiesen. O
DEFINITION 2.59. — Fiir eine Funktion f : X — Y und eine Teilmenge A C X schreiben
wir

flA)={yeY |z A: f(x) =y}

und nennen diese Teilmenge von Y das Bild von A unter beziiglich der Funktion f. Fiir eine

Teilmenge B C Y schreiben wir
i B)={reX|3yeB: fx)=y}

und nennen diese Teilmenge von X das Urbild von B unter beziiglich der Funktion f.

2.60. — Wir verwenden manchmal auch die Notation {f(a)| a € A} fir die Bildmenge
f(A). In ,f~Y(B)" soll das Symbol f~! nicht mit einer Umkehrfunktion verwechselt werden.
Die Schreibweise kann etwas verwirrend sein, ist jedoch nicht vollig unsinnig: Falls f bijektiv
ist und also eine Umkehrfunktion f~! besitzt, so ist f~!(B) auch das Bild von B beziiglich
f~1. Es gilt immer f~1(@) = @ und f~1(Y) = X, und eine Funktion f : X — Y ist genau
dann surjektiv wenn f(X) =Y gilt.

UBUNG 2.61. — Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind, und welche
falsch.
Seien X und Y Mengen, und sei f : X = Y eine Funktion. Seien A, Ay, Ay Teilmengen von
X, und B, By, By Teilmengen von Y.

(1) f(A1)U f(A2) = f(A1 U Az) (4) fTUB1) U fH(B2) = f71(B1U By)
(2) f(A1)N f(A2) = f(A1N Ag) (5) fH(B)NfH(B2) = f~1(B1NBy)
(3) fTUf(A)=A (6) f(f7Y(B))=B

Welche der falschen Aussagen sind wahr wenn man zusétzlich annimmt dass es sich bei f um

eine injektive Funktion handelt?

2.62. — Der Graph einer Funktion f: X — Y, also die Teilmenge {(z,v) | f(z) = y} von
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X xY iiber die die Funktion f eigentlich definiert ist, kann man von einem geometrischen Ge-
sichtspunkt her betrachten. In den folgenden Illustrationen zeichnen wir schematisch kartesi-
sche Produkte als ebene Koordinatensysteme. Standardmaéssig nimmt man bei der Darstellung
des Graphen einer Funktion den Definitionbereich als die Horizontale und den Wertebereich
als die Vertikale.

4

F C

)
D

Y

/"‘

A\

x

1

X3

Xy X2

Figur 2.5: Links keine Funktion, rechts eine Funktion

Die in Figur 2.5 links dargestellte Teilmenge von X XY ist nicht der Graph einer Funktion von
X nach Y, denn die vertikale Gerade durch x; schneidet die Teilmenge f in drei Punkten, und
die vertikale Gerade durch x5 schneidet f nicht. Rechts sieht man den Graphen einer Funktion:
Jede Vertikale Gerade schneidet die Menge f in genau einem Punkt. Auch die Eigenschaften
aus Definition 2.52 lassen sich im Graphen erkennen. Unter anderem ist ersichtlich, ob eine

Funktion injektiv ist oder nicht.

Y

Y £
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/""

Y
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X M% X

Xp Xy X

59

Figur 2.6: Links nicht injektiv, rechts injektiv

Figur 2.6 links zeigt den Graphen einer nicht injektiven Funktion, denn es gilt z1 # z9 aber
f(x1) = y = f(x2). Die Horizontale Gerade durch y schneidet den Graphen in mehr als
einem Punkt. Figur 2.6 rechts zeigt den Graphen einer einer injektiven Funktion, denn jede
horizontale gerade schneidet den Graphen in héchstens einem Punkt. Ahnlich lisst sich am

Graphen erkennen, ob eine Funktion surjektiv ist oder nicht.

4 Y f
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Figur 2.7: Links nicht surjektiv, rechts surjektiv

Figur 2.7 links ist der Graph einer nicht surjektiven Funktion. Der Punkt y in Y wird unter
der Funktion von keinem Element in X angenommen, da die horizontale Gerade durch y den
Graphen nicht schneidet. Figur 2.7 rechts zeigt den Graphen einer surjektiven Funktion. Jede
horizontale Linie, wie zum Beispiel jene durch y, schneidet den Graphen in mindestens einem
Punkt.

Applet 2.63 (Bilder und Urbilder). Wir betrachten eine Funktion f : I — R, die auf einem
Intervall I in R definiert ist. Je nach FEinstellung des Applets wird entweder das Bild f(A)
eines Teilintervalls A = [x1,22) C I oder das Urbild f=([y1,ys]) eines Intervalls [y1,y2] C R
dargestellt.

2.3.4 Algebraische Strukturen

Moderne mathematische Theorien sind auf algebraischen Strukturen aufgebaut: Gruppen, Rin-
ge, Moduln, Korper, Vektorrdume in der Algebra; metrische Raume, Banachraume, Hilbertrau-
me in der Analysis; Graphen in der Kombinatorik; topologische Rdume, Mannigfaltigkeiten,
Varietdten, Schemata in der Geometrie. Die Grundidee hinter einer Kategorie algebraischer
Strukturen ist aber immer die selbe. Eine Struktur ist definiert als eine Menge, zusammen mit
mehr oder weniger komplizierten zusétzlichen Daten, die eine Liste von Eigenschaften erfiillen.

Wir wollen dies am einfachen Beispiel des kommutativen Monoids illustrieren.

DEFINITION 2.64. — Ein kommutatives Monoid ist ein Tripel (M, my, f) bestehend aus
einer Menge M, einem Element mg € M und einer Abbildung f : M x M — M die folgende

Eigenschaften erfiillen.
1. f(z,mo) = f(mo,z) =« fiir alle x € M

2. (e f(5.2)) = F(f(,y), 2) fiir alle 2., 2 € M
3. f(x,y) = f(y,x) fir alle x,y € M

Wir nennen die Funktion f Addition und mg neutrales Element oder Null, und schreiben

iiblicherweise x + y anstelle von f(z,y) und 0 anstelle von my.

Beispiele fiir kommutative Monoiden gibt es viele. Zum Beispiel die Menge der rationalen
Zahlen mit 0 als neutrales Element und der iiblichen Addition bilden ein kommutatives Mono-
id, aber auch die Menge M = 7\ {0} mit my = 1 als neutrales Element und der Multiplikation
f(x,y) = zy als Addition. Ist X eine Menge, so bildet P(X) zusammen mit & als neutrales
Element und der Vereinigung als Addition ein kommutatives Monoid. Diese Reichhaltigkeit
an Beispielen motiviert, Monoiden im Allgemeinen zu studieren. Alle Eigenschaften die wir
von einem allgemeinen Monoid zeigen kénnen, und alle Folgekonstruktionen die wir zu einem

allgemeinen Monoid einfiihren lassen sich dann auf die speziellen Beispiele anwenden.
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Solche algebraischen Strukturen werden laufend neue definiert. Die niitzlichsten dieser
Strukturen haben etablierte Namen, und ihre Definition gehdrt zur mathematischen Allge-
meinbildung. Andere solcher Strukturen sind vielleicht nur in einem Teilgebiet der Mathema-
tik von Nutzen, und dementsprechend nur den Experten geldufig. Es kommt durchaus vor,
dass in einem Forschungsartikel eine Struktur definiert wird die ausserhalb dieser Arbeit keine
Bedeutung hat. In so einem Fall ist das Einfiihren einer Struktur hilfreich, wenn man sich auf
ganz bestimmte Aspekte von Objekten konzentrieren will, und andere, fiir die Beweisfiihrung

irrelevante Aspekte dieser Objekte ausblenden méchte.

2.3.5 Relationen

Wir fiithren in diesem Abschnitt den Begriff der Relation ein. Zwei Arten von Relationen sind
besonders bedeutend: die Aquivalenzrelationen, und die Ordnungsrelationen. Aquivalenzrela-
tionen sind oft durch eine Gleichheit in gewissen Aspekten definiert und sollten als eine lasche
Form von einer Gleichheit angesehen werden. Ordnungsrelationen formalisieren die Idee der

Vergleichens von Grossen.

DEFINITION 2.65. — Seien X eine Menge. Fine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X x
X. Wir schreiben auch Ry falls (x,y) € R und verwenden oft Symbole wie <, < , <, = =~

fiir Relationen. Wenn ~ eine Relation ist, dann schreiben wir auch ,xz o y* fir ,,—(z ~ y)“.

Eine Relation ~ heisst:
1. Reflexiv: Falls Vo € X : z ~ x.
2. Transitiv: Falls Vo, y,z € X : ((z ~y) A (y ~ 2)) = x ~ 2.
3. Symmetrisch: Falls Vz,y € X :x ~y = y ~ x.
4. Antisymmetrisch: Falls Vz,y € X : (z ~y) A (y ~2)) = z=uy.

Eine Relation heisst Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

Eine Relation heisst Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

BEISPIEL 2.66. — Das einfachste Beispiel einer Aquivalenzrelation auf einer beliebigen
Menge X ist die Gleichheit, also die Relation R = {(z,y) € X?| = = y}. Ein weiteres
allgemeines Beispiel ist die triviale Relation R = X2, beziiglich der je zwei Elemente in
X &quivalent sind. Wir betrachten ein interessanteres Beispiel aus der ebenen (euklidschen)
Geometrie. Sei X die Menge der Geraden in der Ebene. Zu zwei Geraden G1, Gy schreiben
wir

G1 ~ G9 <= G7 und Gy sind parallel.
Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf X. Die iibliche kleiner-oder-gleich Relation < auf
der Menge der ganzen Zahlen Z ist ein Beispiel fiir eine Ordnungsrelation. Ist X eine Menge,

so konnen wir auf der Potenzmenge P(X) die Ordnungsrelation C betrachten. Es kann sein
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dass fiir Teilmengen A und B von X weder A C B noch B C A gilt. In diesem Fall sind die
Elemente A und B von P(X) nicht vergleichbar.

UBUNG 2.67. — Sei X eine Menge und sei A C X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die
Relation ~ 4 auf X gegeben durch

xrpgy:<—= (r,y€ AV (x=y)

eine Aquivalenzrelation ist.

UBUNG 2.68. — Seien X und Y Mengen, und sei f : X — Y eine Funktion. Wir definieren

eine Relation ~; auf X durch
Tl ~§ T2 = f(z1) = f(x2)

fir alle 21,22 € X. Zeigen Sie, dass ~; eine Aquivalenzrelation ist.

UBUNG 2.69. — Sei n > 1 eine ganze Zahl. Uberpriifen Sie, dass die Relation = auf der
Menge Z, definiert durch

a=b <= a— b ist teilbar durch n

eine Aquivalenzrelation ist, und erstellen Sie eine Liste aller Aquivalenzklassen. Die Quotien-
tenmenge wird iiblicherweise als Z/nZ notiert, gelesen Z modulo n. Zeigen Sie dass auf der
Quotientenmenge Z/nZ eine binire Operation + existiert, die fiir Aquivalenzklassen [a] und
[b] durch

[a] + [b] = [a + 0]

gegeben ist. Ist Z/nZ mit dieser Operation und [0] als neutrales Element ein kommutatives
Monoid?

UBUNG 2.70. — In dieser Aufgabe behaupten wir filschlicherweise, dass jede symmetrische
und transitive Relation ~ auf einer Menge X auch reflexiv, und damit eine Aquivalenzrelation

ist. Finden Sie den Fehler in folgendem ,,Beweis":

Sei x € X ein Element. Sei y € X, so dass x ~ y. Wegen Symmetrie der Relation
gilt also auch y ~ x. Folglich gilt unter Verwendung der Transitivitdt der Relation

(x ~y)A(y~z) = x ~x, was zu zeigen war.

Finden Sie ein Beispiel einer Relation, die symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv ist.

UBUNG 2.71. — Finden Sie eine Relation auf den natiirlichen Zahlen N, die von den Ei-
genschaften einer Aquivalenzrelation (a) nur die Symmetrie, (b) nur die Transitivitit, und (c)

die Reflexivitdt und die Transitivitét, aber nicht die Symmetrie erfiillt.
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DEFINITION 2.72. — Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann wird fiir
x € X die Menge
[z]n ={y e X[y ~a}

die Aquivalenzklasse von z genannt. Weiter heisst die Menge aller Aquivalenzklassen
X/~ =A{lzl~ | € X}

der Quotient oder die Quotientenmenge von X modulo ~. Ein Element x € X wird auch

Reprisentant seiner Aquivalenzklasse []~ genannt.

Anschaulich gesprochen geben wir dquivalente Elemente von X in ein und denselben Topf
und nicht #quivalente Elemente in verschiedene Topfe. In diesem Bild besteht die Aquivalenz-
klasse eines Elements aus allen Elementen, die im gleichen Topf sind. Der Quotient modulo ~

wiederum ist die Menge der To6pfe.

DEFINITION 2.73. — Sei X eine Menge. Eine Partition von X ist eine Familie P von nicht

leeren, paarweise disjunkten Teilmengen von X, so dass
x=\r
Pep

gilt. Mit anderen Worten: Mengen P € P sind nicht leer, und jedes Element von X ist Element

von genau einem P € P.

X
¢!

Figur 2.8: Schemenhafte Darstellung einer Partition P = {Py,..., P4} einer Menge X.

2.74. — Sei X eine nicht leere Menge. Aquivalenzrelationen auf X und Partitionen von X
entsprechen einander im folgenden Sinne: Fiir eine gegebene Aquivalenzrelation ~ auf X ist
die Menge

P =Alz]~ | v € X}

eine Partition von X. Umgekehrt definiert fiir eine gegebene Partition P von X
r~y < JPcP:xzePAyeP

fiir z,y € X eine Aquivalenzrelation auf X. Des Weiteren sind die Konstruktion der Partition
aus der Aquivalenzrelation und die Konstruktion der Aquivalenzrelation aus der Partition
zueinander invers, wir erhalten also damit kanonische Bijektionen zwischen der Menge aller

Aquivalenzrelationen auf X und der Menge aller Partitionen von X.
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Applet 2.75 (Eine Aquivalenzrelation). Links wird eine Menge X partitioniert, was einer
Aquivalenzrelation ~ auf X entspricht. Rechts betrachten wir die Menge der Aquivalenzklassen,
also den Quotienten von X bziiglich ~. Die Menge links konnte eine abstrakte Menge darstellen
oder den Finheitskreis. Im letzteren Fall muss klar definiert sein, zu welcher Menge die Punkte
der Kanten, bei denen der Kreis unterteilt wird, gehéoren. Wir haben dies tm Beispiel mit

Farben angedeutet.

BEISPIEL 2.76. — Wir konstruieren die rationalen Zahlen aus den ganzen Zahlen mit Hil-
fe einer Aquivalenzrelation. Wir nehmen an, dass wir bereits die ganzen Zahlen Z und die
Addition und Multiplikation auf Z mit allen {iblichen Eigenschaften kennen und wollen da-
mit die rationalen Zahlen Q definieren. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Relation ~ auf
Z x (Z\ {0}) definiert durch

(m1,mg) ~ (n17n2) < MiNng = N1ma

fir (my, ma), (n1,n2) € Zx(Z\{0}). Diese Definition riithrt daher, dass wir rationale Zahlen als

Briiche von ganzen Zahlen auffassen moéchten. Dabei miissen wir allerdings solche identifizieren,

10
6

ausgehen, dass wir die rationalen Zahlen noch nicht kennen, weswegen wir anstatt Gleichungen

die nach Kiirzen gleich sind; zum Beispiel sollte gelten = = % Allerdings wollen wir hier davon

der Form % = % Gleichungen der Form ming = nimeo mit Ausdriicken innerhalb von Z
betrachten. Nun iiberpriifen wir, dass obige Relation tatséchlich eine Aquivalenzrelation ist.

Seien dazu (mi,ma), (n1,n2), (q1,q2) € Z x (Z\ {0}).
e Reflexivitit: (my, ma) ~ (mi,me), denn myma = mymeo.

e Symmetrie: Angenommen es gilt (mi,m2) ~ (ni,n2). Dann ist per Definition also

ming = nime, was nyme = ming und daher auch (ny,na) ~ (my, me) impliziert.

e Transitivitit: (my,ma) ~ (ni,n2) und (n1,n2) ~ (q1,q2) ergibt miny = nimy und
niqa = qing. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit g und der zweiten Glei-

chung mit mo erhalten wir
min2qz = N1M2q2 = q1N2ms.

Da ng nicht Null ist, kénnen wir in obiger Gleichung no wegkiirzen, was eine der Eigen-

schaften von Z ist, und Q nicht verwendet. Damit ergibt sich migs = g1me und also

(m1,m2) ~ (q1,q2)-

Den Quotienten (Z x (Z \ {0}))/~ kann man nun als Definition der Menge der rationalen
Zahlen Q anschen. Fiir eine Aquivalenzklasse [(m1,ms)]~ € Q schreibt man wie iiblich e

Damit gilt nun die Gleichung
gm1 _ my

qma mo
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fiir my € Z und ¢, mo € Z\ {0}. In der Tat bezeichnen nach Definition beide Seiten Aquiva-

lenzklassen und die Gleichung gilt genau wenn

(qml, qmg) ~ (ml,mQ)

oder adquivalenterweise gmimo = migme erfiillt ist. Da letzteres gilt, erfiillen damit die so
definierten rationalen Zahlen die iiblichen Erweiterungs- und Kiirzungsregeln. Des Weiteren

lasst sich Z als Teilmenge von Q auffassen. In der Tat ist die Abbildung

7 — Q, m'—>?

injektiv, denn die Gleichung 5 = 7 ist fiir m,n € Z genau dann erfiillt, wenn m = n ist.
Wir identifizieren Z mit dem Bild obiger Abbildung und schreiben insbesondere 7+ = m fiir

m € 7.

2.77. — Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Hiufig will man ei-
ne Funktion auf X/. unter Verwendung der Elemente von X, also der Reprisentanten der
Aquivalenzklassen, definieren. Zum Beispiel méchten wir in obigem Beispiel in der Lage sein,
zusétzliche Abbildungen Q x Q — Q zu definieren nédmlich die Addition und die Multiplikati-
on. Wenn Y eine weitere Menge und f : X — Y eine Funktion ist, wollen wir moéglicherweise
durch [z]~ — f(x) eine Funktion

f:X/o—Y

definieren. Dies ist aber nur dann sinnvoll, wenn z1 ~ xy fiir z1, 29 € X auch f(z1) = f(z2)
impliziert. In diesem Fall ist f([z]~) unabhingig von der Wahl des Repriisentanten z der
Aquivalenzklasse [z]... Also definiert dies in der Tat eine Funktion f, die jedem Element [x]~.
des Definitionsbereichs X /., das eindeutig bestimmte Element f([z].) zuordnet. Zur Betonung

dieser Eigenschaft sagen wir in diesem Fall, dass f wohldefiniert ist.

UBUNG 2.78. — Wir definieren nun zusitzliche Strukturen auf Q. Zeigen Sie, dass die
Abbildungen
L OX0Q 5O <m,p> LM matnp
n g n q ng
und

fiir m,n,b € Z\ {0} und a € Z. Sie diirfen in dieser Aufgabe zwar alle tiblichen Rechenregeln

und Eigenschaften von Z verwenden, aber nicht jene von Q, da wir letztere ja definieren wollen.
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2.3.6 Machtigkeit

Wir besprechen nun einen fundamentalen Begriff der Mengenlehre, den man sich intuitiv als

Grossenvergleich von Mengen vorstellen sollte.

DEFINITION 2.79. — Seien X und Y zwei Mengen. Wir sagen dass X und Y gleichméchtig
sind, geschrieben X ~ Y, falls es eine Bijektion f : X — Y gibt. Wir sagen dass Y méchtiger
als X ist, und schreiben X <Y, falls es eine Injektion f : X — Y gibt. Wir sagen in dem Fall

auch X sei schmichtiger als Y.

2.80. — Sei & eine Familie von Mengen. Der Begriff der Gleichméachtigkeit erfiillt auf X die
Reflexivitédt, die Symmetrie und auch die Transitivitdt. Also definiert Gleichméchtigkeit eine
Aquivalenzrelation auf X. Die Eigenschaften der Relation ,,ist méchtiger als“ sind weniger klar.
Endliche Mengen X = {z1,..., 2} und Y = {y1,...,yn} bestehend aus m beziehungsweise
n Elementen sind genau dann gleichméchtig, wenn m = n gilt, und Y ist méachtiger als X
genau dann wenn m > n gilt. Letztere Aussage konnen wir nicht streng beweisen, da wir
nicht wirklich definiert haben was natiirliche Zahlen sind. Der Begriff der Méachtigkeit ist aber
vor allem fiir Mengen mit unendlich vielen Elementen interessant. Grund dafiir ist, dass es

verschieden grosse unendliche Mengen gibt, wie der folgende Satz von Cantor bestétigt.

UBUNG 2.81. — Sei X eine Familie von Mengen. Zeigen Sie im Detail, dass Gleichmichtig-
keit ,,~“ eine Aquivalenzrelation auf X ist. Untersuchen Sie anschliessend die Relation < auf
X/~ auf ihre Eigenschaften. Wie hilft der Satz 2.86 weiter?

SATZ 2.82 (Cantors Diagonalargument). — Sei X eine Menge. Dann ist ist die P(X) mdch-
tiger als X und nicht gleichmdchtig zu X.

Beweis. Die Funktion ¢ : X — P(X) gegeben durch i(x) = {z} ist injektiv. Also ist P(X)
méachtiger als X. Es bleibt zu zeigen dass es keine Bijektion von X nach P(X) gibt. Um dies
zu zeigen nehmen wir an, dass es doch eine Bijektion f: X — P(X) gibt und fiithren dies zu

einem Widerspruch. Dazu definieren wir die Menge

A={reXuxdf(r)}

aller Elemente z in X, fiir die  kein Element der Teilmenge f(z) C X ist. Da nach Annahme
f:+ X — P(X) eine Bijektion ist und per Definition A € P(X) ist, muss es ein a € X geben,

so dass A = f(a). Daraus folgt gemeinsam mit der Definition von A, dass
a€A = ad fla) < ad¢ A

Dies ist aber absurd und daher existiert kein @ € X mit f(a) = A. Dies ist ein Widerspruch
zur Surjektivitdt von f; also kann es keine Bijektion f : X — P(X) geben. O
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UBUNG 2.83. — Sei n eine natiirliche Zahl und sei X eine Menge mit genau n verschiedenen
Elementen. Zeigen Sie, dass |P(X)| = 2" gilt. Verwenden Sie dazu vollsténdige Induktion und

schliessen Sie daraus Satz 2.82 fiir den Fall, dass X eine endliche Menge ist.

UBUNG 2.84. — Sei X eine Menge und sei Y die Menge der Funktionen X — {0,1}. Zeigen
Sie, dass Y und P(X) gleichméchtig sind.

UBUNG 2.85. — Betrachten Sie den Spezialfall X = N in Theorem 2.82 und nehmen Sie
an, dass P(N) ~ N, also P(N) = {Ay, Ay, As, ...} fiir Teilmengen A,, C N fiir jede natiirliche
Zahl n. Fir jedes solche n lisst sich die Menge A,, als die Folge in 0,1 auffassen, fiir welche

das m-te Glied genau dann 1 ist, wenn m € A,,. Wir schreiben nun die Folgen in eine Tabelle

der Art

AT & 0 1 0 1
Ay < 1 0 0 0
A3 < 0 1 1 1
Ay < 1 0 1 1

wobei die n-te Zeile der Menge A,, entspricht. Dann lasst sich mit Hilfe der Diagonalen eine
Folge konstruieren, deren zugehorige Menge nicht in der Liste Ay, Ag, As, ... ist. Wie? Was

hat das mit dem Beweis von Theorem 2.82 zu tun?

SATZ 2.86 (Cantor, Schroder, Bernstein). — Seien X und Y Mengen, so dass X <Y und
Y < X. Dann gilt X ~ Y.

Der Satz wurde 1887 von Cantor formuliert und von Dedekind unter Verwendung des
Auswahlaxioms, das wir im néchsten Abschnitt besprechen, im selben Jahr bewiesen. Dem
19-jahrigen Studenten Bernstein gelang es schliesslich einen Beweis der Aussage zu liefern ohne

das Auswahlaxiom zu benutzen.

Beweis von Satz 2.86. Seien X,Y zwei Mengen mit X < Y und YV < X wie in Satz 2.86.
Dann gibt es injektive Funktionen f: X — Y und g : Y — X. Wir definieren

X1=X, Y1=g(Y), Xa=go f(X).

Dann gelten die Inklusionen X; D Y7 D X5 und die Funktion h : X7 — X5 gegeben durch
h(z) = g(f(x)) ist eine Bijektion. Wir behaupten nun, dass es eine Bijektion F' : X; — Y;
gibt. Dies impliziert das Theorem, denn es gilt dann X = X7 ~Y; =g(Y) ~ Y.

Zum Beweis der Behauptung betrachten wir drei beliebige ineinandergeschachtelte Mengen
X1 D Y: D X und nehmen an, dass es eine Bijektion h : X; — X5 gibt. Wir wollen daraus
schliessen, dass X; ~ Y7 gilt. Wir definieren dazu Yz = h(Y1), X3 = h(X32) = h?(X1) und

allgemeiner fiir eine natirliche Zahl n

Yopr =0"(Y1),  Xpgr =07 (X0).
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Wir zeigen nun mittels vollstdndiger Induktion, dass
X1D0Y1D0XoDYeD .. (2.2)

gilt. Fiir X1 D Y7 D X ist dies Voraussetzung; der Induktionsanfang ist also erledigt. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass X1 D Y; D ... D Y,_1 D X, fiir n > 2 schon bewiesen
ist. Wenden wir auf X,,_1 D Y,_1 D X,, die Abbildung h an, so erhalten wir

h(Xn—l) = Xn D) h(Yn—l) = Yn D) h(Xn) = Xn+1

womit (2.2) mittels vollstdndiger Induktion gezeigt ist.

Wir betrachten die Mengen B,, = X,, \ Y,, und K,, = Y;, \ X,,4+1 fiir jede natiirliche Zahl n.
Wegen (2.2) sind die Mengen Bi, K1, Bo, K», ... paarweise disjunkt. Da h injektiv ist, gilt

h(Bn) = h(Xn \ Yn) = h(Xn) \ M(Yn) = Xnp1 \ Vo1 = Bna (2.3)

fiir alle natiirlichen Zahlen n nach Ubung 2.61. Schlussendlich definieren wir

o0
Koo =X1\ |J(BaUKy),
n=1
womit By, Bs, ... und K1, Ks,... gemeinsam mit K, eine Partition P von X; definieren. Fiir

jedes Element x von X; gilt also genau eine der folgenden Aussagen
1. z € B, fiir ein eindeutig bestimmtes n > 1,
2. x € K, fiir ein eindeutig bestimmtes n > 1,
3. € K.

Wir definieren wir nun die Funktion F': X7 — Y7 durch

h(z) falls x € B, fiir ein n > 1,
F(z) =
x falls x € K, fiirein n > 1 oder z € K,

fiir alle z € X;. Es bleibt noch zu zeigen, dass F' bijektiv ist.
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Zur Surjektivitat: Per Definition ist Koo = F(Ko) C F(X1) und K, = F(K,) C F(X;)
fiir alle n. Weiter gilt nach Gleichung (2.3) auch B, 41 = h(By,) = F(B,,) C F(X)) fir alle n
und damit ist ebenso Y1 = K1 UKo U...U K, UByUB3sUBgU... C F(X7). Das zeigt, dass
F surjektiv ist.

Zur Injektivitét: Seien z,y € X1 mit F(z) = F(y). Da in der Liste F(K;), F(K2), ...,
F(K), F(B1), F(Ba), ...die Mengen paarweise disjunkt sind, miissen 2 und y in der gleichen
Menge der Partition P liegen. Falls jene Menge Ko, oder K, fiir ein n ist, so gilt x = y.
Ansonsten ist h(z) = F(x) = F(y) = h(y) und die Gleichheit x = y folgt aus der Injektivitat
von h. O

Applet 2.87 (Beweis des Satzes von Cantor-Schroder-Bernstein). Im Beweis von Theo-
rem 2.86 wird die Menge X in zwei Typen von Teilmengen zerlegt. Die konstruierte Funktion
wird angedeutet, indem Bild (und Urbilder) von einem bewegbaren Punkt v € X eingezeichnet

werden.

2.88. — Die Kardinalitit einer Menge X ist die Aquivalenzklasse von X beziiglich der
Aquivalenzrelation der Gleichméchtigkeit. Diese Definition ist so allerdings problematisch, da
es nicht eine Menge aller Mengen gibt, worauf die Aquivalenzrelation der Gleichmichtigkeit

definiert ware. Wir begniigen uns deshalb damit, einige Kardinalitdten explizit zu definieren.

DEFINITION 2.89. — Wir sagen, dass die Kardinalitdt der leeren Menge Null ist, und schrei-
ben |&| = 0. Sei X eine Menge und n > 1 eine natiirliche Zahl. Wir sagen die Menge X habe
Kardinalitét n, und schreiben | X| = n, falls X gleichméchtig zu {1,...,n} ist. In diesem Fall
nennen wir X eine endliche Menge und schreiben | X| < co. Ist X nicht endlich, so nennen
wir X eine unendliche Menge. Eine Menge heisst abzahlbar unendlich, falls sie gleich-
méchtig zu N ist. Die Kardinalitdt von N wird auch X, gesprochen Aleph-0, genannt. Eine
Menge X heisst tiberabzihlbar, falls sie unendlich und nicht abzéhlbar ist. Die Kardinalitit

von P(N) wird auch mit ¢ bezeichnet und das Kontinuum genannt.

UBUNG 2.90. — Sei X eine endliche Menge und f : X — X eine bijektive Abbildung.
Zeigen Sie, dass es eine natiirliche Zahl n > 1 gibt mit f" = idx.

UBUNG 2.91. — Zeigen Sie, dass N x N abzihlbar unendlich ist. Sie kénnen hierzu Satz
2.86 verwenden: Eine Injektion N x N — N finden Sie unter Verwendung der Tatsache, dass
unendlich viele Primzahlen existieren. Alternativ ldsst sich mit Hilfe eines Bildes tatséchlich
eine explizite Bijektion N — N x N finden. Zeigen Sie auch, dass das Produkt Z x Z abzéhlbar

unendlich ist.
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2.3.7 Das Auswahlaxiom und das Zorn’sche Lemma

Seien X und Y Mengen, und sei f : X — Y eine surjektive Abbildung. Es existiert also fiir
jedes y € Y ein x € X so dass f(z) = y gilt, das heisst, fiir jedes y € Y ist die Menge

' ) ={z e X | f(x) =y}

nicht leer. Das Auswahlaxiom garantiert, dass wir simultan fiir jedes Element y € Y ein
Element g(y) € f~'({y}) auswihlen kénnen. Mit anderen Worten: Es gibt eine Funktion
g:Y — X so dass

fog=idy

gilt. Das mag intuitiv plausibel erscheinen, kann aber erwiesenermassen nicht aus den Axiomen
der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre abgeleitet werden. Man fligt das Auswahlaxiom deshalb als
zusétzliches Postulat zu den Axiomen hinzu, um die bereits am Anfang von Abschnitt 2.3.1

erwahnte ZFC-Mengenlehre zu erhalten.

Auswahlaxiom (Variante 1): Seien X und Y Mengen, und sei f : X —'Y eine surjektive
Funktion. Dann ezistiert eine Funktion g : Y — X mit der Figenschaft f o g = idy.
Die Funktion g in dieser Variante des Auswahlaxioms nennt man einen Schnitt von f.

Eine oft benutzte Variante des Auswahlaxioms ist folgende:

Auswahlaxiom (Variante 2): Sei Y eine Menge, und X eine Familie von nichtleeren
Teilmengen von'Y . Dann gibt es eine Funktion o : X — Y mit der Figenschaft dass a(X) € X
fiir alle X € X gilt.

Die Funktion « in dieser Variante nennt man Auswahlfunktion, da sie der Auswahl eines
Elementes a(X) in jeder der nichtleeren Mengen X € X gleichkommt. Eine weitere Variante

ist:

Auswahlaxiom (Variante 3): Sei X = {X; | i € I} eine Familie von nichtleeren Mengen.

Dann ist das Produkt
[1x

el

nicht leer.

UBUNG 2.92. — Uberzeugen Sie sich, oder noch besser einen Mitstudenten, dass die drei

Varianten des Auswahlaxioms tatséchlich alle &quivalent sind.

Eine weitere Variante des Auswahlaxioms ist das sogenannte Zorn’sche Lemma, benannt
nach Max Zorn (1906-1993). Das Zorn’sche Lemma, nachfolgend Satz 2.97 ist eine Aussage
iiber gewisse geordnete Mengen, und es ist iiberhaupt nicht klar dass diese Aussage dquivalent
zum Auswahlaxiom ist. Wir werden im Folgenden das Auswahlaxiom als eine wahre Aussage

annehmen, und daraus das Zorn’sche Lemma ableiten.
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DEFINITION 2.93. — Sei (X, <) eine geordnete Menge. Ein Element € X heisst maximal
falls fiir alle y € X gilt: * <y = x = y. Ein Element m € X, sodass z < m firallex € X

gilt, dann heisst m € X Maximum von X.

DEFINITION 2.94. — Sei (X, <) eine geordnete Menge, und sei A C X eine Teilmenge. Ein
Element z € X heisst obere Schranke von A falls ¢ < zx fiir alle ¢ € A gilt. Ein Element
x € X heisst untere Schranke von A falls x < a fiir alle ¢ € A gilt.

UBUNG 2.95. — Sei (X, <) eine geordnete Menge. Uberzeugen Sie sich davon dass X hoch-
stens ein Maximum haben kann. Finden Sie Beispiele fiir folgende Situationen, oder zeigen Sie

dass das nicht moglich ist:
1. Die geordnete Menge X besitzt kein Maximum, und auch keine maximalen Elemente.

2. Die geordnete Menge X besitzt genau ein maximales Element, aber kein Maximum.

DEFINITION 2.96. — Sei (X, <) eine geordnete Menge. Eine Teilmenge K C X heisst
Kette, falls fiir alle z,y € K gilt: z < y oder y < z. Wir sagen (X, <) sei induktiv geordnet,
falls jede Kette in X eine obere Schranke besitzt.

Man bemerke: Die leere Menge @ C X ist eine Kette. Ist (X, <) eine induktiv geordnete
Menge, so hat @ eine obere Schranke, und also ist insbesondere X nicht leer. Jede endliche
nichtleere geordnete Menge ist induktiv, da eine endliche Kette stets ein maximales Element

enthélt, das dann auch eine obere Schranke fiir diese Kette ist.

SATZ 2.97 (Zorn’s Lemma). — Sei (X, <) eine induktiv geordnete Menge. Dann existiert

ein maximles Element in X.

Eine eng mit Zorn’s Lemma verwandte Aussage ist das Hausdorff’sche Maximumsprin-
zip, nachstehender Satz 2.98, so benannt nach Felix Hausdorff (1868-1942). Wir leiten das

Zorn’sche Lemma von diesem Satz ab.

SATZ 2.98 (Hausdorff’sches Maximumsprinzip). — Sei (X, <) eine geordnete Menge. Dann

existiert eine maximale Kette in X. Das heisst, es existiert eine Kette M C X, so dass
MCL = M=L

fiir jede Kette L C X gilt.

Beweis. Es bezeichne X' die Menge aller Ketten in X. Wir Ordnen die Menge X durch die
Inklusion. Sei K ein Element von X, das heisst, eine Kette in X. Ist K nicht maximal, dann
existiert eine Kette K’ mit K C K’ und ein Element zx € K'\ K. Wir wihlen so ein Element
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xi fir jede nichtmaximale Kette K € X und definieren

K+ K U{zk} falls K nicht maximal ist
K falls K maximal ist.

Hier haben wir das Auswahlaxiom benutzt. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass es eine Kette
K € X gibt die K = K erfiillt. Ist £ C X eine Kette, so schreiben wir

K:=|JK (2.4)

KeK

fiir die Vereinigung aller Mengen in . Wir bemerken dass K eine obere Schranke fiir K ist:
es gilt K C K fiir alle K € K.

Wir nennen eine Teilmenge N von X abgeschlossen, falls sie die folgenden beiden Eigen-
schaften erfiillt.

(Al) KeN = KT eN
(A2) Ist K C N eine Kette, so gilt K € N

Abgeschlossene Mengen sind nicht leer, da wir (A2) insbesondere fiir = @& verlangen. Wir be-
obachten auch, dass der Durchschnitt einer beliebigen Familie von abgeschlossenen Teilmengen
von X wiederum abgeschlossen ist. Insbesondere ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen

Teilmengen von X

M = m{/\/ | N C X ist abgeschlossen}

abgeschlossen. Diese Menge M ist eine minimale abgeschlossene Menge in X': Fiir jede Teil-
menge N C X gilt

(N abgeschlossen) A (N C M) = N =M. (2.5)

Der essentielle Teil des Beweises besteht nun darin folgende Behauptung zu zeigen:
Behauptung: Die Menge M C X ist eine Kette.
Wir miissen zeigen, dass zwei beliebige Elemente K und L von M miteinander vergleichbar
sind, das heisst, dass K C L oder L C K gilt. Wir fithren dazu die Teilmenge ¥V C M ein,
bestehend aus all denjenigen K € M die mit allen anderen L € M vergleichbar sind.

V={KeM|VLeM:(LCK)V(KCL)}
Die Behauptung dass M eine Kette ist ist gleichbedeutend mit der Behauptung dass V = M

gilt. Wir zeigen zwei Eigenschaften der Menge V.

LEMMA 2.99. — Fiir alle K €V und L € M gilt (LC K) = (LT C K).
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Beweis. Da K mit allen Elementen aus M, und insbesondere mit Lt vergleichbar ist, gilt
LT C K oder K C L*. In letzterem Fall erhalten wir strikte Inklusionen

LCKCL"

was im Widerspruch dazu steht, dass L™ hochstens ein Element mehr besitzt als L. O

LEMMA 2.100. — Fiir alle K €V und L € M qilt L C K oder K+ C L.

Beweis. Wir legen ein beliebiges K € V fest, und betrachten die Teilmenge
N:={Le M|LCKoder K" CL}

von M. Unser Ziel ist es die Gleichheit N' = M zu zeigen. Aufgrund von (2.5) geniigt es
zu zeigen dass N abgeschlossen ist. Um nachzuweisen dass N die Eigenschaft (A1) erfiillt,
wihlen wir L € N. Es gilt L C K oder L = K oder K™ C L. Falls L C K gilt, so folgern
wir aus Lemma 2.99 Lt C K und also Lt € N. Falls L = K oder K+ C L gilt, dann gilt
auch Kt C L' und also L™ € . Damit ist gezeigt dass N die Eigenschaft (A1) erfiillt. Um
nachzuweisen dass N die Eigenschaft (A2) erfiillt, wihlen wir eine Kette C in A/. Da C auch
eine Kette in M ist und M abgeschlossen ist, gilt C € M. Falls C C K fiir jedes C € C gilt,
so gilt C C K und damit C € A/. Andernfalls gibt es ein C € C mit C € K, also K+ C C und
folglich K™ C C und damit C € A/. Damit ist gezeigt dass N die Eigenschaft (A2) erfiillt. [

Wir kommen zuriick zum Beweis der oben aufgestellten Behauptung. Wie wir bereits erklart
haben ist diese Behauptung gleichbedeutend mit der Aussage, dass V = M gilt. Da V eine
Teilmenge von M ist, geniigt es aufgrund von (2.5) zu zeigen, dass V' abgeschlossen ist. Um
nachzuweisen dass V die Eigenschaft (A1) erfiillt, wiahlen wir K € V. Fiir jedes L € M gilt
aufgrund von Lemma 2.100 L € K C KT oder K™ C L. Also gilt Kt € V, und V erfiillt
(A1l). Um nachzuweisen dass V die Eigenschaft (A2) erfiillt, wihlen wir eine Kette C in V. Sei
K € M. Falls C C K fiir alle C € C gilt, so gilt C C K. Falls nicht, so gibt es ein C' € C
mit K C C und also K C C. In jedem Fall ist C mit K vergleichbar, und da K € M beliebig
war, gilt C € V. Damit ist gezeigt dass V die Eigenschaft (A2) erfiillt, und die Behauptung ist
bewiesen.

Die Menge M C X ist also eine Kette, und auch abgeschlossen. Wir schreiben M = M.
Da M abgeschlossen ist gilt M € M aufgrund von (A2), und hernach M+ € M aufgrund
von (Al). Der Definition (2.4) zufolge gilt K C M fiir alle K € M, und also insbesondere
M C M. Wir folgern dass M = M gilt, das heisst, M ist eine maximale Kette in X. [

Beweis von Zorn’s Lemma. Sei (X, <) induktiv geordnet. Wir miissen zeigen dass ein maxi-
males Element in X existiert. Aufgrund von Satz 2.98 (Hausdorfl’sches Maximumsprinzip)
existiert eine maximale Kette M in X. Da X nach Voraussetzung induktiv geordnet ist, gibt

es eine obere Schranke  von M. Wir legen so eine maximale Kette M und eine obere Schranke
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x fest, und behaupten dass x ein maximales Element in X ist. Sei also y € X und x < y. Wir
miissen zeigen dass x = y gilt. Da z eine obere Schranke fiir M ist gilt m < z < y fiir alle
m € M. Daraus folgt, dass M U {y} eine Kette ist. Weil aber M eine maximale Kette ist, gilt
M = M U {y}, das bedeutet, y € M und also y < z. Es folgt = = y. O
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Kapitel 3

Die reellen Zahlen

3.1 Die Axiome der reellen Zahlen

3.1.1 Angeordnete Korper

Wir kennen aus der Linearen Algebra den Begriff des Korpers, und werden diesen hier ohne
weitere Erklarung verwenden. Wir schreiben K* = K\ {0} fiir die Menge der in K inversiblen

Elemente.

DEFINITION 3.1. — Sei K ein Korper, und sei < eine Ordnungsrelation auf der Menge K.
Wir nennen (K, <), oder kurz K, einen angeordneten Korper falls die folgenden Bedin-

gungen erfiillt sind.
1. Linearitdt der Ordnung: Fiir alle z,y € K gilt x < y oder y < z.

2. Kompatibilitdt von Ordnung und Addition: Fiir alle z,y, z € K gilt

<y —= x+z2z<y+z

3. Kompatibilitdt von Ordnung und Multiplikation: Fiir alle z,y € K gilt

(x>0)A(y>0) = z-y>0

3.2. — Wie wir das bereits fiir geordnete Mengen getan haben, sprechen wir x < y als ,,x ist
kleiner gleich y* aus. Wir definieren fiir z,y € K auch y > x durch z < y und sprechen dies
als ,,y ist grosser gleich z“ aus. Weiter definieren wir x < y (ausgesprochen als .z ist kleiner
als ¢ oder ,x ist strikt kleiner als ) durch z < y A x # y. Natiirlich definieren wir z > y
durch y < z und sagen ,,x ist grosser als 4 oder ,,x ist strikt grosser als y*“. Wir verwenden
diese Symbole oft auch in ,gleich gerichteten Ketten®; beispielsweise steht z < y < z = a
firx <yAy < zAz = a. Ein Element x € K ist positiv, falls z > 0 gilt, und negativ,
falls x < 0 gilt. Des Weiteren sagen wir ein Element x € K ist nichtnegativ falls x > 0,

beziehungsweise nichtpositiv falls = < 0.
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3.3. — Wenn es uns jetzt nicht gerade darum ginge den Ko6rper der reellen Zahlen zu
definieren, so kénnten jetzt die reellen Zahlen mit der iiblichen Ordnung als Beispiel fiir einen
angeordneten Korper auffithren. Ein anderes wohlbekanntes Beispiel eines angeordneten Kor-

pers sind die rationalen Zahlen Q, zusammen mit der {iblichen Ordnungsrelation die durch

/

3

< <~ p¢ <pq

3
oy

gegeben ist. Hier steht rechterhand die Ordnung auf den Ganzen Zahlen, die wir als bekannt
voraussetzen. Viele aus den Beispielen R und Q bekannte Eigenschaften gelten allgemein fiir

angeordnete Korper. Wir wollen eine Liste solcher Eigenschaften angeben.

3.4. — Im Folgenden sei (K, <) ein angeordneter Korper, und z,y, z, w bezeichnen Ele-

mente aus K.

(a) (Trichotomie) FEs gilt entweder x < y oder x = y oder x > y. Das folgt direkt aus der

Linearitat der Ordnungsrelation <.

(b) Falls x <y und y < z ist, dann gilt auch x < z. Wir haben = < z nach der Transitivitét
der Odnungsrelation, und falls = z wére, dann wire y < x und daher x = y nach der
Antisymmetrie und der Voraussetzung = < y, was aber der Annahme widerspricht. Analog

sieht man, dass ¢ < y und y < z fiir x,y,z € K auch x < z impliziert.

(¢) (Addition von Ungleichungen) Gilt x <y und z < w, dann gilt auch x+z < y+w. In der
Tat, < y impliziert x+ z < y+ z nach der additiven Kompatibilitdt in Definition 3.1 und
z < w impliziert y + z < y +w aus dem selben Grund. Transitivitdt der Ordnungsrelation
impliziert z + z < y + w. Analog sieht man, unter Verwendung von Folgerung (b), dass

aus z < y und z < w auch z + z < y + w folgt.

(d) Es gilt © < y genau dann, wenn 0 < y — x gilt. Dies folgt wiederum aus der additiven
Kompatibilitdt in Definition 3.1 durch Subtraktion resp. Addition von z.

(e) Es gilt x <0 <= 0 < —z. Dies folgt aus (d) mit y = 0.

(f) Es gilt 22 >0, und x> > 0, falls x # 0. Falls = > 0 ist, so folgt die erste Aussage aus der
multiplikativen Kompatibilitdt in Definition 3.1. Falls x < 0 ist, dann ist —z > 0 nach
Folgerung (e) und damit 22 = (—x)? > 0. Falls 22 = 0 ist, dann gilt # = 0 da K ein

Korper ist, und die zweite Aussage folgt.
(g) Es gilt 0 < 1. Denn 1 = 12 > 0 nach Folgerung (f) und 1 # 0.

(h) Falls 0 < x und y < z, dann gilt zy < xz. Denn unter Verwendung von Folgerung
(d), wonach z —y > 0, und der multiplikativen Kompatibilitdt in Definition 3.1 gilt
y) =0

xz —axy =x(z — und damit folgt die Aussage wiederum aus Folgerung (d).
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(i) Falls z < 0 und y < z, dann gilt xy > xz. In der Tat ist —x > 0 nach Folgerung (e),
z —y > 0 nach Folgerung (d) und somit

ry —az=aly—2) = (-2)(=(y = 2)) = (-2)(z —y) 2 0
nach der multiplikativen Kompatibilitdt in Definition 3.1

(j) Aus 0 < x <y folgt 0 < y~' < 2~!. Wir behaupten zuerst, dass z=* > 0 (y~! > 0 folgt
analog). Denn falls nicht, dann wiire wegen 2~ # 0 und der Trichotomie in Folgerung (a)
r~1 < 0. Demnach wiirde 1 = zz~! < 0 nach Folgerung (h) gelten, was (g) widerspricht.
Insbesondere ist z7 1y~ > 0 und es gilt

(k) Aus 0 <z <y und0 <z <w folgt 0 < zz < yw. Siche Ubung 3.5.
(1) Aus x +y < x + z folgt y < z. Siche Ubung 3.5.

(m) Aus xy < xz und x > 0 folgt y < z. Siehe Ubung 3.5.

UBUNG 3.5. — Beweisen Sie die Folgerungen (k),(1),(m). Was geschieht in (m), wenn man
die Bedingung = > 0 fallen ldsst, das heisst, wenn x < 0 oder x = 07 Formulieren Sie fiir
einige der obigen Folgerungen dhnliche Versionen fiir die strikte Relation ,,<“ und beweisen

Sie diese.

3.6. — Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Wie schreiben wie iiblich 2,3,4, ... fiir die
Elemente von K die durch 2 = 1+ 1, 3 = 2 4+ 1 et cetera gegeben sind. Aufgrund der
Kompatibilitdt von 4+ und < in Definition 3.1 und (e) gelten die Ungleichungen

L2101l 2<3I<4<..

in K. Insbesondere sind also die Elemente ...,—2,—1,0,1,2,3,... von K alle verschieden.
Wir erlauben uns, die Menge Z der ganzen Zahlen dadurch mit einer Teilmenge von K zu
identifizieren. Das heisst, wir nennen die Elemente {...,—2,—1,0,1,2,3,...} von K ,ganze
Zahlen“. Dementsprechend nennen wir Elemente {pg~! | p,q € Z,q # 0} in K auch rationale

Zahlen, und identifizieren somit Q mit einem Teilkérper von K.
ZCQCK

Obige Axiome, Folgerungen und Aussagen in den Ubungen stellen die iiblichen Eigenschaften
fiir Ungleichungen dar. Mit Hilfe dieser kénnen wir auch Aufgaben wie in folgender Ubung

16sen.
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UBUNG 3.7. — Zeigen Sie, dass

{zeR\{0}| 2+2+4>0}={zeR\{0}| —3<2<-1Vz>0}

UBUNG 3.8. — Sei K ein endlicher Kérper. Zeigen Sie, dass es keine Ordnungsrelation auf

K gibt die K zu einem angeordneten Koérper machen wiirde.

UBUNG 3.9. — Sei K ein Kérper. Angenommen es gibt ein Element u € K mit der Ei-
genschaft u? + 1 = 0. Zeigen Sie, dass es keine Ordnungsrelation auf K gibt die K zu einem

angeordneten Korper machen wiirde.

UBUNG 3.10. — Sei K ein Korper. Ein Positivkegel in K ist eine Teilmenge P C K die
folgendenden Bedingungen geniigt:

1. Fir alle z,y € P gilt x +y € P und zy € P.
2. Fir alle x € K gilt z € P oder —x € P.
3. -1¢P

Zeigen Sie, dass es genau eine Ordnungsrelation < auf K gibt die K zu einem angeordneten
Korper macht, und so dass P = {z € K | > 0} gilt.

UBUNG 3.11 (Challenge). — Ein Kérper K heisst formal reell falls fiir alle 21, ...z, € K
gilt:
2 2 2 _ e — e
zi+as+-+z, =0 = x1=x2=--=2,=0
Falls es auf K eine Ordnung gibt die K zu einem angeordneten Korper macht, dann ist K

formal reell - das kénnen Sie als kleine Verallgemeinerung der Aufgabe 3.9 nachpriifen. Zeigen
Sie die reziproke Implikation:

Satz: Sei K ein formal reeller Kérper. Dann ezistiert eine Ordnungsrelation < auf K die K
zu einem angeordneten Korper macht.

Hinweis: Welche der Eigenschaften eines Positivkegels erfiillt die Teilmenge ¥ C K all derjenigen Elemenente
die man als Summe von Quadraten schreiben kann? Formalisieren Sie, und wenden Sie das Zorn’sche Lemma

auf derartige Teilmengen an.

DEFINITION 3.12. — Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Der Absolutbetrag auf K ist
die Funktion |- |: K — K die durch

x falls . > 0
2| =
—z fallsz <0
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fiir alle x € K definiert ist. Das Signum ist die Funktion sgn : K — {—1,0, 1} dir durch

—1 fallsx <0
sgn(z) =40 fallsz=0
1

falls z > 0

fir alle x € K definiert ist.

3.13. — Im Folgenden sei (K, <) stets ein angeordneter Korper, und x,y, z, w bezeichnen

Elemente aus K.

(a)
(b)

Es gilt © = sgn(x) - |z|, sowie | — z| = |z| und sgn(—z) = —sgn(x).

Es gilt |x| > 0, und |x| =0 genau dann wenn x = 0. Dies folgt aus der Trichotomieeigen-
schaft.

(Multiplikativitit) Es gilt sgn(zy) = sgn(z)sgn(y) und |zy| = |z||y|. Uberpriifen Sie dies

in den insgesamt vier Féllen, je nachdem, ob x, y negativ sind oder nicht.
Ist x # 0, so gilt |z~ = |z|~!. Dies folgt aus (c) wegen |z~ !||z| = 1.

|x| <y ist dquivalent zu —y < z < y. Denn angenommen |z| < y. Falls z > 0 dann gilt
—y<0<z=|z|<y. Falls x <0, dann ist —y < —|z| = x < 0 < y und damit wiederum
—y < x < y. Fiir die Umkehrung bemerken wir, dass —y <z <y auch —y < —x <y und

somit in jedem Fall || <y impliziert.
|z| <y ist dquivalent zu —y < x < y. Das zeigt man so wie auch (e).

(Dreiecksungleichung) Es gilt
[z +y| <z + |yl

Diese Ungleichung wird Dreiecksungleichung genannt. Sie folgt, in dem wir —|z| <
x < |z| und —|y| <y < |y| wie in (e) addieren und anschliessend auf

—(lz| +1y) <z +y <[] + |yl

wiederum Eigenschaft (e) anwenden.

(umgekehrte Dreiecksungleichung) Es gilt “:v\—\yH < |z—y|. Denn die Dreiecksungleichung
in (g) zeigt x| < |lz—y+y| < |[x—y|+]|y| was zu |z|—|y| < |x—y| fithrt. Durch Vertauschen
von z,y erhalten wir |y| — |z| < |z — y|. Also ist nach Eigenschaft (e) ||z] — |y|| < |z —y|

wie gewiinscht.

UBUNG 3.14. — Fiir welche =,y € R gilt Gleichheit in der Dreiecksungleichung oder der

umgekehrten Dreiecksungleichung?
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3.1.2 Das Vollstandigkeitsaxiom

Um Analysis zu betreiben sind angeordnete Korper im Allgemeinen nicht geeignet; Grund
dafiir ist, dass man sozusagen , Liicken” in einem Angeordneten Korper haben kann - stellen
Sie sich die rationalen Zahlen Q in R vor. Der Korper der rationalen Zahlen zusammen mit
der iiblichen Ordnung ist sehr wohl ein angeordneter Korper. Wir benétigen also noch weitere
Eigenschaften, oder ein weiteres Axiom, um auf einem angeordneten Koérper Analysis zu be-
treiben. Dieses Axiom ist das sogenannte Vollstéandigkeitsaxiom. Gewissermassen hat die Suche
nach diesem Axiom mit den Arbeiten der Griechen wie Pythagoras, Euklid und Archimedes
begonnen, doch wurde sie erst im 19. Jahrhundert in den Arbeiten zahlreicher Mathematiker,

darunter Weierstrass, Heine, Cantor und Dedekind, erfolgreich (siche auch diesen Link).

DEFINITION 3.15. — Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Wir sagen (K, <) sei vollstindig

oder ein vollstindig angeordneter Korper falls die Aussage (V) wahr ist.

(V) Seien X,Y nicht-leere Teilmengen von K derart, dass fiir alle z € X und y € Y die
Ungleichung = < y gilt, dann gibt es ein ¢ € K, das zwischen X und Y liegt, in dem
Sinn, als dass fiir alle x € X und y € Y die Ungleichung x < ¢ < y gilt.

Die Aussage (V) bezeichnen wir als Vollstandigkeitsaxiom.

DEFINITION 3.16. — Wir nennen Korper der reellen Zahlen jeden vollstindig angeord-

neten Korper. Solch einen Korper notieren wir mit dem Symbol R.

3.17. — Wir werden uns die reellen Zahlen hiufig als die Punkte auf einer Geraden ver-

anschaulichen, wobei wir deswegen die Gerade auch die Zahlengerade nennen.

e \
)

>
-1 6 1 2 3

X <Y

Die Relation x < y fiir z,y € R interpretieren wir als ,,auf der Geraden liegt der Punkt y
rechts von dem Punkt 2. Was bedeutet in diesem Bild das Vollstdndigkeitsaxiom? Seien X, Y
nicht leere Teilmengen von R, so dass fiir alle x € X und alle y € Y die Ungleichung = < y

gilt. Dann sind alle Elemente von X links von allen Elementen von Y wie im nachfolgenden

Bild.

X c Y
Nach dem Vollstandigkeitsaxiom existiert also ein ¢, das dazwischen liegt. Die Existenz der
Zahl c ist gewissermassen eine Versicherung, dass R keine ,,Liicken* hat. Es ist empfehlenswert,
sich Definitionen, Aussagen und deren Beweise auf der Zahlengeraden zu veranschaulichen.
Doch sollte die Zahlengerade immer nur als Motivation und zur Entwicklung einer guten Intui-
tion, aber nicht fir die Beweisfiithrung verwendet werden. Schliesslich haben wir nie definiert

was wir unter ,,Gerade”, oder ,rechts” verstehen.
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Wir schliessen diesen Abschnitt indem wir als eine Anwendung des Vollstandigkeitsaxioms
die Wurzelfunktion auf R>g = {z € R : 2 > 0} einfiihren. Wir formulieren das als Ubung

fir den Leser.

UBUNG 3.18. — In dieser Ubung zeigen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer bijektiven
Funktion f : R>¢g — R>o mit der Eigenschaft f(a)? = a fiir alle a € R>¢. Um Verwirrungen

vorzubeugen schreiben wir f, und nicht /- fiir diese Funktion.

1. Zeigen Sie fiir alle z,y € R>g, dass z <y <= 2 < g2
2. Folgern Sie, dass es fiir jedes a € R hdchstens ein ¢ € R>¢ mit ¢ = a gibt.

3. Betrachten Sie fiir eine reelle Zahl a > 0 die nicht-leeren Teilmengen
X ={reRs| 2> <a}, Y ={yecRso| y?>a}.

Wenden Sie nun das Vollstandigkeitsaxiom an, umeinc € Rmitz < c < yfirallex € X
und y € Y zu finden. Verwenden Sie, dass fiir alle ¢ € R mit 0 < € < 1 die Aussagen
c+e¢ X, c—e ¢ Y gelten und schliessen Sie jeweils auf ¢? > a beziehungsweise ¢? < a.
Wir nennen Wurzelfunktion die Funktion f : R>y — R>( die jedem a € R>qo die durch
c? = a und ¢ > 0 eindeutig bestimmte reelle Zahl ¢ zuordnet. Wir nennen ¢ = f(a) Wurzel

von a. Zeigen Sie:
4. Die Funktion f ist wachsend: fiir z,y € R>o mit z < y gilt die Ungleichung f(z) < f(y).

5. Die Funktion f :R>¢ — R>¢ ist bijektiv.

6. Fur alle z,y € R>q gilt f(zy) = f(z)f(y).

UBUNG 3.19. — Zeigen Sie fiir alle z € R die Gleichungen z? = |z|? und vz2 = |z|.

Zusammenfassend gilt, dass in einem Korper von reellen Zahlen, wie in 3.16 definiert, die
iiblichen Rechenregeln und Gleichungsumformungen funktionieren, wobei wie gewohnt Divisi-
on durch Null nicht definiert ist. Des Weiteren erfiillen die Relationen < und < die tiblichen
Umformungsgesetze fiir Ungleichungen, wobei bei Multiplikation mit negativen Zahlen die
Ungleichungen natiirlich umzudrehen sind. Wir werden diese Gesetze im Folgenden ohne Ver-
weis verwenden. Das Vollsténdigkeitsaxiom war bereits notwendig fiir den Beweis der Existenz
einer Wurzelfunktion. Die tiefere Bedeutung dieses Axioms werden wir hingegen erst sehen,
wenn wir es fiir weitere Aussagen verwenden. Insbesondere werden wir bis auf Weiteres stets
darauf verweisen, wenn wir es verwenden.

Es ist fiir den Moment nicht klar, dass es einen wie in 3.16 Korper der reellen Zahlen
iiberhaupt gibt. Wir werden uns um konkrete Konstruktionen erst spiter bekiimmern. Die
Tatsache, dass wir gelegentlich sogar von den reellen Zahlen sprechen, rithrt daher, dass es
bis auf gewisse Identifikationen nur einen vollstandig angeordneten Korper gibt. Wir werden

diese Eindeutigkeit ebenfalls spiter genauer formulieren und auch beweisen kénnen.
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3.1.3 Intervalle

Wie bereits erklért, stellen wir R als die Zahlengerade dar. In diesem Bild entsprechen folgende
Teilmengen Strecken auf dieser Geraden, wobei wir jeweils die Endpunkte in der Teilmenge

haben oder nicht.

DEFINITION 3.20. — Seien a,b € R. Dann ist das abgeschlossene Intervall [a, b] und das

offene Intervall (a,b) durch

[a,b] ={z €eR| a <z <b} und (a,b) ={x €eR| a <z < b}
definiert. Die halboffenen Intervalle [a,b) und (a, b] sind durch

[a,b) ={z € R| a <z < b} und (a,b] ={z e R| a<z<b}

definiert. Wenn das Intervall nicht leer ist, dann wird a der linke Endpunkt, b der rechte
Endpunkt, und b—a die Lange des Intervalls genannt. Wir definieren die unbeschrinkten

abgeschlossenen Intervalle

[a,00) =R>, ={z€R| a <z} und (—00,b] =R<p ={z € R| 2 < b}
sowie die unbeschrinkten offenen Intervalle

(a,00) =Rsg={r€R| a<z} und (—o0,b) =Ry ={r e R| z < b}

und schliesslich (—o0, 00) = R.

3.21. — Die Intervalle (a, b], [a,b), (a,b) fiir a,b € R sind nicht leer genau dann, wenn a < b,
und [a, b] ist nicht leer ist genau dann, wenn a < b. Intervalle der Art [a,b], (a,], [a,b), (a,b)
fiir a,b € R werden auch endliche oder beschrinkte Intervalle genannt, wenn wir sie von
folgenden Intervallen unterscheiden wollen. Statt runden Klammern werden manchmal auch
umgedrehte eckige Klammern verwendet, um offene und halboffene Intervalle zu bezeichnen.
Zum Beispiel findet man anstelle von (a,b) fir a,b € R oft auch ]a,b[ in der Literatur. Wir

werden hier stets runde Klammern verwenden.

UBUNG 3.22. — 1. Zeigen Sie, dass ein endlicher Durchschnitt von Intervallen wieder
ein Intervall ist. Kénnen Sie die Endpunkte eines nicht-leeren Durchschnitts mittels der

Endpunkte der urspriinglichen Intervalle beschreiben?

2. Wann ist eine Vereinigung von zwei Intervallen wieder ein Intervall? Was geschieht in
diesem Fall, wenn man zwei Intervalle des selben Typs (offen, abgeschlossen, halboffen)

vereinigt?
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DEFINITION 3.23. — Sei x € R. Ein Menge, die ein offenes Intervall enthélt, in dem z liegt,
wird auch eine Umgebung oder Nachbarschaften von x genannt. Fiir ein § > 0 wird das

offene Intervall (x — §, 2 + 9) die -Umgebung von x genannt.

3.24. — Beispielsweise wire also QU[—1, 1] eine Umgebung von 0 € R, aber [0, 1] ist nicht
eine Umgebung von 1. Wir bemerken noch, dass fiir § > 0 und z € R die 6-Umgebung von =z
durch {y € R||z—y| < §} gegeben ist. Wir werden |z —y| als Abstand oder Distanz von z zu
y interpretieren. Im Sinne des Wortes ,,Distanz” kann man ein paar der obigen Folgerungen neu
intuitiver ausdriicken. Zum Beispiel besagt (b), dass fiir z,y € R die Gleichheit |x —y| = |y —x|

erfiillt ist, was also bedeutet, dass die Distanz von x nach y der Distanz von y zu z gleich ist.

DEFINITION 3.25. — Eine Teilmenge U C R heisst offen in R, wenn fiir jedes x € U ein
offenes Intervall I mit x € I und I C U existiert. Eine Teilmenge F' C R heisst abgeschlossen
in R, wenn ihr Komplement R \ F' offen ist.

3.26. — Offene Intervalle sind offen, abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen. Intuitiv
ausgedriickt ist eine Teilmenge offen, wenn fiir jeden Punkt x in der Menge alle Punkte,
die nahe genug an z sind, wieder in der Menge liegen. Im Gegensatz zum herkdmmlichen
Sprachgebrauch ist ,,offen” nicht das Gegenteil von ,;abgeschlossen”. Die Teilmengen @ und R

von R sind sowohl offen als auch abgeschlossen, und die Teilmenge @Q C R ist weder noch.

UBUNG 3.27. — Zeigen Sie, dass eine Teilmenge U C R genau dann offen ist, wenn fiir
jedes Element x € U ein § > 0 existiert mit (z — §,z +9) C U.

UBUNG 3.28. — Sei U eine Familie von offenen, und F eine Familie von abgeschlossenen

Teilmengen von R. Zeigen Sie dass die Vereinigung und der Durchschnitt

UU und ﬂF

veu reF

wiederum offen, respektive abgeschlossen sind.

UBUNG 3.29 (Recherche). — Wir haben schon einmal iiber abgeschlossene Mengen in ei-
nem anderen Zusammenhang gesprochen, ndmlich im Beweis von Zorn’s Lemma. Sprachlicher
Zufall, oder steckt da mehr dahinter?
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3.2 Komplexe Zahlen

3.2.1 Definition der komplexen Zahlen

Unter Verwendung eines Korpers von reellen Zahlen R, den wir fiir diesen Abschnitt ein fiir

allemal festlegen, konnen wir die Menge der komplexen Zahlen als
C=R*={(z,y)| =,y €R}

definieren. Wir nennen Elemente z = (z,y) € C komplexe Zahlen, und werden diese in der
Form z = x + yi schreiben, wobei das Symbol ¢ als die imaginire Einheit bezeichnet wird.
Man beachte, dass bei dieser Identifikation + vorerst als Ersatz fiir das Komma zu verstehen
ist. Die Zahl x € R wird als der Realteil von z bezeichnet und man schreibt x = Re(z);
die Zahl y = Im(z) € R ist der Imaginérteil von z. Die Elemente von C mit Imaginérteil 0
bezeichnet man auch als reell und die Elemente mit Realteil 0 als rein imaginir. Via der
injektiven Abbildung x € R — z + 0¢ € C identifizieren wir R mit der Teilmenge der reellen

Elemente von C.

LR _
i‘j x*—ntj
-1+ 3 1+L
-1
} lo] 1 x <
_1...2. 'Ef"

Die graphische Darstellung der Menge C komplexe Ebene oder auch Gauss’sche Zah-
lenebene genannt. In der geometrischen Denkweise wird die Menge der reellen Punkte als
die reelle Achse und die Menge der rein imagindren Punkte als die imaginire Achse be-
zeichnet.

Wie Sie vielleicht schon erwartet haben, soll 7 eine Quadratwurzel von —1 sein. Formal
ausgedriickt wollen wir auf der Menge C eine Additionsoperation und eine Multiplikations-
operation definieren, so dass die Menge C zusammen mit diesen Operationen ein Korper ist

in dem i? = —1 gilt. Zusammen mit Komutativitat und Distributivitéit erhalten wir

(x1 4+ y119) - (22 + y2i) = 122 + T1Y20 + Y1220 + Y1y2i® = (w102 — y1y2) + (T1y2 + y122)i

was uns zu folgender Definition fiihrt.

DEFINITION 3.30. — Wir nennen Addition und Multiplikation auf der Menge C = Rx R

die folgenden Operationen.

(x1,y1) + (z2,92) = (1 + 22,91 +Y2) (Addition)
(1,91) - (T2, 92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + Tay1) (Multiplikation)
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PROPOSITION 3.31. — Die Menge C = R x R, zusammen mit dem Nullelement (0,0), dem

FEinselement (1,0) und den in 3.30 definierten Operationen, ist ein Korper.

Beweis. Wir iiberpriifen die Korperaxiome. Assoziativitat und Kommutativitat der Addition,
und dass (0,0) ein neutrales Element fiir die Addition ist, sind eine direkte Konsequenzen der
entsprechenden Figenschaften der Addition reeller Zahlen. Inverse Elemente fiir die Addition

sind durch —(z,y) = (—x, —y) gegeben, da

(z,y) + (-2, —y) = (z — 2,y —y) = (0,0)

gilt. Die Eigenschaften der Multiplikation nachzuweisen erfordert etwas mehr Aufwand. Wir
beginnen mit Assoziativitdt der Multiplikation: Seien (z1,y1), (z2,y2) und (x3,y3) Elemente

von C. Nun berechnet man

((w1,91) - (22,92)) - (23,y3) = (122 — Y192), (T1Y2 + Y122)) - (23, ¥3)

= (331372133 — Y1Y223 — T1Y2Y3 — Y12T2Y3, T1Y2X3 + Y1223 + T1X2Y3 — y1y2y3)

und gleichermassen berechnet man (z1,y1) - ((x2,¥2) - (3,y3)). Die Rechnungen zeigen dann,
dass

(('rlayl) : (x27y2)) : (x37y3) = (‘Tlayl) ’ (($27y2) : (x37y3))
gilt, das heisst, die in 3.30 definierte Multiplikation ist assoziativ. Kommutativitat der Multi-

plikation zeigt man ebenso durch direktes Ausrechnen

(x1,11) - (z2,92) = (T122 — Y12, T1Y2 + T2y1) = (22, y2) - (T1,91)

und genauso wird klar dass (1,0) ein neutrales Element fiir die Multiplikation ist. Als néchstes
iiberpriifen wir das Distributivitéitsgesetz: Seien wieder (x1,y1), (z2,y2) und (x3,ys) Elemente

von C. Dann gilt

xhyl) : (($27y2) + (x37y3))
r1,91) - (22 + 23,92 + ¥3)

(
(

= (7172 + 7173 — Y1Y2 — Y1Y3, Y1T2 + Y173 + T1Y2 + T1Y3)
(122 — y1y2, Y122 + T1y2) + (2123 — Y1y3, Y123 + 21Y3)
(

z1,y1) - (x2,92) + (z1,y1) - (23, 93),

womit gezeigt wire, dass C zusammen mit der in 3.30 definierten Addition und Multiplikation
ein Ring ist. Um dem Beweis der Proposition zu Ende zu bringen, miissen wir noch die Existenz
multiplikativer Inverser zeigen. Sei (z,y) € C mit (z,y) # (0,0). Es gilt also  # 0 oder y # 0,
und also in jedem Fall 22 + y? > 0. Ein multiplikatives Inverses zu (z,%) ist gegeben durch

(xzmTyz, xg%’yz), denn es gilt

@9 (e i) = (v e — v ey i o i) = (10)
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was zu zeigen war. O

Applet 3.32 (Komplexe Zahlen). Wir betrachten die Kérperoperationen (Addition, Multipli-
kation, multiplikatives Inverse) auf den komplexen Zahlen. Die wahre geometrische Bedeutung
der Multiplikation und des multiplikativen Inversen ldsst sich hier bereits erahnen, doch werden

wir diese erst spdter besprechen.

UBUNG 3.33. — Wire R? mit Addition wie in Definition 3.30 und mit der Multiplikation
definiert durch (a,b) x (¢,d) = (ac,bd) fir a,b,c,d € R auch ein Ring oder gar ein Korper,
jetzt mit Einselement (1,1)7

Wie schon erklért schreiben wir nicht (z,y) fiir komplexe Zahlen, sondern x + yi. Anstelle
von z+0i schreiben wir auch einfach x, und anstelle von 0+yi schreiben wir yi, und schliesslich
schreiben wir auch i fiir 1i. Wie gewiinscht gilt i> = —1. Entsprechend dieser Notation wollen
wir R als eine Teilmenge von C auffassen. Das ergibt Sinn, da Addition und Multiplikation

auf C eingeschrankt auf R mit der Addition und Multiplikation auf R {ibereinstimmen.

DEFINITION 3.34. — Sei z = = + yi eine komplexe Zahl. Wir nennen Z = z — yi die zu z
konjugierte komplexe Zahl. Die Abbildung C — C gegeben durch z +— Z heisst komplexe

Konjugation.

LEMMA 3.35. — Die komplexe Konjugation erfillt folgende Figenschaften:

1. Fiir alle z € C ist zz € R und zZ > 0. Des Weiteren gilt fir alle z € C, dass zz = 0

genau dann, wenn z = 0.

2. Fiir alle z,w € C gilt z+w =Z+w.

3. Firalle zyw e C qilt z-w =72 -w.

Beweis. Teil (1) folgt aus der Tatsache dass fiir z = x + yi
2z =(x+yi)(z —yi) = z? 4 o>
gilt. Um Teil (2) und (3) zu zeigen schreiben wir z = x1 4+ y17 und w = x93 + yoi. Dann gilt
zHw=(z1+x2) — (y1 +y2)i = (z1 —y19) + (w2 — 1) =2+ W

und

z-w = (r122 — y1y2) — (T1y2 + y1x2)i = (21 — y19) - (x2 — y2i) = Z - W,

was zu zeigen war. O

UBUNG 3.36. — Zeigen Sie die Identitéiten

Re(z) = : ;— : und Im(z) = S
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fiir alle z € C. Schliessen Sie insbesondere, dass R = {z € C| z = Z}. Was bedeuten diese

Gleichheiten geometrisch?

3.37. — Wie wir gesehen haben, ldsst sich auf C keine Ordnung definieren, die zur Addition
und zur Multiplikation kompatibel ist. Dennoch léasst sich auf den komplexen Zahlen Analysis
betreiben, was zum Teil in diesem Kurs aber vor allem im Kurs komplere Analysis im zweiten
Studienjahr des Mathematik- und Physikstudiums thematisiert wird. Grund dafiir ist, dass
C eine Verallgemeinerung des Vollstandigkeitsaxiom erfiillt, welches wir aber erst nach etwas

mehr Theorie besprechen koénnen.

3.2.2 Der Absolutbetrag auf den komplexen Zahlen

Es gibt keine Ordnungsrelation auf dem Korper der komplexen Zahlen die diesen zu einem
angeordneten Korper machen wiirde. Wir kénnen also nicht Definition 3.12 verwenden um
auf C einen Absolutbetrag zu definieren. Wir mochten trotzdem einen Absolutbetrag auf C
definieren, und zwar so, dass dieser moglichst viele Eigenschaften des Absolutbetrags auf R
hat und mit diesem kompatibel ist. Wir verwenden dazu die Wurzelfunktion, die in Ubung

3.18 eingefithrt wurde.

DEFINITION 3.38. — Der Absolutbetrag oder die Norm auf C ist die Funktion |-| : C — R

gegeben durch
|2| = V2Z = Va2 + 2
flir z=ao+ yi € C.

An dieser Stelle bemerken wir, dass fiir ein « € R der Absolutbetrag || = sgn(x) -z
und der Absolutbetrag von z als Element von C iibereinstimmen, da V2T = va? = ||
gilt. Insbesondere ist die neu eingefiihrte Notation nicht widerspriichlich und wir haben den
Absolutbetrag von R auf C erweitert. Es gilt |z| > 0 fiir alle z € C, und |z| = 0 genau dann,
wenn z = 0. Der Absolutbetrag auf C ist multiplikativ, es gilt ndmlich

lzw| = Vzwzw = Vazww = VZavww = |z||w]

flir alle z,w € C. Das sind essentiell Konsequenzen aus Lemma 3.35. Schliesslich gilt die

Dreiecksungleichung, das ist die Aussage von Proposition 3.39.

PROPOSITION 3.39 (Dreiecksungleichung). — Fir alle z,w € C gilt |z + w| < |z] + |w].

Beweis. Wir schreiben z = x1 + y1¢ und w = x9 + y21¢, und beginnen damit, die vorbereitende
Abschétzung
r1x2 + Y1y2 < |z||w] (3.1)
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herzuleiten. Diese Ungleichung ist eine einfache Instanz der sogenannten Cauchy-Schwarz

Ungleichung. Tatséchlich gilt

(z129 + y12)? < (z122 + Y132)* + (Y172 — T1%2)?
= 2123 + yiys + 2312001y + Y123 + T3Y5 — 22122192
= 2173 + yiys + yias + 23y

= (a1 +y1)(a3 + 93) = |2P|w],

und also z1z2 + y1y2 < |z||w| wie gewiinscht. Wir kommen zum eigentlichen Beweis der

Dreiecksungleichung. Dafiir berechnen wir

|2+ wl® = (21 + 22)° + (1 + 12)°
=% + a3+ yi + 3 + 2(x122 + 192)
= |2]* + [w]® + 2(z122 + y192).-

und erhalten aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung (3.1)
|2+ wl? = |2 + [wl + 2(z122 + y192) < |2 + [w]? + 2|z |w] = (2] + |w])?

wie gewiinscht. O

3.40. — Der Betrag der komplexen Zahl z = = + i ist die Quadratwurzel aus z2 + 32, und
entspricht in der geometrischen Vorstellung der komplexen Zahlen der der Lange der geraden
Strecke vom Ursprungspunkt 0 + 07 nach z. Genauso interpretieren wir fiir zwei komplexe
Zahlen z und w den Betrag |z — w| als Distanz von z nach w. Wie auch fiir die reellen
Zahlen lasst sich mit Hilfe des Absolutbetrags ein Begriff von Offen- und Abgeschlossenheit
einfiihren. Fiir die Definition von offenen Mengen in R wurden die symmetrisch um einen
zuvor fixierten Punkt liegenden offenen Intervalle verwendet. In Analogie dazu definieren wir

folgende Teilmengen von C.

DEFINITION 3.41. — Die offene Kreisscheibe mit Radius » > 0 um einen Punkt z € C
ist die Menge
B(z,r) ={weC]| |z —w| <r}.

Die abgeschlossene Kreisscheibe mit Radius r > 0 um z € C ist die Menge

B(z,r)={weC]| |z —w| <r}.

3.42. — Die offene Kreisscheibe B(z,r) zu r > 0 und z € C besteht also gerade aus jenen
Punkten, die Abstand strikt kleiner als » von z haben. Offene Kreisscheiben in C und offene
Intervalle in R sind in folgendem Sinne kompatibel: Ist z € R und r > 0, so ist der Schnitt

der offenen Kreisscheibe B(z,r) C C mit R gerade das offene, symmetrisch um z liegende
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Intervall (z — 7,z + r).

R

K

UBUNG 3.43. — Zeigen Sie folgende Eigenschaft von offenen Kreisscheiben: Seien 21, 29 € C,
r1 > 0 und ro > 0. Fiir jeden Punkt z € B(z1,7r1) N By, (22) existiert ein Radius r > 0, so dass

B(z,r) C B(z1,71) N B(22,12).

IMustrieren Sie Ihre Wahl des Radius r in einem Bild.

DEFINITION 3.44. — FEine Teilmenge U C C heisst offen in C, wenn zu jedem Punkt in
U eine offene Kreisscheibe um diesen Punkt existiert, die in U enthalten ist. Formaler: Fiir
alle z € U existiert ein Radius » > 0, so dass B(z,7) C U. Eine Teilmenge A C C heisst
abgeschlossen in C, falls ihr Komplement C \ A offen ist.

Nach Ubung 3.43 sind beispielsweise alle offenen Kreisscheiben offen. Es gibt, abgesehen
von den offenen Kreisscheiben, noch viele weitere, offene Teilmengen von C. Beispielsweise
ist jede Vereinigung von offenen Teilmengen offen. Zum Studium der offenen Mengen und
damit verwandten Begriffen werden wir in deutlicher grosserer Allgemeinheit im Kapitel 10

zuriickkehren.
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3.3 Maximum und Supremum

3.3.1 Existenz des Supremums

Wir haben in 2.93 und 2.94 bereits Maxima und obere Schranken fiir geordnete Mengen
definiert. Die Definitionen gelten insbesondere fiir Teilmengen von R mit der in R gegebenen

Ordnungsrelation. Wir wiederholen Sie hier noch einmal in diesem speziellen Kontext.

DEFINITION 3.45. — Eine Teilmenge X C R ist von oben beschrankt , falls es ein s € R

gibt mit z < s fiir alle x € X. Ein solches s € R nennt man eine obere Schranke von X.

DEFINITION 3.46. — Sei X C R eine Teilmenge. Ein Element 1 € X heisst Maximum
von X falls fiir alle x € X die Ungleichung x < z; gilt. Wir schreiben

r1 = max(X)

falls das Maximum von X existiert und gleich x; ist.

3.47. — Falls in einer Teilmenge X C R ein Maximum x; existiert, so ist es eindeutig.
Denn falls z; € X und z9 € X beide die Eigenschaften eines Maximums erfiillen, so folgt
r1 < a9 weil 29 ein Maximum ist, und zs < x1 weil 1 ein Maximum ist, und damit x; = zs.
Wir diirfen also von dem Maximum einer Teilmenge X C R sprechen, falls eines existiert. Ein
abgeschlossenes Intervall [a,b] mit Endpunkten ¢ < b in R hat a = min([a, b]) als Minimum
und b = max([a, b]) als Maximum. Es gibt jedoch auch Mengen, die kein Maximum besitzen.
Beispielsweise hat das offene Intervall (a,b) mit Endpunkten a < b in R kein Maximum. Es
wiirde sich zwar der Endpunkt b als Maximum anbieten, doch dieser liegt nicht in der Menge
(a,b) und ist also kein Kandidat fiir das Maximum. Ebenfalls R als Teilmenge von R oder

auch unbeschriankte Intervalle der Form [a, ), (a, c0) fiir a € R besitzen kein Maximum.

3.48. — Die Begriffe von unten beschrinkt und untere Schranke sowie Minimum

sind analog definiert. Wir schreiben
xo = min(X)

falls das Minimum von X existiert und gleich g ist. Eine Teilmenge X C R heisst beschrinkt,

falls sie von oben und von unten beschrankt ist.

DEFINITION 3.49. — Sei X C R eine Teilmenge und sei A :={a € R| z < aVz € X} die
Menge aller oberer Schranken von X. Falls das Minimum xy = min(A) existiert, dann nennen

wir dieses Minimum Supremum von X, und schreiben zy = sup(X).
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3.50. — Das Supremum von X ist also, falls es existiert, die kleinste obere Schranke von

X. Wir kénnen das Supremum zy = sup(X) von X direkt dadurch beschreiben.
x < xp fir alle x € X und (x<zfiraller € X) = zo <1 (3.2)

Aquivalent dazu kénnte man das Supremum von X auch dadurch charakterisieren dass keine

reele Zahl x; strikt kleiner als zy = sup(X) eine obere Schranke von X ist.
x < x fiir alle z € X und r1 <x9g = (Fz € X mit 1 < z). (3.3)

Die Aussagen (3.2) und (3.2) sind dquivalent. Wir haben die Frage der Existenz des Supremums
noch nicht behandelt. Falls X die leere Menge ist oder falls X nach oben unbeschriankt ist
kann das Supremum nicht existieren. In allen anderen Féllen existiert es, wie folgender Satz

zeigt.

SATZ 3.51 (Supremum). — Sei X C R eine von oben beschrinkte, nicht leere Teilmenge.

Dann existiert das Supremum von X.

Beweis. Nach Annahme ist X nicht leer, und die Menge der oberen Schranken A := {a €
R| x < aVx € X} ist ebenfalls nicht leer. Des Weiteren gilt fiir alle x € X,a € A die
Ungleichung x < a. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom 3.15 folgt daher, dass es ein ¢ € R gibt,
so das

r<c<a

fiir alle x € X und a € A gilt. Aus der ersten Ungleichung folgt, dass ¢ eine obere Schranke
von X ist, also ¢ € A. Aus der zweiten Ungleichung folgt, dass ¢ das Minimum der Menge A
ist. O

Applet 3.52 (Supremum einer beschriankten nicht-leeren Menge). Wir betrachten eine be-
schrdankte nicht-leere Teilmenge von R und zwei dquivalente Charakterisierungen des Supre-

mums dieser Menge.

PROPOSITION 3.53. — Seien X und Y wvon oben beschrinkte, nicht leere Teilmengen von

R, und schreibe
X+Y ={zr+y|lreX,yeY} und XY ={zy| ze X,yeY}

Die Mengen X UY, X NY und X +Y sind von oben beschrinkt, und falls x > 0 fir alle
r € X undy >0 firalley €Y gilt, so ist auch XY wvon oben beschrinkt.

(1) Es gilt sup(X UY') = max{sup(X),sup(Y)}.
(2) Falls X NY nicht leer ist, so gilt sup(X NY) < min{sup(X),sup(Y)}.

(3) Es gilt sup(X +Y) = sup(X) + sup(Y).
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(4) Falls x >0 fir allex € X und y > 0 fir alley €'Y, so gilt sup(XY') = sup(X)sup(Y).

Beweis. Der Nachweis von (1) und (2) ist dem Leser iiberlassen. Um (3) zu beweisen schreiben
wir g = sup(X) und yo =sup(¥). Sei z € X +Y . Esgibt r € X und y € Y mit z =z + y,
und wegen x < xg und y < yo gilt z < ¢ 4+ yo. Das heisst, zg + yo ist eine obere Schranke
flir X +Y. Wir wollen zeigen, dass xg + yog das Supremum von X + Y, also die kleinste obere
Schranke von X + Y ist. Angenommen es gabe ein zg < 2o+ yo mit z < zg fiir alle z € X +Y.
Setze

E=x0+ Yo — 20-

Da zp das Supremum von X ist, existiert ein x € X mit x > xg — /2 wie (3.3) zeigt, und

genauso existiert ein y € Y mit y > yo — /2. Setze z = x + y. Es folgt daraus
z=x+y>x0—£6/2+yo—£/2 =2

was im Widerspruch dazu steht, dass zg eine obere Schranke fiir X + Y ist. Der Nachweis von
(4) erfolgt auf dhnliche Weise. O

3.54. — Fir eine von unten beschrénkte, nicht leere Teilmenge X C R wird die grosste
untere Schranke von X auch das Infimum inf(X) von X genannt. Es gilt die zu Satz 3.51

analoge Existenzaussage fiir das Infimum. Alternativ kann man das Infimum von X als
—sup{—z| z € X}

definieren. Uberhaupt kann man dadurch praktisch alle Aussagen iiber Infima auf Aussagen

iiber Suprema zuriickfiihren.

3.3.2 Uneigentliche Werte

3.55. — In diesem Abschnitt wollen wir die Begriffe Supremum und Infimum auf be-
liebige Teilmengen von R erweitern. Dazu verwenden wir die Symbole co = 400 und —oo,
die keine reellen Zahlen darstellen. Wir definieren die erweiterte Zahlengerade, die auch

Zweipunktkompaktifizierung von R genannt wird, durch
R=RU{-00,+x}
und stellen uns diese als die Zahlengerade

vor. Hier haben wir den Punkt +oco rechts von R und den Punkt —oo links von R zu der

Gerade hinzugefiigt. Wir erweitern die Ordnungsrelation der reellen Zahlen < auf R, in dem
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wir —oo < x < oo fiir alle € R verlangen. Oft verwendete Rechenregeln fiir die Symbole

—oo und oo, wie die Folgenden, sind Standardkonventionen.

00+ x=00+00=00 und —00+T=—-00—00=—00
fiir alle z € R und

X+ 00 =00"00=00 und - (—00) =00 (—00) =—00

fiir alle x > 0. Man sollte solche Konventionen moglichst sparsam benutzen und vorsichtig

damit umgehen. Die Ausdriicke oo — oo und 0 - co oder dhnliche bleiben undefiniert.

DEFINITION 3.56. — Sei X eine Teilmenge von R. Falls X C R nicht von oben beschrankt
ist, dann definieren wir sup(X) = oo. Falls X leer ist, setzen wir sup(@) = —oo. Wir nennen

in diesem Zusammenhang oo und —oo uneigentliche Werte.

3.57. — Die logische Aussage sup(X) = 400 ist also gleichbedeutend, nach Definition, mit

der Aussage dass X nicht von oben beschréankt ist, also
Vage Rz e X : x> a9

und genauso ist sup(X) = —oo gleichbedeutend, nach Definition, mit der Aussage X = @.
Analog definieren wir inf(@) = +o0o0 und inf(X) = —oo, falls X C R nicht von unten be-

schrankt ist.

UBUNG 3.58. — Seien X und Y Teilmengen von R, und definieren Sie die Mengen X + Y
und XY wie in Proposition 3.53. Welche der Aussagen (1), (2), (3) und (4) gelten analog
fiir das Supremum wenn wir uneigentliche Werte zulassen? Welche Rechenkonventionen sind

dabei notwendig?

UBUNG 3.59. — Sei X eine Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass
sup(|X|) = max{sup(X), —inf(X)}

gilt. Hierbei ist | X| das Bild von X unter dem Absolutbetrag | - | als Funktion von R nach R.

UBUNG 3.60. — Zeigen Sie, dass die Abbildung

1 .
1_ﬂ fallbeO

v:R—(-1,1), x !
—1+ﬁ falls x < 0

bijektiv ist und die Ordnung erhélt. Das heisst, fir z,y € R gilt z <y <= ¢(z) < ¢(y).
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Erweitern Sie ¢ zu einer ordnungserhaltenden Bijektion % : R — [—1,1] und erkliren Sie

damit das obige Bild der erweiterten Zahlengerade.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 61


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 3.4 Konsequenzen der Vollstéandigkeit

3.4 Konsequenzen der Vollstandigkeit

Wir haben in Abschnitt 3.1 unter Verwendung des Vollstandigkeitsaxiom die Wurzelfunktion
eingefithrt und in Abschnitt 3.3 das Vollstdndigkeitsaxiom verwendet um die Existenz des
Supremums zu beweisen. In diesem Abschnitt werden wir einige weitere Konsequenzen des
Vollstéandigkeitsaxioms behandeln. Wir wahlen fiir den gesamten Abschnitt 3.4 einen beliebi-

gen Korper von reellen Zahlen R, und nennen die Elemente von R reelle Zahlen.

3.4.1 Das Archimedische Prinzip

Das Archimedische Prinzip ist die Aussage, dass es fiir jede reelle Zahl x € R eine ganze Zahl
n gibt, die grosser als x ist. Der folgende Satz, den wir mit Hilfe der Existenz des Supremums

beweisen, ist eine etwas prazisere Formulierung des Archimedischen Prinzip’s.

SATZ 3.61. — Fliir jedes x € R existiert genau einn € Z mitn < x <n—+ 1.

Beweis. Sei zunéchst x > 0 eine nicht negative reelle Zahl. Dann ist E = {n € Z| n < x} eine
von oben beschrankte Teilmenge von R, die nicht leer ist da 0 € E. Nach Satz 3.51 existiert
das Supremum sy = sup(E). Da sg die kleinste obere Schranke von E ist gilt s9 < z, und es
existiert ein ng € F mit sg — 1 < ng. Es folgt sg < ng + 1 und fir jedes m € E gilt dann
m < sgp < ng+ 1, und also m < ng. Daher ist ng das Maximum von E, und es gilt no+1 ¢ E,

also ng + 1 > x. Zusammenfassend folgt
ng<sp<x<ng+1

und die Existenz von n im Satz 3.61 ist im Fall x > 0 bewiesen. Falls x < 0 ist, dann kénnen wir
obigen Fall auf —x anwenden und schliessen damit genau so auf die Existenzaussage. Fiir den
Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass ni,ne € Z die Ungleichungen n1 < x <nj +1
und ng < x < ng + 1 gelten. Daraus folgt n; < x < ny + 1 und damit n; < ny. Analog folgt

no < ny, was nqg = no impliziert. O

DEFINITION 3.62. — Der ganzzahlige Anteil |x| einer Zahl = € R ist die nach Satz 3.61
eindeutig bestimmte ganze Zahl n € Z mit n < x < n + 1. Die durch z — |z| gegebene
Funktion von R nach Z heisst Abrundungsfunktion. Der gebrochene Anteil einer reellen
Zahl x ist {z} =z — |z] € [0,1).

KOROLLAR 3.63. — Fiir jedes € > 0 existiert eine ganze Zahln > 1 so, dass % < e gilt.

Beweis. Aufgrund von Satz 3.61 existiert einn € Z mit n > 1und n > e—1. Flirsoeinn € Z

gilt dann auch % <e. O
KOROLLAR 3.64. — Zu je zwei reellen Zahlen a,b € R mit a < b gibt es ein v € Q mit
a<r<b.
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Beweis. Nach dem Archimedischen Prinzip in Form von Korollar 3.63 existiert ein m € N mit
% < b—a. Ebenso gibt es nach dem Archimedischen Prinzip in Form von Satz 3.61 ein n € Z
mit n — 1 < ma < n oder dquivalenterweise "7_1 <a < ;-. Insbesondere gilt > < a+ %, was
mit % < b— a gerade

n 1
a< —<a+—<a+b—a=5b
m m

und damit das Korollar impliziert, wobei r = > gewiéhlt wird. O

Anders formuliert zeigt obiges Korollar, dass QQ jedes offene, nicht leere Intervall I schneidet,
das heisst, I NQ # @. Eine Teilmenge X von R heisst dicht in R falls jedes offene, nicht leere
Intervall von R ein Element von X enthélt. Korollar 3.64 besagt also: Q ist dicht in R.

UBUNG 3.65. — Zeigen Sie, dass fiir jedes x € R das Supremum von {r € Q| r < x} gerade

T ist.

UBUNG 3.66. — Sei @ € R eine reelle, irrationale Zahl. Betrachtet man den Beweis von

Korollar 3.64 nochmals, so realisiert man, dass die Existenz einer rationalen Zahl g € Q mit

gezeigt wird. Fragen zu Anndherung von reellen Zahlen mit rationalen sind Fragestellungen der
Diophantischen Approximation. Wir wollen hier auf elementare Weise ein stéirkeres Resultat
(Dirichlet’s Approximationssatz) zeigen. Sei @) € N eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass p € Z
und ¢ € N mit 1 < g < @ existieren, die

und insbesondere |a — £| < q% erfiillen.

3.4.2 Dezimalbruchentwicklung und Uberabzihlbarkeit

3.67. — Eine iibliche Vorstellung der reellen Zahlen ist durch nicht abbrechenden Dezi-

malbriiche gegeben. Formell definieren wir einen Dezimalbruch als eine Folge ganzer Zahlen
ap, a1, 02,03, . ..

mit 0 < a,, < 9 fiir alle n > 1. So einem Dezimalbruch kénnen wir ein eindeutiges Element

von R zuordnen, und zwar folgendermassen. Angenommen ag > 0. Wir setzen

n n
Ty = Zak -107* und Y = 107" + Zak -107%. (3.4)
k=0 k=0
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Man iiberpriift, dass fiir alle n > 0 und m > 0 die Ungleichung x, < y,, gilt, und kann also
nach dem Vollstdndigkeitsaxiom auf die Existenz eines ¢ € R schliessen mit der Eigenschaft
dass

Tn <c<yp (3.5)

fiir alle n € N gilt. Das Archimedische Prinzip in Form von Korollar 3.63 zeigt dass nur eine
reelle Zahl ¢ gibt, die die Ungleichung z,, < ¢ < y, fiir alle n > 0 erfiillt. Falls es namlich zwei

verschiedene solche Zahlen, etwa ¢ und d mit ¢ < d gébe, so folgt aus
T <c<d<uy,

und der Definiton von z, und y, die Ungleichung
0<d—c<107™"

fiir alle n > 0, was dem Korollar 3.63 widerspricht. Wir nennen das durch (3.5) eindeutig
bestimmte Element ¢ € R die reelle Zahl mit Dezimalbruchentwicklung ag, ajasasay . ... Eine
Alternative Definition wére

¢ = sup{a, | n > 0}

oder auch ¢ = inf{y, | n > 0}. Falls ap negativ ist, so betrachten wir zuerst die reelle
Zahl ¢ mit Dezimalbruchentwicklung —ag, ajasasas . .. und definieren dann die reelle Zahl mit

Dezimalbruchentwicklung ag, ajasasay . .. als —c.

3.68. — Es stellt sich jetzt die Frage, ob denn jedes Element von R als Dezimalbruch
geschrieben werden kann. Das ist tatséchlich so. Sei ¢ € R und ¢ > 0. Dann kénnen wir
ap := |c] und

an := | 10"c] — 10[10"1¢] (3.6)

definieren. Man {iberpriift dass die Folge ag, a1, ao, ... in der Tat ein ein Dezimalbruch ist,
also 0 < a, <9 fiir alle n > 1 erfiillt. Es ist dann ebenfalls nicht schwer, die Ungleichungen
3.5 zu iberpriifen, woraus folgt dass ¢ gerade die reelle Zahl mit Dezimalbruchentwicklung
ag, aiaqas . .. ist. Der Fall ¢ < 0 ergibt sich genauso, im dem man das Vorzeichen von ag in

der Dezimalbruchentwicklung von —c dndert.

3.69. — Zwei verschiedene Dezimalbriiche konnen die selbe reelle Zahl darstellen. Zum

Beispiel stellen die beiden Dezimalbriiche
0.1999999999999999 . . . und 0.2000000000000000.. . .

beide die reelle Zahl % dar. Das Problem tritt aber nur dann auf, wenn ein Dezimalbruch
ab einer gewissen Stelle zu einer konstanten Folge ...9999... wird. Um das auszuschliessen

kénnen wir folgende Definition in Betracht ziehen: Wir nennen echten Dezimalbruch jede
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Folge von ganzen Zahlen

agp, a1,0a2,as, . ..

mit 0 < a, <9 fir alle n > 1, und mit der Eigenschaft dass fiir jedes ng > 1 ein n > ng mit

an # 9 existiert.

UBUNG 3.70. — Sei ¢ > 0 eine reelle Zahl. Uberpriifen Sie, dass die durch (3.6) definierte
Folge ag, a1, as,... ein echter Dezimalbruch ist. Zeigen Sie anschliessend, dass dadurch eine

Bijektion zwischen R und der Menge aller echten Dezimalbriiche zustande kommt.

PropoSsITION 3.71. — Die Menge R ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Nach Cantor’s Diagonalargument, Satz 2.82, ist P(N) strikt méchtiger als N, und also
nicht abzahlbar. Um zu zeigen dass R nicht abzdhlbar ist, geniigt es also, die Existenz einer
Injektion

p:P(N)—=>R

nachzuweisen. Wir konstruieren so eine Injektion, in dem wir jeder Teilmenge A die reelle
Zahl ¢(A) zuordnen, deren Dezimalbruchentwicklung durch ag, ajasasay ... mit a, = 1 4(n)
gegeben ist. Injektivitdt der Funktion ¢ folgt aus Aufgabe 3.70, oder direkt: Sind A und B
verschiedene Teilmengen von N so ist AAB nicht leer. Sei n das kleinste Element von AAB.
Falls n € A und n ¢ B so gilt ¢(A) > ¢(B), und falls n ¢ A und n € B so gilt p(A) < p(B).
Es gilt also ¢(A) # ¢(B) in jedem Fall. O

3.4.3 Haufungspunkte einer Menge

Wie wir in Korollar 3.64 und implizit auch in den Aufgaben 3.65 und 3.66 gesehen haben,
kann jede reelle Zahl R rationale Zahlen beliebig gut angenéhert werden. Allgemeiner mochten

wir nun zu einer Menge A C R jene x € R betrachten, denen A beliebig nahe kommt.

DEFINITION 3.72. — Sei A C R und x € R. Wir sagen, dass x ein Hiufungspunkt der
Menge A ist, falls es fiir jedes € > 0 ein a € A mit 0 < |a — x| < € gibt.

In anderen Worten gibt es fiir einen Haufungspunkt xg in jeder Umgebung Punkte in A
die verschieden von xg sind. Dabei spielt es keine Rolle spielt zg in A liegt oder nicht. Die

Menge A kommt also ihren Haufungspunkten ,,von aussen“ beliebig nahe.

UBUNG 3.73. — Zeigen Sie, dass eine endlichen Teilmenge A C R keine Haufungspunkte
besitzt. Zeigen Sie, dass A = Z keine Haufungspunkte hat.

SATZ 3.74. — Sei A C R eine beschrinkte unendliche Teilmenge. Dann ezistiert ein Hdu-
fungspunkt von A in R.
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Beweis. Da A beschrankt ist konnen wir eine untere Schranke a und eine obere Schranke b
fiir A wéhlen. Es gilt also A C [a, b]. Wir definieren

X ={z € R| die Menge AN (—o0,z] ist endlich}.

Dann ist @ € X da AN (—o0,a] in der endlichen Menge {a} enthalten ist. Des Weiteren gilt
x < b fir jedes € X, denn fiir x > b ist AN (—oo,z] = A eine unendliche Menge nach
Annahme. Daher ist X eine nach oben beschrinkte, nicht leere Teilmenge von R, womit das
Supremum z = sup(X) nach Satz 3.51 existiert.

Sei nun £ > 0. Dann existiert ein x € X mit > x¢—¢, was zeigt, dass AN(—o0, z9—¢] eine
endliche Menge ist, da AN (—o0,z9 —&] C AN (—o0, x| gilt. Des Weiteren gilt 2o +¢ ¢ X auf
Grund der Definition von zg, und damit ist die Kardinalitdt von A N (—o0, ¢ + €| unendlich.
Es folgt, dass

AN(xzog—¢e,xz0+¢l = (AN (—oo,z0+¢]) \ (AN (—o0,20 — €])

eine unendliche Menge ist, und abgesehen von moéglicherweise xg und xg+¢ noch unendlich vie-
le weitere Punkte besitzen muss. Da € > 0 beliebig war, sehen wir, dass zy ein Haufungspunkt
der Menge A ist. O

Die Graphik 3.1 illustriert die Idee des Beweises von Satz 3.74. Wir betrachten das ,,grosste’
xo € R, fiir welches links von zy (im Bild in rot) nur endliche viele Punkte von A (im Bild
in griin) liegen. Um genau zu sein, muss ein solches z( nicht existieren, weswegen wir xq als
das Supremum {ber alle z mit dieser Eigenschaft nehmen. Schiebt man dieses xp nun um ein
kleines £ > 0 nach rechts auf zg+ ¢, so miissen unendlich viele Elemente von A links von zg+¢
liegen. Umgekehrt kann man xg etwas nach links nach zg — e schieben, womit nur endlich viele
Elemente von A links von zg — € liegen kénnen. Also befinden sich unendlich viele Elemente
von A zwischen xg — ¢ und o + €. Da aber ¢ beliebig war, muss xy ein Haufungspunkt von A

sein.

Figur 3.1: Idee des Beweises von Satz 3.74

Insbesondere erkennen wir im Beweis eine stiarkere Aussage fiir den gefundenen Haufungspunkt
xo der Menge A, nédmlich dass fiir alle € > 0 der Durchschnitt A N (z¢ — €,z + ) unendlich

ist. Dies eine alternative Charakterisierung von Haufungspunkten.

UBUNG 3.75. — Sei A C R und xy € R. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann ein Haufungspunkt
der Menge A ist, wenn fiir jedes ¢ > 0 der Durchschnitt von A mit der e-Umgebung (xg —

g, + €) unendlich viele Punkte enthélt.
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3.4.4 Das Intervallschachtelungsprinzip

Der Durchschnitt von ineinander geschachtelten, nicht leeren Intervallen, das heisst, Intervallen

I1 DI, D I3 D --- in R kann durchaus leer sein. Zum Beispiel gilt

ﬁ [n,oo)z@ und ﬁ (0,%)2@
n=1 n=1

auf Grund des Archimedischen Prinzips in Satz 3.61. Fiir abgeschlossene und beschriankte

Intervalle kann das nicht passieren, wie des nachfolgende Satz zeigt.

SATZ 3.76. — Sei F eine nichtleere Familie von beschrinkten und abgeschlossenen Teilmen-

gen von R, mit folgenden Eigenschaften:
1. 2 ¢ F
2. (Fl E]:)/\(FQEJ:) — Nk eF

Dann ist der Durchschnitt ﬂ F nicht leer.

FeF
Beweis. Da jede der Mengen F' € F beschrankt ist, existiert inf F' € R fiir jedes F' € F. Wir
definieren

s=sup{inf F'| f € F}

und behaupten, dass s € F fiir alle F' € F gilt. Zunéchst bemerken wir, dass s # oo gilt.
Tatséchlich, sei Fy € F. Da Fj beschrankt ist, gibt es ein M € R mit F; C [-M, M]. Falls
s = oo gelten wiirde, dann gébe es insbesondere ein F» € F mit inf F5 > M 4+ 1, woraus dann
I N Fy, = o folgen wiirde, entgegen der Annahme. Es gilt also s € R.

Sei F' € F. Wir wollen zeigen, dass s € F' gilt. Angenommen s ¢ F. Da F abgeschlossen,
und also R \ F offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit (s — e,s + ) N F = &. Nach Definition des

Supremums existiert ein F1 € F mit s — § < inf F;. Nun gilt aber
inf(FNFy) >inf F1 >s5—§ und (s—e,s+e)N(FNF) =0

woraus inf(F N Fy) > s+ ¢ folgt. Das widerspricht jedoch der Definition von s als Supremum.
Die Annahme s ¢ F' war also absurd, und somit gilt s € F. Da F' € F beliebig war, zeigt dies
den Satz. O

KOROLLAR 3.77 (Intervallschachtelungsprinzip). — Sei fiir jedes n € N ein nicht-leeres, ab-
geschlossenes, beschranktes Intervall I, = [ay, by] gegeben, so dass fir alle natirlichen Zahlen

m < n die Inklusion I, D I, gilt. Dann ist der Durchschnitt

ﬂ I, = [sup{an, | n € N},inf{b, | n € N}| (3.7)

n=1

nicht-leer.
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Beweis. Da I, N Iy = Lyaxfn,my # @ fiir alle ganzen Zahlen n,m gilt, sind die Hypothesen in
Satz 3.76 erfiillt, und also folgt, dass der Durchschnitt 3.7 nicht leer ist. O

UBUNG 3.78. — Zeigen Sie, dass eine Teilmenge I C R genau dann ein Intervall ist, wenn
fiir alle z,y € I und alle z € R die Implikation (z < z < y) = =z € I gilt. Schliessen Sie

daraus, dass ein beliebiger Schnitt von Intervallen wiederum ein Intervall ist.

UBUNG 3.79. — Seien I, = [ay,b,] fir n € N wie im Korollar 3.77 und nehmen Sie
zusétzlich an, dass inf{b, — a,|n € N} = 0. Zeigen Sie, dass in diesem Fall (>, I,, aus nur
einem Punkt besteht.
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3.5 Modelle und Eindeutigkeit der Menge der reellen Zahlen

Wir wollen in diesem Abschnitt erkldren, warum die Axiome der reellen Zahlen die reellen
Zahlen im Wesentlichen eindeutig festlegen. Damit diirfen wir ohne Weiteres eine beliebige
Version der reellen Zahlen betrachten oder je nach Zusammenhang auch verschiedene Vorstel-
lungen von reellen Zahlen haben. Zuerst wollen wir einige mégliche Modelle der reellen Zahlen

ansprechen.

3.5.1 Dezimalbriiche

Die Addition und Multiplikation von Dezimalbriichen sind durch die bekannten Algorithmen
gegeben. Allerdings muss die formale Beschreibung dieser Algorithmen auch nicht abbrechen-
de Dezimalbriiche erlauben und die reellen Zahlen R miissen in diesem Zusammenhang als
Quotientenraum von der Menge der Dezimalbriiche modulo einer Aquivalenzrelation definiert
werden. Denn zum Beispiel stellen 1.00... und 0.99... dieselbe reelle Zahl dar, und es gibt
unendlich viele reelle Zahlen mit zwei Dezimalbruchentwicklungen. Daher muss vor Bespre-
chung der Axiome diese Aquivalenzrelation genau definiert werden und auch gezeigt werden,
dass die Algorithmen wohldefinierte Abbildungen auf dem Quotientenraum R definieren.
Insgesamt ist die korrekte Konstruktion mit dieser Methode iiberraschend aufwendig. Des
Weiteren gibt es keinen guten Grund nur Dezimalbriiche zu betrachten und nicht auch andere
Basen zu erlauben (zum Beispiel Bindrdarstellungen von Zahlen). Letzteres wirft aber die
Frage auf, ob denn vielleicht manche Eigenschaften der reellen Zahlen davon abhéngen, ob
man 10 Symbole oder eine andere Anzahl verwendet. Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen
verneint diese Frage. Wir werden auf Dezimalbruchentwicklungen im Kapitel 7 nochmals zu

sprechen kommen.

3.5.2 Dedekind-Schnitte

Formal einfacher als Dezimalbriiche ist die Konstruktion der reellen Zahlen ausgehend von
den rationalen Zahlen durch sogenannte Dedekind-Schnitte, welche nach Richard Dedekind
(1831-1916) benannt sind. Dedekind’s Arbeit tiber die reellen Zahlen ist 1872 erschienen, geht

aber auf einen Analysis Kurs an der ETH zuritick!
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Stetigheit
unbd

irrationale Bablen

Die Betradytungen, welde den Gegenftand diefer Heinen Sdrift
bilben, ftammen aus dem Detbft bes Jahres 1858, Jd) befand mich
bamald al3 Profeffor am eidgendifijdhen Polptedhnicum u Jiiridh
jum erften Male in der Lage, die Elemente der Differentialtedynung
portragen ju miiffen, und fiihlte dabei empfindlider ald jemals frii=
her den Mangel einer wirtlid) wiflenfdaftlihen Begriinbung ber
Arithmetif. Bei dem Begriffe der nndherung einer verdnderliden
®rdfe an einen feften Grengwerth und namentlid) bei dem Beweife
be8 Sapes, bap jebe Gridfe, welde beftindig, aber nidyt iiber alle
Grengen widft, fih gewif einem Grenywerth ndhern mup, nahm
i meine Jufludyt su geometrijhen Evidengen. Audy jeht Halte idh
ein folded Herangiehen geometrijder Anjdjauung bei bem exften Unter=
ridte in der Differentialrednung vom bdidaftijden Standbpuncte aus
file auperordentlid) niiglid, ja unentbehrelidh, wenn man nidt gar
au biel Beit verlieren will. Aber dag diefe Art der Einfilhrung in
die Differentialvedynung feinen Anfprudy) auf Wifjenjdaftlichleit maden
fann, witd wohl Niemand leugnen.

Figur 3.2: Vorwort von Dedekind’s Arbeit [Ded1872]

DEFINITION 3.80. — Wir schreiben C(0) = {z € Q| = > 0}, und nennen Dedekind-
Schnitt jede nicht leere, von unten beschrinkte Teilmenge C' von Q mit der Eigenschaft, dass
C=C(0)+C, also

C={zx+c|zeC(0),ceC} (3.8)

gilt. Wir schreiben D fiir die Menge aller Dedekind-Schnitte

3.81. — Die Menge C(0) ist ein Dedekind-Schnitt. Allgemeiner ist fiir jede rationale Zahl
q die Menge

Clg) ={r Q| ¢ <z}
ein Dedekind-Schnitt. Aber beispielsweise ist auch {z € Q| 0 < z und 2 < 22} ein Dedekind-

Schnitt. Falls ein Dedekind-Schnitt eine rationale Zahl ¢ enthélt, dann enthélt er auch jede

rationale Zahl d mit ¢ < d. Ein Dedekind Schnitt kann kein minimales Element enthalten, das
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stiinde im Widerspruch zur Bedingung (3.8). Wir definieren in 3.83 und 3.86 eine Korperstruk-
tur, und eine dazu kompatible Ordnungsrelation auf der Menge D. Diese haben ausserdem die

Eigenschaft, dass fiir rationale Zahlen p, ¢

Clp+4q)=C(p) +C(q), C(pq) = C(p)C(q), p<q = C(p) <C(q)

gilt. Der Hauptsatz {iber Dedekind-Schnitte ist der folgende.

SATZ 3.82 (Dedekind). — Mit der in 3.83 und 3.86 gegebenen Addition, Multiplikation und
Ordnungsrelation, dem Nullelement C(0) und dem Finselement C(1) bildet die Menge der

Dedekind-Schnitte D einen vollstandigen, angeordneten Kérper.

Beweis. Die Aussage des Satzes ist die Zusammenfassung von Lemma 3.84, 3.87 und 3.88. [

DEFINITION 3.83. — Seien C und D Dedekind-Schnitte. Die Summe von C und D ist der
Dedekind-Schnitt
C+D={c+d| ceC,de D}.

Wir sagen C sei kleiner als D und schreiben C' < D falls C D D gilt.

LEMMA 3.84. — Mit der Operation + ist die Menge der Dedekind-Schnitte D eine kommu-

tative Gruppe mit neutralem Element C(0). Ausserdem gilt
1. C <D oder D <C fiir alle C,D €D
2. C<D —= C+H+FE<LD+FE firalle C,D,E €D

Beweis. Die Operation 4 : D x D — D ist assoziativ und kommutativ, und C(0) ist aufgrund
von (3.8) ein neutrales Element. Es bleibt die Existenz von inversen Elementen nachzuweisen.
Ist C' ein Dedekind-Schnitt, so priift man, dass

—C={z+d| z,d € Qmit z >0 und ¢+ d > 0 fiir alle c € C'} (3.9)

Dedekind-Schnitt ist, und C + (—=C') = C(0) gilt. Um die Linearitéit der Ordnungsrelation zu
zeigen, seien C' und D Dedekind-Schnitte. Falls C' O D gilt sind wir fertig. Andernfalls gibt
es ein Element d € D mit d ¢ C. Fiir jedes ¢ € C gilt dann d < ¢, und da jede rationale Zahl
der Form d + x mit z > 0 ein Element von D ist, gilt C' C D, also D < C'. Die Kompatibilitéit
der Ordnungsrelation mit der Addition ist offensichtlich. O

3.85. — Lemma 3.84 besagt, dass D mit der Operation 4+ und der Relation < eine kom-

mutative angeordnete Gruppe ist. Man iiberpriift leicht, dass fiir alle rationalen Zahlen p,

q

Cp+q)=C(p) + C(g), C(—q) = —C(q), p<q = C(p) <C(q)
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gilt. Mit anderen Worten ist die injektve Abbildung Q — D gegeben durch ¢ — C(q) ein

Homomorphismus angeordneter Gruppen.

DEFINITION 3.86. — Seien C und D Dedekind-Schnitte. Das Produkt von C und D ist
der Dedekind-Schnitt

{cd| ce C,d e D} falls C(0) < C und C(0) < D
op_ | tedl ce ~C.de D} falls C(0) > O und C(0) < D
—{ed| ce C,de —D} falls C(0) < C und C(0) > D
{cd| ce —C,d € —D} falls C(0) > C und C(0) > D

LEMMA 3.87. — Mit der in 3.83 und 3.86 gegebenen Addition, Multiplikation und Ordnungs-
relation, dem Nullelement C(0) und dem Einselement C(1) bildet die Menge der Dedekind-

Schnitte D einen angeordneten Kdrper.

Beweis. Seien C, D, und E Dedekind-Schnitte. Dass CC(1) = C(1)C = C gilt, folgt direkt
aus der Definition des Produkts. Falls C'(0) < C, C(0) < D und C(0) < E gilt, so folgt

C(DE) = (CD)E, CD = DC, C(D+E)=CD+CE

ebenfalls direkt aus den Definitionen und den entsprechenden Eigenschaften der Operatio-
nen mit rationalen Zahlen. Assozoativitdt und Kommutativitdt der Multiplikation sowie das
Distributativgesetz folgen fiir allgemeine C, D, E daraus, und aus der Tatsache, dass sowohl
C(—=D) = —(CD) als auch (—C)D = —(CD) gilt. Es bleibt die Kompatibilitédt der Ordnungs-
relation mit der Multiplikation zu zeigen, aber auch das folgt sofort aus der Definition von
CD im Fall C(0) < C und C(0) < D. O

LEMMA 3.88. — Der angeordnete Korper (D, <) ist vollstindig.

Beweis. Seien A und B nichtleere Teilmengen von C mit der Eigenschaft, dass A < B, also
A D B, fiir alle A € A und B € B gilt. Dann ist

c=|JB

BeB

ein Dedekind-Schnitt. Tatsdchlich ist C' nicht leer, die Bedingung (3.8) ist erfiillt, und C ist
nach unten beschréinkt, da fiir ein beliebiges A € A einerseits A nach unten beschréinkt ist
und andererseits A O C gilt. Nach Konstruktion von C € D gilt A D C' D B fiir alle A € A

und B € B, was zu zeigen war. O
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3.5.3 Weitere Modelle

Neben der Konstruktion mit Dezimalbriichen und der der Konstruktion mit Dedekind Schnit-
ten gibt es noch weitere Moglichkeiten, vollstédndige angeordnete Korper, also reelle Zahlen,

zu konstruieren. Wir diskutieren kurz drei.

3.89. — Falls wir von der zweidimensionalen euklidischen Geometrie ausgehen, so kon-
nen wir einen Korper reeller Zahlen R definieren, indem wir eine Gerade ¢ in der Ebene
gemeinsam mit zwei verschiedenen Punkten Py, P € g auswéhlen. Addition und Multiplika-
tion wird dann mit geometrischen Konstruktionen (siehe folgendes Applet) so definiert, dass
in R = g die Punkte Py und P; die Rolle von 0 und 1 in R {ibernehmen.

Applet 3.90 (Definition mittels der Zahlengerade). Wir deuten an, wie man mittels parallelen
Geraden die Addition und mittels dem Strahlensatz die Multiplikation auf der Zahlengerade

definieren kann.

3.91. — Es gibt eine wichtige Methode, wie man ausgehend von einem sogenannten me-
trischen Raum, also einer Menge in der wir einen Abstand zwischen jeweils zwei Elementen
definiert haben, einen grésseren vollstdndigen metrischen Raum konstruieren kann. Man nennt
das Prozedere Vervollstidndigung, wobei man den Begriff der Vollstandigkeit im Zusammen-
hang mit metrischen Rdumen natiirlich zuerst definieren muss. Angewandt auf die Menge Q
der rationalen Zahlen liefert die Vervollstéandigung in diesem Fall eine Konstruktion der reellen
Zahlen R. Wir besprechen diese Konstruktion in Abschnitt 6.1.4.

3.92. — Der schweizer Mathematiker A’Campo (geb. 1941) hat eine weitere kuriose Kon-
struktion gefunden, siehe [ACa2003|. Fiir dies nennen wir eine Abbildung f : Z — Z quasi-

linear, falls sie die Eigenschaft
{f(m+n)—=f(m)— f(n)| m,n € Z} <oo

hat. Wir bezeichnen die Menge der quasi-linearen Abbildungen mit Q und die Menge der
Abbildungen von Z nach Z mit endlichem Bild mit IC. Wir bemerken, dass K C Q und zum
Beispiel idz € Q \ K gilt. Man kann nun R als den Quotientenraum von Q definieren, wobei

f1, fo € Q aquivalent sind, wenn die Funktion

(i—fo):Z—1Z

in C liegt. Im Sinne der Algebra ist O bereits eine Gruppe beziiglich ,,punktweiser Addition*,
K C Q ist eine Untergruppe, und R = Q/K. Die Multiplikation der reellen Zahlen [fi],[f2] €
Q/K ist durch [fi o fo] und die 1 durch [idz] gegeben. Eine rationale Zahl r € Q wird in diesem
Modell durch die Aquivalenzklasse [f,] der Funktion

frime— |rm|
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dargestellt. Gewissermassen wird hier eine reelle Zahl durch die ,,durchschnittliche Steigung*

einer quasi-linearen Abbildung definiert.

3.5.4 Eindeutigkeit

Der nachfolgende Satz 3.93 besagt, dass es nicht darauf ankommt, welches Modell der reellen
Zahlen man benutzt oder wie genau man es konstruiert hat. Eine Abbildung ® wie in Satz
3.93 nennt man einen Isomorphismus von angeordneten Kérpern. Wir haben im Satz die
Null- und Einselemente der Kérper R und S beide mit 0, beziehungsweise 1 bezeichnet, die
Additionen in R und S sind beide als + geschrieben, und die Ordnungsrelationen beide mit
<. Wir iiberlassen es dem aufmerksamen Leser die Symbole jeweils richtig zu interpretieren.
Beispielsweise steht in ®(0) = 0 linkerhand die Null von R, rechterhand die Null in S.

SATZ 3.93 (Eindeutigkeit der reellen Zahlen). — Seien (R, <) und (S, <) wvollstindige an-
geordnete Kérper. Dann existiert genau eine Abbildung ® : R — S, die die folgenden Figen-
schaften erfillt:

1. Additivitit: ®(0) = 0 und ®(z +y) = ®(z) + ®(y) fir alle x,y € R.
2. Multiplikativitat: ®(1) = 1 und ®(zy) = ®(x)P(y) fir alle x,y € R.
3. Monotonie x <y = ®(x) < ®(y)) fur alle z,y € R.

Diese Abildung ® ist bijektiv.

Beweis. Es sei Q der Korper der rationalen Zahlen. Wie wir in 3.6 gesehen haben, kénnen wir
Q in Eindeutiger Weise als Unterkoérper von R auffassen, und genauso auch als Unterkorper
von S. Ist ® : R — S eine additive und multiplikative Abbbildung, so gilt

B0)=0, B(1)=1, B2 =d1+1)=d1)+d(1)=2,...
und also ®(n) = n fiir alle n € N, was man formell mit vollstandiger Induktion zeigt. Wegen
0=3(0)=d(1—1) = B(1) + B(~1) = 1 + B(~1)
gilt ®(—1) = —1, und deshalb ®(n) = n fiir alle n € Z. Schliesslich gilt

)=n-o()

S|

und damit @(%) = %, und allgemeiner ®(q) = ¢ fiir alle ¢ € Q. Falls nun ® : R — S auch noch
monoton ist, dann erhélt ® notwendigerweise auch Suprema: Ist A C R nach oben beschrinkt,
SO muss

®(sup(A)) = sup(®(A))

gelten, wobei linkerhand das Supremum in R, und rechterhand das Supremum in S steht. Man

bemerkt dass fiir jedes r € R das Supremum in R der Menge rationaler Zahlen sup{q € Q| ¢ <
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r} gerade r ist. Falls es also eine Abbildung ® wie im Satz gibt, dann héchstens eine, und sie
ist notwendigerweise durch
D(x) = supfg € Q| ¢ < 7} (3.10)

definiert. Das Supremum in 3.10 ist das Supremum in S der Menge {q € Q| ¢ < =} von ratio-
nalen Zahlen in S. Dass die durch 3.10 definierte Abbildung die Eigenschaften der Additivitét,
Multiplikativitat erfillt, also

supl¢ € Q| g <z +y} suplg € Q| ¢ <z} +sup{¢ € Q| ¢ <y} (3.11)
sup{g € Q| g <y} = sup{ge Q| g<z} -sup{ge Q]| ¢<y} (3.12)

folgert man leicht aus der Dichtheit von Q in R, also Korollar 3.64. Dass ® : R — S monoton ist,
folgt direkt aus der Definition. Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung ® : R — S bijektiv ist.
Wir vertauschen dazu die Rollen von R und S, und folgern, dass es eine eindeutige Abbildung
¥ : S — R gibt, die die Eigenschaften der Additivitat, Multiplikativitdt und Monotonie erfiillt.
Jetzt betrachten wir die Abbildungen

dg :R—R und JPod:R—-R

Beide dieser Abbildungen sind additiv, multiplikativ und monoton. Wir wissen aber, jetzt aus
dem Spezialfall S = R, dass es nur eine solche Abbildung geben kann. Also gilt ¥ o & = idg,
und genauso auch ® o ¥ = ids. Damit ist gezeigt dass ® bijektiv ist, da ¥ eine zu ® inverse
Abbildung ist. O

UBUNG 3.94. — Beweisen Sie (3.12) und (3.11) im Detail.

UBUNG 3.95. — Zeigen die Bijektivitit von ® im Beweis von Satz 3.93 wie folgt:
1. Benutzen Sie Dichtheit von Q in S um zu zeigen dass ® surjektiv ist.

2. Zeigen Sie, dass jeder Ringhomomorphismus von einem Koérper K in einen Ring R in-

jektiv ist, also insbesondere ® : R — S.

Ein Ringhomomomorphismus ¢ : K — R ist eine Abbildung, die die Eigenschaften der Addi-
tivitdt und Multiplikativitét in Satz 3.93 erfiillt.
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Reellwertige Funktionen in einer

Variablen

Wir haben im Kapitel 3 die reellen Zahlen eingefiihrt und ihre grundlegenden Eigenschaften
besprochen. In diesem Kapitel werden wir reellwertige Funktionen studieren, die auf einer
Teilmenge von R, typischerweise auf einem Intervall, definiert sind. Der zentrale Begriff dieses
Kapitels ist der der Stetigkeit.

4.1 Polynome und Polynomfunktionen

4.1.1 Summen und Produktnotation

Sei n > 1 eine ganze Zahl, und seien a1, ..., a, reelle oder komplexe Zahlen, oder allgemeiner
Elemente einer additiv geschriebenen, kommutativen Gruppe. Wir wollen im Folgenden die

allgemein gebréuchliche Summennotation

n
Zaj:al—kag—k-”—kan,
J=1

hier fiir die Summe von a; bis a,, benutzen. Wir werden a; als die Summanden und j als
den Index oder die Laufvariable der Summe bezeichnen. Genauso wie bei der Diskussion
kartesischer Produkte ist die Indexmenge selbst unwesentlich. Ist J eine endliche Menge, und

ist fiir jedes j € J eine Zahl a; gegeben, so schreiben wir

>4

jeJ

fiir die Summe aller Zahlen in der Menge {a; | j € J}. Fiir unendliche Indexmengen ist das in

dieser Allgemeinheit sinnlos. Wir wollen ebenfalls die allgemein gebrauchliche Notation

n
Haj :a1a2...an
7=1

76
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fiir Produkte benutzen. Die a; werden in diesem Zusammenhang als Faktoren bezeichnen,
und j wiederum als den Index. Die Produktnotation die wir hier verwenden hat vordergriindig

nichts mit dem kartesischen Produkt von Mengen zu tun. Wir werden die Konventionen

Zajzo und Hajzl

JjED JjED

fiir die Summe und das Produkt iiber die leere Indexmenge verwenden.

4.1. — Wir zeigen im Folgenden ein paar elementare Eigenschaften von Summen und
Produkten, die wir anschliessend ohne weiteren Kommentar benutzen werden. Die Summe

erfiillt die Gleichungen

n n

D ar+be) =) ar+ > b und > (car) =c>  a,
=1 =1 =1

k=1 k=1

wobei aq,...,an, b1,...,b, Elemente eines Vektorraums sind, und c ein Skalar ist. Des Wei-

teren gilt die Formel fiir die Teleskopsumme

n—1

Z(ak —ap41) = a1 — an

k=1
in der sich alle Terme bis auf den ersten und den letzten wegkiirzen. Die Formel fiir die Te-
leskopsumme lésst sich zur Abel-Summationsformel verallgemeinern, welche iiberraschend
viele Anwendungen in der Analysis und Zahlentheorie findet. Fiir eine ganze Zahl 1 < n und

Elemente aq, ..., an, b1,...,b, und c eines Korpers gilt
H(akbk) = <H ak> (H bk> und H(cak) =" H ay
k=1 k=1 k=1 k=1 k=m

analog zu den Formeln fiir Summen, und wir konnen ebenfalls analog zur Teleskopsumme
Teleskopprodukte betrachten, in denen sich alle bis auf den ersten und letzten Faktor weg-

kiirzen.

UBUNG 4.2. — Seien aq,...,an,b1,...,b, € C. Wir setzen A;, = Zk

=1 @j fiir £ € N mit

1 < k < n. Zeigen Sie die Abel-Summationsformel

n n—1
> arbe = Apbn + Y Ag(by — bryr).
k=1 k=1
Verwenden Sie dazu die Gleichung ap = Ap — Ag_1 fiir alle K € N mit 1 < k < n. Wenden Sie

die Abel-Summation auf die Summe )

—1)k
Z(k)

k=1

all.
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UBUNG 4.3. — Zeigen Sie, dass fiir komplexe Zahlen a1,...,a, € C die verallgemeinerte

Dreiecksungleichung
n

Sa

=1

n

<> lail-

=1

gilt.

LEMMA 4.4 (Bernoulli’sche Ungleichung). — Flir alle reellen Zahlen a > —1 und n € N gilt
(I+a)">1+na.

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion. Fiir n = 0 haben wir (14 a)" =1 =1+ na.
Angenommen die Ungleichung (1 + a)™ > 1 + na gilt fiir ein n € N. Nach Annahme an a ist

a > —1, was in Kombination mit der Annahme an n
1+a)"'=0104a)"1+a)>A+na)(l+a)=1+na+a+na®>>1+(n+1a

ergibt und damit den Induktionsschritt zeigt. Das Lemma folgt. O

UBUNG 4.5. — Verwenden Sie die Bernoulli’sche Ungleichung und das Archimedische Prin-
zip um folgende Aussage zu beweisen. Fiir alle z,y € R mit « > 1 existiert ein n € N, so dass

" >y gilt.

UBUNG 4.6. — Sei ¢ € N eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass sich jede natiirliche Zahl
m als Summe der Form m = Z,{CV:O arq® schreiben lisst wobei N € N und die Koeffizienten
ap,...,any € {0,1,..., N — 1}. Diese Aussage kennen Sie schon fiir ¢ = 10 wegen der Dezi-
maldarstellung natiirlicher Zahlen und vielleicht auch fiir ¢ = 2 wegen der Bindrdarstellung.

Fiir ein allgemeines ¢ spricht man auch von der g-naren Darstellung.

PROPOSITION 4.7 (Geometrische Summenformel). — Sein € N und ¢ € C. Dann gilt

. n+1 fallsqg=1
Zq = qn+1_1
k=0

(1_71 falls q 7é 1

Beweis. Fiir ¢ = 1 ist ¢* =1 fiir alle & € N und die Aussage folgt. Sei nun g # 1. Fiir n = 0
gilt 22:0 F=¢"=1= Z:—}, was also den Induktionsanfang zeigt. Angenommen die Formel

in der Proposition gilt bereits fiir n. Dann ist

n+1 n n+1 n+1 n+2 n+1 n+2
" -1 " -1 ¢""—q " -1
quzzqurq"“:ﬁJrq”“: — * = a1
k=0 k=0 q q q q
womit der Induktionsschritt gezeigt ist und die Proposition folgt. O
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UBUNG 4.8. — Verwenden Sie eine Teleskopsumme um die geometrische Summenformel

flir ¢ # 1 herzuleiten.

UBUNG 4.9. — Zeigen Sie, dass die g-niire Darstellung einer natiirlichen Zahl in Ubung 4.6
eindeutig bestimmt ist. Das heisst, fiir jedes m € N mit m = Zi:o apq® und ag # 0 sind £ € N
und die Koeffizienten ay,...,ap € {0,1,...,9 — 1} eindeutig durch m bestimmt.

4.1.2 Polynome

Wir fithren in diesem Abschnitt Polynome und Polynomfunktionen ein, beschrianken uns dabei

jedoch auf ein Minimum an Stoff. Polynome werden ausfiihrlicher in der Algebra behandelt.

DEFINITION 4.10. — Sei K ein beliebiger Kérper. Ein Polynom f in einer Variable T und

Koeffizienten in K ist ein formaler Ausdruck der Form

n
f= ao+a1T+a2T2+~--+anT":Zaka (4.1)
k=0
fiir ein n € N und Elemente ag,...,a, € K die wir als Koeffizienten bezeichnen. Hierbei

ist T' ein Symbol, das man auch als Variable bezeichnet und das verwendet wird, um die
Koeffzienten von einander zu trennen. Wir schreiben auch 7' = T und a7° = a fiir alle
a € K. Weiter darf ein Summand der Form 0T* fiir k¥ € N aus der Summe entfernt werden.
Wir definieren den Polynomring KT als die Menge der Polynome mit Koeffizienten in K
in der Variablen T, wobei Addition und Multiplikation formal durch Kommutativitdt und

Distributionsgesetz gegeben sind.

DEFINITION 4.11. — Sei f € K]JT] ein Polynom, gegeben wie in (4.1). Falls a, # 0,
so nennen wir a, den Leitkoeffizienten, und die natiirliche Zahl n den Grad von f. Wir
definieren den Grad des Polynoms f = 0 formal als —co. Ein Polynom von Grad < 0 heisst
konstant konstant, ein Polynom vom Grad < 1 heisst affin, und ein Polynom vom Grad < 2

heisst quadratisch.

4.12. — Wir schreiben fiir ein Polynom f € K|[T] gelegentlich auch f(7'), um anzuzeigen
dass die Variable T heisst. Die Schreibweise fiir Polynome sowie die Tatsache dass wir das
Symbol T Variable nennen, legt nahe dass Polynome in gewisser Weise Funktionen sind. Das
ist nicht ganz falsch. Man kann ein Polynom f € K[T] in einem Element ¢ von K auswerten

in dem man die Variable 7" in (4.1) durch c ersetzt

n
ap + arc+ asc® + - + apct = Zakc
k=0

k
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und somit ein Element f(c) € K erhélt. Auf diese Weise definiert das Polynom f eine Funktion
¢ — f(c) von K nach K, die wir tiblicherweise mit dem selben Symbol f notieren. Trotzdem
ist das Polynom f, das heisst der formale Ausdruck (4.1) nicht dasselbe wie die Funktion
f: K — K die durch (4.1) definiert wird. Das eine ist eine Formel, das andere eine Funktion,
und es kann durchaus sein dass zwei verschiedene Formeln ein und dieselbe Funktion definie-
ren. Das Phénomen ist, im Fall von Polynomen und durch Polynome definierte Funktionen,
nur bei Koeffizienten in einem endlichen Koérper moglich, und daher in der Analysis nur von

nebenséchlicher Bedeutung.

BEISPIEL 4.13. — Wir betrachten fiir den Korper F3 = Z/3Z mit drei Elementen 0, 1,2 die
Polynome f, g € F3[T] die durch

f=T3+T+1, g=2T"+1

gegeben sind. Das sind verschiedene Polynome, jedoch die assoziierten Funktionen sind gleich:
Es gilt

und also f(c) = g(c) fiir alle ¢ € Fs.

DEFINITION 4.14. — FEine Polynomfunktion auf C ist eine Funktion C — C der Form

z +— f(z) fiir ein Polynom f € C[T]. Analog dazu definieren wir auch Polynomfunktionen auf
R.

PROPOSITION 4.15. — Sei f(T') € C[T] ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es zu
jeder positiven reellen Zahl M > 0 eine reelle Zahl R > 1, so dass fir alle z € C mit |z| > R
auch |f(z)| > M gilt.

Beweis. Sei f(T) = apT"+a, 1T" '+ - -+a;T+ag ein Polynom mit komplexen Koeffizienten
mit a, # 0 und n > 1. Wir definieren ¢(T) € C[T] durch ¢(T) = ap—1T" ' + ... + a1 T + ao,
womit f(7T) = a,T" + q(T'). Nun schétzen wir |g(z)| fiir z € C mit |z| > 1 nach oben ab:

|Q(z)| = |anflzn_1 +...+a1z+ a0|
<an—12"" + ...+ larz| + |aol
= lan—1|[z"7Y + ... + [aa|z] + |ao]

< (lan_1| + ...+ |a1| + |ao))|z|""t = Alz|" !

wobei wir A = |a,_1|+ ...+ |a1| + |ao| gesetzt haben und |z| > 1 in der Form |z|¥ < |z|*~! fiir
k € {0,...,n — 1} verwendet haben. Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und f(z) =
anz" + q(2) gilt somit

[f(2)] = lanz"] = |g(2)] = an]|2]" — Alz|""
= (lanllz| = A)|2]"7" > |an]|2| - 4,
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falls |an||z] — A > 0 oder dquivalenterweise |z| > ﬁ. Sei nun M > 0 beliebig. Dann wéhlen

wir A Al
R = max{1, —, +
[

}.

Falls nun z € C die Ungleichung |z| > R erfiillt, dann gilt |z| > 1 und |z| > ﬁ, wonach obige

Ungleichungen ergeben

A+ M

£ 2 Janllz] = A2 Jou 5o

A= M,

was die Proposition beweist. O

KOROLLAR 4.16. — Die Zuordnung, die jedem Polynom f(T) € C[T] die zugehorige Poly-
nomfunktion z € C — f(z) € C zuweist, bijektiv.

Beweis. Angenommen f1(T), fo(T) € C[T] sind zwei Polynome, die fi(z) = fa(z) fiir alle 2z
in C erfiillen. Dann hat das Polynom ¢(7") = fi(T') — f2(T) die Eigenschaft, dass g(z) = 0
fiir alle z € C gilt. Falls der Grad des Polynoms ¢(7") grosser gleich Eins ist, widerspricht dies
dem ersten Teil der Proposition. Also ist g(7") konstant, womit g(7") = 0 gelten muss und
daher sind die Polynome f1(7") und f2(7') identisch. Diesen Beweis kann man ebenso fiir reelle

Polynome und die zugehorigen Polynomfunktionen von R nach R durchfiihren. O

Proposition 4.15 und das zugehorige Korollar 4.16 gelten analog ebenso fiir reelle Polynome
f(T) € R[T] und reelle Polynomfunktionen.

4.1.3 Nullstellen und Interpolation

Beim Betrachten eines Polynoms interessiert man sich oft fiir sehr spezifische Punkte, die
Nullstellen des Polynoms. Eine komplexe Nullstelle eines Polynoms f € C[T] ist eine Zahl
z1 € Cmit f(z1) = 0. In Abschnitt 3.2 wurde bereits erwidhnt, dass nach dem Fundamentalsatz
der Algebra jede Gleichung der Form a,x™ + ...+ a1x 4+ ag = 0 fiir ag,...,a, € C mit a,, # 0
und n > 0 eine Losung iiber C besitzt, oder genauer gesagt, dass jedes nicht-konstante Polynom

mit komplexen Koeffizienten eine Nullstelle in C hat.

UBUNG 4.17. — Verwenden Sie die Wurzelfunktion aus Ubung 3.18, um zu zeigen, dass
jedes Polynom mit reellen Koeffizienten von Grad 2 eine Nullstelle in C besitzt. Geben Sie die

Nullstellen explizit an.

4.18. — FEin wichtiges Hilfsmittel um Ringe von Polynomen zu studieren ist die Division
mit Rest. Wie wir wissen existiert auf N eine Division von n durch d mit Rest gegeben durch
n = qd + r. Dabei ist der Rest r strikt kleiner als d. Bei der Division mit Rest fiir Polynome
etwa bei der Divison von f durch g, soll der Rest einen strikt kleineren Grad als g haben. Wir
illustrieren dies im nachfolgenden Beispiel. In Analogie zu ganzen Zahlen sagen wir, dass ein

Polynom g ein Polynom f teilt falls es ein Polynom ¢ gibt mit f = qg.
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BEISPIEL 4.19. — Wir betrachten die Polynome f(T) = 3T* — 272 +5 und ¢(T) = T? + 1,
und behaupten, dass Polynome ¢ und r existieren, so dass f = ¢-g+r und deg(r) < deg(g) = 2
gilt. Um ¢ und 7 zu konstruieren betrachten wir das Polynom ¢;(T') = 3T?. Dann ist der Grad
von q- g vier und 71(T) = f(T) — q1(T)g(T) = —5T% + 5 hat einen strikt kleineren Grad als f.
Wir wenden das gleiche Prinzip nochmals auf r; an und betrachten das Polynom ¢» gegeben
durch ¢2(T') = —5. Dann gilt 71 (T') —q2(T")g(T") = 10. Insbesondere hat das Polynom 71 —g2-g
einen strikt kleineren Grad als das Polynom g, ndmlich Null. Wir setzen somit r =r; —qo - g.
Dann gilt

r=n-—q@d=f-q-g9-@g=f-(n+ae)y

Wenn wir ¢ = ¢ + g2 setzen, haben wir also f = ¢ - g+ r mit deg(r) = 0 < 2 = deg(g)

wie gewiinscht. Im Gymnasium wurde das Vorgehen vielleicht durch folgendes Diagramm

dargestellt:
(3T* —21? +5): (T?+1) =312 -5
—37* — 377
—5T%+5
5% +5
10
UBUNG 4.20. — Sei K eine Kérper uns sei ¢ € K[T] ein von Null verschiedenes Polynom.

Zeigen Sie, dass es es fiir jedes Polynom f € K[T] zwei eindeutig bestimmte Polynome ¢, r
mit deg(r) < deg(g) und f =q- g+ r gibt.

UBUNG 4.21. — Zeigen Sie, fiir ein beliebiges Polynom f(T) € K[T] und ein Element z € K,
dass das Polynom T — z genau dann f teilt, wenn f bei z eine Nullstelle hat. Schliessen Sie
daraus, dass ein von 0 verschiedenes Polynom vom Grad n > 1 hochstens n verschiedene
Nullstellen in K besitzt.

4.22. — In Hinblick auf Ubung 4.21 sagen wir auch, dass eine Nullstelle z € K von
f(T) € K[T] Vielfachheit k € N hat, falls (T'— z)* das Polynom f teilt, aber (T — 2)**! das
Polynom f nicht teilt. Ein Polynom vom Grad n > 1 hat n Nullstellen in K auch wenn man

diese entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach zahlt.

UBUNG 4.23. — Sei n € N und seien f,g € K[T] Polynome mit Grad kleiner gleich n.
Angenommen f und g stimmen auf mehr als n Punkten iiberein, das heisst, f(z) = g(z) gilt

fiir mehr als n Elemente z € K. Zeigen Sie, dass dies f = ¢ impliziert.

4.24. — Sei n > 1 eine ganze Zahl, z1,..., 2, € K paarweise verschiedene Elemente, und
wy,. .., w, € K beliebige Elemente. Nach Ubung 4.23 gibt es hochstens ein Polynom f € K[T]
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vom Grad n — 1 mit der Eigenschaft, dass

f(zr) = wy

fiir alle k = 1,2,...,n gilt. Wir zeigen nun, dass es so ein Polynom tatséchlich gibt. Das Auf-
finden eines solchen Polynoms wird als Lagrange Interpolation bezeichnet. Wir beginnen

damit, fiir jedes kK = 1,2,...,n das Polynom

n

T — z;
T) = .
Qr(T) szfzj
Jj=1
J#k

zu definieren. Die Notation bedeutet hier, dass wir das Produkt tiber alle j € {1,2,... ,n}\{k}
nehmen. Das Polynom Qx(7T") hat Grad n — 1, und es gilt

1 fallsj=k

Q(z)) = .
0 fallsj#k

wie man direkt durch Einsetzen von z; in das Produkt sieht. Das gesuchte Polynom f € KT

erhalten wir als Linearkombination
F(T) = wpQu(T)
k=1

wobei wir f(zx) = wy wiederum direkt durch Einsetzen in die Formel sehen. Da alle Polynome

Q. vom Grad n — 1 sind, ist f héchstens vom Grad n — 1.

UBUNG 4.25. — Finden Sie mit Hilfe der Lagrange Interpolation das Polynom f € Q[T]
vom Grad 5 mit f(k) = (=1)* fiir K =0,1,2,...5. Zeichnen Sie den Graphen.

Applet 4.26 (Polynominterpolation). Wir stellen in diesem Applet die Polynom-Interpolation
grafisch dar, wobei sie bis zun =7 Punkte x1,xo, ..., T, verwenden kinnen, um ein Polynom
zu definieren. Nach einigen Experimenten sieht man bereits Nachteile der Polynominterpola-
tion. Wenn man bespielsweise die Werte x1 < xo nahe an einander wdahlt aber y1 und yo nicht
so nahe, so ergeben sich schnell grosse Koeffizienten des Interpolationspolynoms, was bespiels-
weise zwischen x3 und g4 mit r3 < x4 unerwartete Auswirkungen fiir die Funktionswerte des

Polynoms hat.

4.27. — Genauso wie man den Korper der rationalen Zahlen aus dem Ring der ganzen
Zahlen konstruiert, kann man aus dem Polynomring K [T den Korper der rationalen Funk-
tionen K (T') konstruieren. Elemente von K (7T') sind Briiche 5, wobei f,g € K[T] Polynome
mit g # 0 sind. Mann nennt g eine rationale Funktion, auch wenn dieser formale Ausdruck
nicht wirklich eine Funktion darstellt, da wir soweit keinen Definitionsbereich angegeben ha-

ben. Eine rationale Funktion 5 kann man an allen Elementen von K auswerten die nicht eine
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Nullstelle von g sind. Sind f und g teilerfremd, so nennt man die Nullstellen des Polynoms g

auch Pole der rationalen Funktion 5.

4.28. — FKine Zahl a € C heisst algebraisch, falls es ein von Null verschiedenes Poly-
nom f € Q[x] gibt mit f(a) = 0. Beispielsweise sind i und /2 algebraisch, denn 22 + 1
hat 4 als Nullstelle und 22 — 2 hat v/2 als Nullstelle. Jede rationale Zahl ist algebraisch. Die
Menge Q der algebraischen Zahlen wird auch der algebraische Abschluss von Q in C ge-
nannt. Tatsichlich ist Q ein Unterkorper von C, im Moment fehlen uns aber noch die Mittel
um das zu beweisen. Nicht-algebraische Zahlen nennt man transzendent. Interessanterweise
sind die meisten Zahlen transzendent, wie die nichste Ubung zeigt. Konkrete Beispiele von

transzendenten Zahlen werden wir allerdings erst spéter angeben koénnen.

UBUNG 4.29. — Zeigen Sie, dass der Polynomring Q[x] abziihlbar unendlich ist. Schliessen
Sie daraus, dass der algebraische Abschluss Q C C von Q abzéihlbar unendlich ist.
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4.2 Reellwertige Funktionen

4.2.1 Beschranktheit und Monotonie

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei elementare Eigenschaften reellwertiger Funktionen,
Beschranktheit und Monotonie. Als reellwertige Funktion bezeichnet man jede Funktion
mit Wertebereich R. Sobald wir iiber Monotonie sprechen werden wir annehmen, dass der
Definitionsbereich der Funktionen die wir betrachten eine nicht-leere Teilmenge von R ist.
Informell spricht man dann von Funktionen in einer reellen Variablen. Den Begriff einer

Variablen werden wir nicht und wollen wir nicht definieren.

4.30. — Fiir eine beliebige, nicht-leere Menge D definieren wir die Menge der reellwertigen
Funktionen auf D als
FD)=RP ={f|f:D—R}

Die Menge F (D) bildet einen Vektorraum iiber R, wobei Addition und skalare Multiplikation
durch

(fi+ f2)(z) = fi(z) + f2(2) und (af1)(@) = afi(z)
fir fi,fo € F(D), a € R und alle x € D gegeben sind. Funktionen in F(D) lassen sich

multiplizieren, und zwar durch

(fif2)(z) = fi(2) f2(2)

fir alle f1,fo € F(D) und x € D. Die Menge F(D) bildet mit diesen Operationen einen
kommutativen Ring. Wir sagen, dass € D eine Nullstelle von f € F(D) ist, falls f(z) =
0 gilt. Die Nullstellenmenge von f ist durch {z € D | f(x) = 0} definiert. Wir definieren
schliesslich eine Ordnungsrelation auf (D) durch

fl < f2 <— VreD: fl(x) < fg(a?)

fir f1, fo € F(D). Wir sagen, dass f € F(D) nicht-negativ ist, falls f > 0 gilt.

UBUNG 4.31. — Seien Ny, Ny C D die Menge der Nullstellen von f; € F(D) beziehungs-
weise fo € F(D). Was ist die Nullstellenmenge von f; fo?

UBUNG 4.32. — Uberpriifen Sie, dass die oben definierte Relation < auf F(D) tatsichlich

eine Ordnung ist.

DEFINITION 4.33. — Sei D eine nicht-leere Menge und sei f : D — R eine Funktion.
Wir sagen die Funktion f sei von oben beschrankt, falls die Wertemenge f(D) von oben

beschrankt ist, und wir sagen f sei von unten beschrénkt ist, falls die Wertemenge f(D) von
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unten beschrankt ist. Wir sagen f sei beschrinkt falls f von oben und von unten beschrankt

ist.

4.34. — Wir bemerken, dass eine Funktion f : D — R genau dann von oben beschrénkt
ist, wenn es eine reelle Zahl R gibt, mit der Eigenschaft dass f(x) < R fiir alle x € D gilt.
Eine Funktion f: D — R ist genau dann beschrénkt ist, wenn es eine reelle Zahl R gibt, mit
der Eigenschaft dass |f(z)| < R fiir alle x € D gilt.

UBUNG 4.35. — Sei D eine nicht-leere Menge und sei B(D) C F(D) die Menge der be-
schrénkten Funktionen von D nach R. Zeigen Sie, dass B(D) einen Untervektorraum von F (D)
bildet, und dass fiir fi, fo € B(D) auch fifs € B liegt.

4.36. — Fiir eine Menge D konnen wir in Analogie zum reellen Vektorraum F (D) auch
den komplexen Vektorraum
Fe(D)={fl f:D—=C}

der komplexwertigen Funktionen Funktionen auf D definieren. Analog zum Fall reellwerti-
ger Funktionen sagen wir, dass eine Funktion f : D — C beschréankt ist, falls die reellwertige
Funktion z +— |f(z)| auf D beschrénkt ist. Ein Punkt = € D ist eine Nullstelle einer Funktion
f:D —C, falls f(x) =0 gilt.

DEFINITION 4.37. — Sei D eine Teilmenge von R. Eine Funktion f: D — R heisst
monoton wachsend, falls Vz,y e D:z <y = f(z) < f(y),
streng monoton wachsend, falls Vz,y € D :z <y = f(z) < f(y),
monoton fallend, falls Vr,y € D: 2 <y = f(z) > f(y),
streng monoton fallend, falls Ve,y € D:x <y = f(z) > f(y).

Wir nennen eine Funktion f : D — R monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton
fallend ist, und streng monoton, falls sie streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist.

BEISPIEL 4.38. — Sei D = [a,}] ein Intervall, und f : D — R die Funktion f(x) = 2.
Die Funktion f ist streng monoton wachsend falls @ > 0 und streng monoton fallend falls
b <0. Falls a < 0 < b gilt, so ist f nicht monoton. Im gegensatz dazu ist fiir jede Teilmenge
D von R und jede ungerade Zahl n die Funktion z — 2" auf D streng monoton wachsend.
Die Abrundungsfunktion |-| : R +— R ist monoton wachsend, aber nicht streng monoton
wachsend. Eine konstante Funktion ist sowohl monoton fallend als auch monoton wachsend.
Umgekehrt ist eine Funktion auf D C R die sowohl monoton fallend als auch monoton wachsen

ist, notwendigerweise konstant.
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UBUNG 4.39. — Beweisen Sie die Behauptungen in Beispiel 4.38.

1 £

//+'1

Figur 4.1: Eine streng monotone Funktion ist stets injektiv. Sie braucht jedoch nicht surjektiv
zu sein. Beispielsweise ist die Funktion f : R — R gegeben durch f(z) = %:1: + sgn(z) streng
monoton wachsend, aber nicht surjektiv, % liegt nicht im Bild.

UBUNG 4.40. — Sei D C R eine Teilmenge mit mindestens drei Elementen und f : D — R
eine Funktion. Betrachten Sie die folgenden Aussagen iiber f, beschreiben Sie ihre Bedeutung

in Worten, und geben Sie einen Beweis einiger Threr Behauptungen.
(i) Ve,ye Dz <y <= f(z) < f(y)

(i) Vo,y e D: 2z <y <= f(z) < f(y)

(ii) Va,y,z€ Dz <y <z = (f y) < f(z2)V f(x) > f(y) > f(z ))
(iv) Vo,y,z€ D:x <y <z = (f(z) < f(2)V f(z) > f(y) > f(2))
(v) Vo,y,2€ Dia<y<z = (f(z) < fly) < f2) V f(2) > f(y) > f(2))
(vi) Vo,y,2€ Dz <y<z = (f(z) < f(2)V f(z) = f(y) = f(2))
UBUNG 4.41. — Sei D C R eine Teilmenge und seien f, fi, fo € F(D) streng monoton

wachsend. Zeigen Sie, dass fi + fo € F(D) streng monoton wachsend ist und dass fiir a € R
die Funktion af € F(D) streng monoton wachsend ist, falls a > 0 und streng monoton fallend
ist, falls a < 0. Zeigen Sie, dass f; fo streng monoton wachsend ist, falls fi(z), fa(z) > 0 fiir
alle z € D.

Applet 4.42 (Monotonie von Einschrankungen). Bei vielen aber nicht allen Funktion f (de-
finiert auf Teilmengen von R) erhdlt man eine monotone Funktion mittels Einschrinkung von

f auf kleinere Intervalle.

4.2.2 Stetigkeit

DEFINITION 4.43. — Sei D C R eine Teilmenge und sei f : D — R eine Funktion. Wir
sagen, dass f stetig bei einem Punkt zy € D ist, falls es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle x € D die Implikation

|z —mo| <6 = [f(x) — flwo)| <¢
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gilt. Die Funktion f ist stetig auf D, falls sie bei jedem Punkt von D stetig ist. Formal ist
Stetigkeit von f auf D also durch

Veg € D:Ve>03>0Ve e D: |z —xo| <d = |f(x)— f(zo)| <&

definiert.

4.44. — Die folgende Illustration zeigt eine stetige Funktion auf D = [a,b) U (¢,d] U {e}.
Wir sehen, dass f insbesondere bei xg stetig ist: Egal wie klein man € > 0 wahlt gilt fiir ein

geeignetes § > 0, dass fiir alle z, die d-nahe bei x( liegen, auch f(x) e-nahe an f(z) ist.

e yve

)
Fx )-8

Applet 4.45 (Stetigkeit). Wir betrachten eine Funktion, die an den meisten (aber nicht allen)

Punkten des Definitionsbereichs stetig ist.

BEISPIEL 4.46. — Seien a und b reelle Zahlen. Die affine Funktion f : R — R gegeben
durch f(z) = ax+0b ist stetig. Ist a = 0, so ist die Funktion konstant und somit stetig. Sei also
a# 0. Ist zg € R und € > 0, dann gilt | f(z) — f(zo)| = |a||x — x| fur alle x € R. Betrachtet

man also die Wahl § = |§T| und ein € R mit |x — xg| < J, so ist

() = f(xo)| = lallz — 20| < ald = ¢

und somit ist f stetig. Die Funktion f : R — R gegeben durch f(x) = |z| ist ebenfalls stetig.
Ist ndmlich g € R und € > 0 beliebig, so gilt wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung
||#] = |zol| < |z — @] fiir alle # € R . Damit kann man mit der Wahl § = ¢ erreichen, dass
wenn |z — xo| < & auch ||z — |zo|| < |# — 20| < § = ¢ fiir alle z € R gilt, was die Stetigkeit
zeigt.
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£ = Ix] -

Die Funktion f : R — R gegeben durch f(x) = |[z] ist bei Punkten in Z nicht stetig. Ist
n € Z, dann gilt fiir jedes § > 0, dass |(n — 30) — n| < § und

[ln— 48]~ )] = [n) ~ ln = 38) 20— (- 1) =1

Damit ist die Stetigkeitsbedingung bei n € Z fiir ¢ < 1 nicht erfiillt.

UBUNG 4.47. — Zeigen Sie, dass die Funktionen f : R — R und g : [0,00) — R gegeben
durch f(z) = 22 und g(z) = \/x beide stetig sind.

UBUNG 4.48. — Sei D C R ein Teilmenge und sei f : D — R eine stetige Funktion. Sei D’

ein Teilmenge von D. Zeigen Sie dass die Einschrankung f|p/ stetig ist.

PROPOSITION 4.49. — Sei D C R, und seien f1, fo : D — R Funktionen, die bei einem
Punkt xo € D stetig sind. Dann sind auch die Funktionen fi1 + fa, f1- fo und afy fira € R

stetig bei xqg. Insbesondere bildet die Menge der stetigen Funktionen
C(D)={feF(D)| f ist stetig}

einen Untervektorraum des Vektorraums F(D).
Beweis. Seie > 0. Da f1 und f5 bei xg ststig sind, existieren d1,ds > 0, so dass fir alle z € D
gilt

|z — x| <61 = [fi(z) — fi(zo)| <

|z —xo| < d2 = |fa(w) — fa(wo)| <

NN RON AN

Wir setzen § = min{d;,d2} > 0 und erhalten

|z — 0| <6 = [(fr + fo)(x) — (f1 + f2)(w0)]

< [fi(z) — fi(zo)| + [ fa(z) — fa(z0)| < % +3

2

=¢&.
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Da ¢ > 0 beliebig war, erhalten wir, dass fi + f2 bei x¢ € D stetig ist. Das Argument fiir fi fo

ist dhnlich, aber etwas komplizierter. Wir beginnen mit der Abschétzung

|f1(x) f2(z) — f1(zo) fa(wo)| = | f1(2) f2(2) — fr(zo) fa() + fi(wo) f2(x) — fi(z0)fa(w0)]
< [fi(@) f2(x) — fi(zo) f2()| + [ f1(w0) f2(x) — f1(x0) f2(20)|
= |fi(z) = fi(zo)l|f2(2)] + | fr(zo)|[ fa(z) — f2(z0)]

8

fiir x € D unter Verwendung der Dreiecksungleichung. Sei € > 0 und wéhle §; > 0 und o > 0,

so dass fir z € D

9
© 2w +1)
[z~ 0| <6 = [fa(e) ~ fola)| < minfL g

(If1(zo)| +1)

|z — x| <1 = |fi(x) = fi(2o)]

}

erfiillt sind. Dann gilt fiir ein x € D mit |z — 29| < 0 = min{d;, Ja}, dass

|f2(z)] = | fa(x) — fa(z0) + faw0)| < [f2(x) — fa(z0)| + | fa(w0)| < 1+ |f2(z0)]

und damit

A+ faao))) = 5.

[fil@) = falwo) | fa(a)] < 5 >

(If2(z0)[ + 1)

Fiir das zweite Argument gilt ebenso

€ €

- < - <=
Gemeinsam erhalten wir | f1(z) fa(x) — fi(xo) f2(zo)| < € wie gewiinscht. Die Aussage iiber a f;
fiir a € R folgt mit Obigem und der Tatsache, dass die konstante Funktion mit Wert a € R
stetig ist. Insbesondere ist konstante Nullfunktion ein Element von C(D), und somit ist C(D)

ein Untervektorraum von F(D). O

KOROLLAR 4.50. — Polynomfunktionen sind stetig, das heisst, R[z] C C(R).

Beweis. Wie wir in Beispiel 4.46 gesehen haben, ist die Funktion p(x) = x stetig und kon-
stante Funktionen sind stetig. Vollstdndige Induktion und Proposition 4.49 zeigen, dass jede

Polynomfunktion o + > 7_, axz® stetig ist. O

PROPOSITION 4.51. — Seien Dy und Do Teilmengen von R und sei xg € Dy. Sei f: D1 —
Dy eine bei xg stetige Funktion und sei g : Do — R eine bei f(xg) stetige Funktion. Dann ist
go f: Dy — R bei xg stetig. Insbesondere ist die Verknipfung von stetigen Funktionen wieder
stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert aufgrund der Stetigkeit von g bei f(zg) ein n > 0, so dass
fiir alle y € Dy

[y — fxo)l <n = l9(y) — 9(f(x0))| < ¢
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gilt. Da n > 0 ist und f bei z( stetig ist, existiert ein § > 0, so dass fiir alle x € Dy
[z —xo| <0 = |f(z) = fzo)| <n
gilt. Zusammen ergibt sich, dass fiir alle x € D,

[z =20l <6 = |f(z) = flzo)l <n = l9(f(z)) — g(f(x0))| <€

gilt. Dies beweist dass g o f an der Stelle x( stetig ist. O

UBUNG 4.52. — Zeigen Sie, dass die Funktion RX — R gegeben durch z % stetig ist.

Schliessen Sie, dass Funktionen D — R der Art x — % stetig sind, wobei f : D — R und

g : D — R stetige Funktionen sind, und g auf D keine Nullstelle hat.

UBUNG 4.53. — Seien a < b < c reelle Zahlen, und f; : [a,b] — R und f5 : [b, ] — R stetige
Funktionen. Zeigen Sie, dass die Funktion f : [a, ] — R gegeben durch

fi(z) falls z € [a,b)

fla) =
) fa(x) falls z € [b, (]

genau dann stetig ist, wenn f1(b) = fo(b) gilt.

UBUNG 4.54. — Sei I C R ein offenes Intervall und sei f : I — R eine Funktion. Zeigen
Sie, dass f genau dann stetig ist, wenn fiir jede offene Menge U C R auch f~1(U) offen ist.

UBUNG 4.55. — Sei D C R eine Teilmenge und f : D — R eine Funktion. Zeigen Sie die

folgenden Aussagen.

1. Wenn f bei zg € D stetig ist, dann gibt es eine offene Umgebung U von xp und ein
M >0, so dass |f(z)] < M firallex e DNU.

2. Wenn f bei xg € D stetig ist und f(z() # 0 ist, dann gibt es eine offene Umgebung U
von xg, so dass f(z)f(xo) > 0 fiir alle x € D N U, das heisst, f(z) und f(zo) haben

dasselbe Vorzeichen.

UBUNG 4.56 (Challenge). — In dieser Ubung méchten wir zeigen, dass es zu einer mono-
tonen Funktion f auf einem Intervall [a,b] mit a < b hochstens abzahlbar viele Punkte geben
kann, bei denen f nicht stetig ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor: Sei A C [a,b] die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f.

(i) Sei z € A. Wir setzen

f-(@) =sup{f(2') | 2’ € [a,0],2" <}, fi(z)=inf{f(2))| 2’ € [a,b],2" > 2}

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 91


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 4.2 Reellwertige Funktionen

Zeigen Sie, dass f_(x) < fy(x) gilt. Wéhlen Sie anschliessend (Auswahlaxiom!) eine
rationale Zahl ¢g(z) in (f—(z), f+(z)).

(ii) Zeigen Sie, dass g: x € A — g(z) € Q injektiv ist und schliessen Sie auf die Aussage.

4.2.3 Der Zwischenwertsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir einen fundamentalen Satz, der die Idee formalisiert, dass
der Graph einer stetigen Funktion auf einem Intervall eine durchgehende Kurve darstellt und

also keine Spriinge macht.

£(b)

C

fla) i’

Qa X b

Hier wird gezeigt, dass eine stetige Funktion f auf einem im Definitionsbereich enthaltenen
Intervall [a, b] alle Werte zwischen f(a) und f(b) annimmt. Wie wir sehen werden, verwendet

der Beweis die Existenz des Supremums, und damit indirekt das Vollstandigkeitsaxiom.

SATZ 4.57 (Zwischenwertsatz). — Sei D C R eine Teilmenge, f : D — R eine stetige
Funktion und [a,b] ein in D enthaltenes Intervall. Fir jede reelle Zahl ¢ mit f(a) < ¢ < f(b)
gibt es ein x € [a,b], so dass f(x) = c gilt.

Beweis. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass a < b und f(a) < f(b)
gilt, andernfalls ist die Aussage des Satzes trivial. Sei nun ¢ € [f(a), f(b)]. Falls ¢ = f(a) oder
¢ = f(b) gilt, sind wir fertig. Also angenommen es gelte f(a) < ¢ < f(b). Wir definieren eine
Menge X C [a,b] durch

X ={zela,b] | f(z) <c}

und bemerken, dass a € X gilt. Die Menge X ist also nicht leer und von oben beschrénkt. Nach
Satz 3.51 existiert daher das Supremum zy = sup(X) € [a, b]. Wir werden nun die Stetigkeit
von f bei xy verwenden, um zu zeigen, dass f(xo) = c gilt.

Angenommen f(z9) < c¢. Dann folgt zo < b wegen f(b) > ¢ und zp € [a,b]. Wir wenden
nun die Stetigkeit von f bei zp an und finden fir e = ¢ — f(z9) > 0 ein § > 0 so dass

|z — x| <6 = |f(2) = flzo)| < c— flz0)
gilt. Da z¢ < b ist, existiert ein x € (xg,z9 + 0) N [a, b]. Fiir dieses x gilt dann

f(x) = f(zo) + (f(x) — f(20)) < f(w0) + ¢~ f(x0) = c.
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Also muss x in X liegen, was aber sup(X) = x9 < z widerspricht. Es folgt daraus, dass
f(zo) > ¢ gilt. Angenommen f(zp) > c. Dann folgt ¢ > a wegen f(a) < ¢. Wir verwenden
wieder die Stetigkeit von f bei zy und finden zu € = f(xg) — ¢ ein 6 > 0 mit der Eigenschaft

& — 20| <5 = [f(x) - f(x0)| < f(xo) —c.

Fir z € (zo — d,20) N [a, b] gilt dadurch

f(x) = fzo) + (f(2) = f(20)) > flxo) = (f(x0) —¢) = ¢,

wodurch = ¢ X und daher (zg — d,20) N[a,b] N X = @. Also ist o — 0 eine obere Schranke
von X, was aber x¢p = sup(X) widerspricht. Daher gilt f(z¢) = ¢ und der Satz folgt. O]

UBUNG 4.58. — Zeigen Sie, dass jede Polynomfunktion f : R — R von ungeradem Grad
eine Nullstelle besitzt.

UBUNG 4.59. — Sei I ein nicht-leeres Intervall und f : I — R eine stetige, injektive
Abbildung. Zeigen Sie, dass f streng monoton ist.

UBUNG 4.60. — Wir nennen eine Teilmenge M C R zusammenhiingend , wenn es keine
zwei offenen Mengen U,V C Rmit U NM # @, VN M # & sowie

UnMyu(VnM)=M und UNnVnNnM=g (4.2)

gibt. Ziel dieser Ubung ist es zu zeigen, dass die zusammenhéngenden Teilmengen von R gerade

die Intervalle sind. Siehe dazu auch Proposition 10.79.

1. Sei M C R eine Teilmenge, die nicht ein Intervall ist. Zeigen Sie unter Verwendung von

Ubung 3.78, dass M nicht zusammenhéngend ist.

2. Sei I C R ein nicht leeres Intervall und U,V C R offen wie in Gleichung (4.2) fiir
M = 1. Seien w € UNTI und v € VNI und ohne Beschrankung der Allgemeinheit u < v.
Betrachten Sie die Menge S = {s € R| [u,s] € U} und zeigen Sie in Analogie zum
Beweis des Zwischenwertsatzes, dass das Supremum von S weder in U noch in V, aber

in I liegen muss.

UBUNG 4.61. — Beweisen Sie den Zwischenwertsatz in folgenden Schritten. Sei I = [a, b]
ein Intervall und f : I — R stetig.

1. Zeigen Sie fiir jede offene Menge U C R, dass f~(U) von der Form U’N 1 fiir eine offene
Menge U’ C R ist.

2. Zeigen Sie, dass das Bild von f zusammenhéngend ist, und folgern Sie daraus den Zwi-

schenwertsatz unter Verwendung von Ubung 4.60.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 93


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 4.2 Reellwertige Funktionen

4.2.4 Der Satz iiber die Umkehrabbildung

In diesem Teilabschnitt zeigen wir, dass jede stetige, streng monotone Abbildung eine inverse
Abbildung besitzt, die ebenfalls stetig ist.

SATZ 4.62 (Umkehrsatz). — Sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige, streng monotone
Funktion. Dann ist f(I) C R ein Intervall und die Abbildung f : I — f(I) hat eine stetige,
streng monotone inverse Abbildung f=%: f(I) — I.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass I nicht leer und
nicht ein einzelner Punkt ist, und auch, dass f streng monoton wachsend ist, andernfalls ersetzt
man f mit —f. Wir schreiben J = f(I), und bemerken zuerst, dass die Funktion f : [ — J
bijektiv ist, da sie per Definition surjektiv ist, und auf Grund der strengen Monotonie auch
injektiv ist. Somit existiert eine eindeutig bestimmte Umkehrabbildung ¢ = f~! : J — I.
Die Funktion g ist streng monoton wachsend: Da f streng monoton wachsend ist, gilt x1 <

x9 <= f(x1) < f(x2) fir alle z1, 22 € I, was zu

9(1) < g9(y2) <= y1 <2

fiir alle y1,y2 € J dquivalent ist.

Seien f(x1) und f(x2) Elemente von J, mit f(x1) < f(z2), also z1 < z2. Um zu zeigen dass
J ein Intervall ist, geniigt es nach Ubung 3.78 zu zeigen, dass jedes y € Rmit f(z1) < y < f(22)
ein Element von J ist. Das folgt jedoch unmittelbar aus dem Zwischenwertsatz 4.57.

Es bleibt zu zeigen, dass g = f~! stetig ist. Sei also y9 € J und ¢ > 0. Wir definieren
den Punkt zp = g(vo), das Intervall U := I N (xg — €,29 + €), und das Intervall V- = f(U).
Tatséchlich sind U und V Intervalle, U ist ein Durchschnitt von Intervallen, und V das Bild
des Intervalls U unter einer stetigen Funktion. Wir behaupten, dass ein § > 0 existiert, so,
dass

JN(yo—6,yo+9) C V (4.3)

gilt. Falls g € I nicht ein Randpunkt des Intervalls I ist, dann gibt es z_ und x4 € I mit
xo—€e<x_ <wp < Ty <9+ e. Dann sind y4 = f(zr4) und y— = f(x_) Elemente von V,
und es gilt y_ < yo < y4+. Insbesondere gilt (yo — 9, yo + 9) fiir 6 = min{yp — y—,y+ — yo}, und
damit gilt (4.3).

Xo X X,
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Falls ¢ ein Randpunkt des Intervalls I ist, etwa das Maximum von I, dann gibt esein x_ € [
mit xg — e < x_ < xp. Hier haben wir benutzt, dass I nicht aus nur einem Punkt besteht.
Da f streng monoton wachsend ist, ist yo = f(xg) das Maximum von J, und es gilt (4.3) mit
= yp — y—, mit y_ = f(z_). Falls ¢y das Minimum von [ ist, so existiert genauso x4 € I
mit zg < x4 < xg — &, und (4.3) gilt fiir § = y+ — yo, mit y+ = f(z4).
Die Stetigkeit der Umkehrfunktion folgt nun direkt aus (4.3), denn fiir alle y = f(z) € J
mit |yo—y| < d gilt demnach y € V, also x = g(y) € U, und damit |g(yo) —g(y)| = |zo—2| < ¢,

was zu zeigen war. O

4.63. — Sei n € N. Dann ist die Polynomfunktion [0,00) — [0,00) gegeben durch z
" streng monoton wachsend und surjektiv. Um Surjektivitdt einzusehen betrachten wir ein
beliebiges ¢ € [0, 00). Nach der Bernoullischen Ungleichung, Lemma 4.4, gilt (c+1)" > nc > ¢,
womit ¢ zwischen 0 = 0" und (¢ + 1)" liegt. Aus dem Zwischenwertsatz 4.57 folgt nun, dass
es ein z zwischen 0 und ¢ + 1 gibt, fiir das 2™ = ¢ ist.

Nach dem Umkehrsatz existiert eine stetige, streng monoton wachsende Umkehrabbildung
[0,00) — [0, 00), die wir mit

x— Yz

notieren, und die n-te Wurzel genannt wird. Des Weiteren definieren wir fiir x € [0, 00) und
m,n € Nmitn #0

313

n

= V™ und T

und fiir z € (0, 00).

UBUNG 4.64. — Zeigen Sie die Rechenregeln

m2 m3  m2 my m2 m1 ma

yn, xm "2 =gnign2, (xnl)nzzxnl ng

33

m
n

(zy)n ==

fiir positive Basen x,y € (0, 00) und rationale Exponenten 7*, %11, %2 € Q.

LEMMA 4.65. — Seien m > 1 und k > 1 ganze Zahlen. Die m-te Wurzel ¥k ist genau

dann rational, wenn sie eine ganze Zahl ist.

Beweis. Angenommen ¥k = % € Q fiir zwei natiirliche Zahlen p > 1 und ¢ > 1. Nach Kiirzen
mit dem grossten gemeinsamen Teiler konnen wir annehmen, dass p und ¢ teilerfremd sind.
%)m = % ein gekiirzter Bruch, denn jeder Primfaktor von p™ ist ein

Primfaktor von p und jeder Primfaktor von ¢ ist ein Primfaktor von ¢. Somit sind p™ und

Dann ist aber auch k = (

q"™ teilerfremd. Nach Annahme ist aber Z—: = k eine ganze Zahl, was ¢ | p™, und also ¢ = 1
und damit ¢ = 1 impliziert. Dann ist k = p™ und ¥k = p eine ganze Zahl. Die Umkehrung
folgt einfach aus Z C Q. O
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UBUNG 4.66. — Sei k € N und m € N. Zeigen Sie, dass ¥/k genau dann rational ist, wenn
jeder Primfaktor p in der Primfaktorzerlegung von k die Eigenschaft p®|k und p®*! { k fiir

eine durch m teilbare nattrliche Zahl a hat.
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4.3 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass stetige Funktionen auf beschrinkten, abgeschlossenen

Intervallen — sogenannten kompakten Intervallen — besondere Eigenschaften besitzen.

4.3.1 Beschranktheit und Extremwerte

SATZ 4.67. — Seien a,b € R reelle Zahlen mit a < b und sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion. Dann ist f beschrinkt. Das heisst, es existiert ein M € R mit |f(z)| < M fir alle
x € [a,b].

Bewets. Wir betrachten die Teilmenge

X ={t€a,b]| fljay ist beschrinkt}

von [a,b]. Da [a,a] = {a} gilt, liegt a € X, womit X C [a,b] eine nicht-leere, beschrankte
Teilmenge von R ist. Nach Satz 3.51 existiert daher das Supremum sy = sup(X) von X.
Dieses Supremum ist ein Element von [a, b], da zum einen a € X liegt und zum anderen X
in [a, b] enthalten ist und somit b eine obere Schranke ist. Da f bei sq stetig ist, existiert ein

d > 0, so, dass fiir alle z € [a, b] die Implikation
[z —so| <6 = |f(x) — fls0)] <1
gilt. Wir definieren ¢ty = max{a, sy — ¢} und ¢t; = min{b, so + 6}, womit
[f(@)] < |f (@) = f(s0)[ + [f(s0)] <1+ [f(s0)] (4.4)

fir alle © € (to,t1) gilt. Da sop — ¢ keine obere Schranke von X ist, gibt es ein ¢ € X mit
t > s9 — 0. Daher ist f|,, beschrinkt und es existiert ein My > 0 mit |f(z)| < M fiir alle
x € |a,t]. Es gilt t > tp = max{a,so — d} und daher [a,t] U (to,t1) = [a,t1). Auf Grund von
Gleichung (4.4) und der Wahl von My gilt somit

|f ()] < max{Mo, 1+ [f(s0)l,[f(t)[}

fiir alle x € [a, t1]. Wir schliessen, dass t; € X liegt und ¢ < sg gilt. Da aber t; = min{b, sp+d}
per Definition, muss ¢; = b sein. Also ist f auf [a, b] beschrénkt. O

UBUNG 4.68. — Finden Sie Beispiele fiir. . .

1. ...eine unbeschrinkte, stetige Funktion auf einem beschrankten Intervall.
2. ...eine unbeschriankte, stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall.
3. ...eine unbeschriankte Funktion auf einem kompakten Intervall, die nur in einem einzigen

Punkt unstetig ist.
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DEFINITION 4.69. — Sei D eine Menge und f : D — R eine reellwertige Funktion auf D. Wir
sagen, dass die Funktion f ihr Maximum in einem Punkt 2o € D annimmt f(z) < f(xo)
fiir alle z € D gilt. Wir bezeichnen f(zg) als das Maximum von f. Analog nimmt f ihr
Minimum in xy € D an, falls f(z) > f(z) fir alle z € D gilt. Im dem Fall nennen wir f(z)
das Minimum von f. Maxima und Minima bezeichnet man summarisch als Extrema oder

Extremwerte.

SATZ 4.70. — Seien a < b € R reelle Zahlen und sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.

Dann nimmt f sowohl thr Maximum als auch thr Minimum an.

Beweis. Nach Satz 4.67 ist f beschrankt, womit nach Satz 3.51 das Supremum S = sup f([a, b])
existiert. Wir nehmen nun an, dass f(z) < S fiir alle x € [a, b] gilt, das heisst, dass die Funktion
f ihr Maximum nicht annimmt, und fithren diese Annahme auf einen Widerspruch. Falls also
f(z) < S fir alle = € [a, b] gilt, dann ist

F :]a,b] — (0,00), x =

S—f(x)

eine wohldefinierte Funktion auf [a, b]. Diese ist nach Proposition 4.51 stetig. Nach Satz 4.67
ist F' also beschrankt, womit ein M > 0 mit F'(z) < M fiir alle « € [a, b] existiert. Somit gilt
F(z)™' > M~ oder anders ausgedriickt

1
f(x)SS—M

fir alle z € [a,b]. Letzteres widerspricht aber der Definition von S als das Supremum von
f([a,b]). Durch Anwendung des selben Arguments auf — f ergibt sich ebenso, dass die Funktion

f ihr Minimum annimt. O

UBUNG 4.71. — Nimmt jede stetige Funktion f auf dem offenen Intervall (0, 1) ihr Maxi-

mum an?

4.3.2 Gleichmassige Stetigkeit

Ein weiterer grundlegender Satz iiber stetige Funktionen auf kompakten Intervallen verwendet

folgende Variante des Begriffs Stetigkeit.

DEFINITION 4.72. — Sei D C R eine Teilmenge. Eine Funktion f : D — R eine heisst
gleichmaissig stetig, falls es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dass

[z —yl <0 = [f(z) - fly)l <e

fiir alle x,y € D gilt.
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UBUNG 4.73. — Zeigen Sie, dass die Polynomfunktion f(x) = 2 auf R stetig, aber nicht
gleichmaéssig stetig ist. Zeigen Sie auch, dass die Einschrankung von f auf [0, 1] gleichméssig

stetig ist.

SATz 4.74. — Sei [a,b] ein kompaktes Intervall fir a < b und f : [a,b] — R eine stetige

Funktion. Dann ist f gleichmdssig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Wir definieren die Teilmenge
X = {t e [a,b] \ 36 > 0y, 29 € [at] : |11 — 2] <6 = |f(a1) — flz2)] < 5}

von [a, b]. Wir mochten zeigen, dass b € X liegt. Die Menge X ist nicht leer, da a ein Element
von X ist. Ist ¢ ein Element von X und ¢’ € [a, ], so ist auch ¢’ ein Element von X. Es folgt

daraus, dass X ein Intervall ist, ndmlich
X = [a, s0] oder X = [a, s0) (4.5)

wobei s¢ fiir das Supremum von X steht. Aufgrund der Stetigkeit von f bei sg € [a, b] existiert
ein 0; > 0, so dass fiir alle x € [a, b] die Implikation

€
|z —sol <1 = |f(x) — f(s0)| < 5
gilt. Fiir x1,x9 € [a,b] N (so — 01,80 + 1) gilt damit nach der Dreiecksungleichung

€ €
|f(21) = f(z2)| < [f(21) — f(s0)| + [f(s0) — f(z2)] < 5T57¢ (4.6)
Wegen (4.5) ist tg = max{a, sop — %51} ein Element von X, und daher existiert ein dg > 0 mit

Vo, xe € [a,to] 1 |z1 — x| < do = [f(x1) — f(m2)| < e. (4.7)

Wir definieren ¢; = min{b, s + 301} sowie § = min{do, 361} und behaupten, dass fiir diese
Zahlen

Vry,x € [a,t1] 0 |1 — 22| <6 = |f(z1) — f(z2)| <& (4.8)

gilt. Fiir den Beweis dieser Behauptung nehmen wir also x1, z9 € [a, t1] mit |21 —z2| < §. Nun

unterscheiden wir zwei Falle.

e Angenommen |z1 — so| < 361 oder |22 — sp| < 16;. Wir gehen ohne Beschriinkung der

Allgemeinheit von ersterem aus. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung
22 — so| < |wo — m1| + |21 — 50| < T+ 361 < 361+ 361 =6y

und somit |f(x1) — f(x2)| < e nach (4.6).
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e Angenommen |x; — sg| > %61 und |xy — so| > %51. Da auch z; <t < s9 + %51 fiir
j € {1,2} gilt, folgt x; < s9 — 301 < to fiir j € {1,2} und insbesondere z1,z2 € [a, to).
Nach Gleichung (4.7) gilt also auch in diesem Fall |f(x1) — f(z2)| < e.

Dies beweist die Behauptung, womit auch ¢t; € X gilt. Da aber sy das Supremum von X ist
und kleiner gleich ¢; = min{b, sg + %51} ist, muss 1 = sg sein. Dies ist per Definition von t;
aber nur dann moéglich, wenn sy = b ist, womit wir b = sy = t; € X gezeigt haben. Das heisst,

es existiert ein § > 0, welches fiir alle 21, x2 € [a, b] die Implikation
|71 — 22| <6 = [f(71) — f(m2)| <e¢

erfiillt. Da € > 0 beliebig war, beweist dies die gleichméssige Stetigkeit von f. O

UBUNG 4.75. — Gilt die Aussage von Satz 4.74 auch fiir stetige Funktionen auf dem offenen
Intervall (0,1)?

UBUNG 4.76. — Sei D C R, sei f: D — R eine stetige Funktion und sei ¢ > 0. Fiir jeden

Punkt zg € D definieren wir
A(zg) =sup {6 €[0,1] | z,y € DN (w0 — d,z0 +6) = |f(z) — f(y)| <e}. (4.9)
1. Zeigen Sie, dass die Menge rechts in (4.9) nicht-leer ist und A(xg) € [0, 1] somit wohl-
definiert ist.

2. Zeigen Sie, dass die Abbildung g — A(zg) stetig auf D ist, und dass fiir jedes xg € D
die Implikation |z — y| < A(zo) = |f(z) — f(y)| < e gilt.

Verwenden Sie die oben konstruierte Funktion A und Satz 4.70, um Satz 4.74 zu beweisen.

UBUNG 4.77. — In dieser Ubung betrachten wir einen weiteren Stetigkeitsbegriff.

1. Sei D C R eine Teilmenge. Wir nennen eine reellwertige Funktion f auf D Lipschitz-
stetig, falls ein L > 0 existiert mit |f(z) — f(y)| < L|z —y| fur alle z,y € D. Geben Sie
Beispiele von Lipschitz-stetigen Funktionen und zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige

Funktion auch gleichméssig stetig ist.

2. Essei f:R>o — R die Wurzelfunktion, f(x) = \/z. Zeigen Sie, dass fio ) : [0,1] — R
nicht Lipschitz-stetig ist, und dass fjj ) : [I,00) — R Lipschitz-stetig ist. Folgern Sie

daraus, dass die daraus, dass die Wurzelfunktion f : [0,00) — R gleichméssig stetig ist.
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Das Riemann Integral

Wir werden in diesem Kapitel die Idee von Abschnitt 1.1 aufgreifen und diese mit Hilfe
des Supremums und des Infimums, also implizit des Vollstandigkeitsaxioms, zum Begriff des

Riemann-Integrals ausbauen.

5.1 Treppenfunktionen und deren Integral

5.1.1 Zerlegungen und Treppenfunktionen

Fiir die nachfolgende Diskussion fixieren wir zwei reelle Zahlen a < b, und arbeiten mit dem
kompakten Intervall [a,b] C R.

DEFINITION 5.1. — Eine Zerlegung von [a, b] ist eine endliche Menge von Punkten
a=x0 <11 < < Tp1<xTp=">b

mit n € N. Die Punkte zy,...,z, € [a,b] werden die Teilungspunkte der Zerlegung genannt.

5.2. — Formal gesehen ist eine Zerlegung von [a, b] also eine endliche Teilmenge von [a, b]
die a und b enthalt, gemeinsam mit der Auflistung ihrer Elemente in aufsteigender Ordnung.

Eine Zerlegung induziert auch eine spezielle Art von Partition von [a, b], ndmlich
[CL, b] - {1'0} U (.%'0, xl) U {xl} U---u (xn—lyl'n) U {xn}

die fortan implizit verwendet wird. Eine Zerlegung a = yp < y1 < -+ < ¥Ym = b wird

Verfeinerung von a = zg < 21 < --- < &, = b genannt, falls

{ZCOaxla" . 7xn} - {y07y17"' 7ym}

gilt. Der Begriff der Verfeinerung fiihrt zu einer Ordnungsrelation auf der Menge aller Zer-
legungen von [a,b]. Wir halten fest, dass je zwei beliebige Zerlegungen von [a,b] immer eine

gemeinsame Verfeinerung haben.
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DEFINITION 5.3. — Eine Funktion f : [a,b] — R heisst Treppenfunktion, falls es eine
Zerlegung a = x9 < 21 < -+ < x, = b von [a,b] gibt, so, dass fir k = 1,2,...,n die
Einschrankung von f auf das offene Intervall (x;_1,2x) konstant ist. Wir sagen in dem Fall

auch die Funktion f sei eine Treppenfunktion beziiglich der Zerlegung a = z¢ < 1 < -+ <

Tn = b.
Figur 5.1: Der Graph einer Treppenfunktion auf dem Intervall [a, b)].
PROPOSITION 5.4. — Seien f1 und fa Treppenfunktionen auf [a,b] und seien si,ss € R.

Dann ist auch s1f1 + sofa eine Treppenfunktion.

Beweis. Es existieren Zerlegungen von [a, b] beziiglich welcher f; und fo Treppenfunktionen
sind. Zu diesen Zerlegungen gibt es eine gemeinsame Verfeinerunga =xg < x1 < --- < xp, = b
beziiglich welcher f; und fo Treppenfunktionen sind. Die Funktionen f; und fs sind also beide
konstant auf den offenen Intervallen (zp_1,xy), und demnach auch s; f1 + saf2, was bedeutet

dass s1f1 + so2f2 eine Treppenfunktion beziiglich a = zog < z1 < -+ < z,, = b ist. O

5.5. — Konstante Funktionen, und insbesondere die konstante Funktion mit Wert 0 sind

Treppenfunktionen. Nach Proposition 5.4 ist die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b]
TF([a,b]) ={f € F([a,b])| f ist eine Treppenfunktion}

ein Vektorraum, oder genauer, ein Unterraum des Vektorraums F([a,b]) der reellwertigen
Funktionen auf [a, b]. Genau wie im Beweis von Proposition 5.4 kann man zeigen, dass auch das
Produkt zweier Treppenfunktionen wiederum eine Treppenfunktion ist, das heisst, Treppen-
funktionen bilden auch einen Ring. Schliesslich bemerken wir noch, dass Treppenfunktionen

beschrankt sind, da sie endliche Wertemengen haben.

5.1.2 Das Integral einer Treppenfunktion

DEFINITION 5.6. — Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion beziiglich einer Zerlegung
a=uz9 < - <z, =bvon [a,b]. Wir definieren das Integral von f auf [a,b] als die reelle
Zahl

n

b
/ fl@)de =" cplawg — wx-1) (5.1)

k=1

wobei ¢ den Wert von f auf dem Intervall (x_1,xy) bezeichnet.
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Fiir den Moment kommt in der Notation (5.1) den einzelnen Symbolen [ und dz keine
Bedeutung zu. Urspriinglich steht das Symbol [ fiir ein S fiir ,,Summe“, und das Symbol dz
deutet eine infinitesimale Linge", also xp — xp_1 fiir eine ,infinitesimal feine“ Zerlegung. Die
Notation wurde von Leibnitz (1646-1716) eingefiihrt.

Xg = Q X1 Jat Xz X4 =b

Figur 5.2: Fiir eine nicht-negative Treppenfunktion f > 0 interpretieren wir (5.1) als Flachen-
inhalt der Ordinatenmenge {(z,y) € R?| a <z <b, 0 <y < f(z)} und im Allgemeinen als
vorzeichenbehafteten Nettoflacheninhalt.

5.7. — Die das Integral definierende Gleichung (5.1) ist nicht unproblematisch. A priori
héngt ndmlich die rechte Seite von der Auswahl einer Zerlegung des Intervalls [a, b] ab. Wir
miissen uns davon iiberzeugen, dass dies nur eine scheinbare Abhéngigkeit ist. Mit anderen
Worten: ist a = yg < -+ < Yy, = b eine weitere Zerlegung von [a, b] beziiglich welcher f eine

Treppenfunktion ist, so muss

m

D erlar — 1) =Y dilyr — ys-1) (5.2)

k=1 k=1

gelten, wobei dj, den konstanten Wert von f auf dem Intervall (yx_1, yx) bezeichnet. Wir iiber-
legen uns das in drei Schritten. In einem ersten Schritt nehmen wir an, dass die Zerlegung
a=19yy < - <Ypn=>feiner als a = xg < --- < x,, = b ist, und bloss einen zuséatzlichen Tren-
nungspunkt y; € (xy—1,2¢) = (yi—1,y1+1) hat. Das bedeutet aber einfach, dass die Summen
in (5.2) gleich sind, ausser dass der Term ¢;(x; — 2;—1) links zu d;(y; — yi—1) + dir1(Yis1 — v1)
rechts wird, was nichts am Wert der Summe &ndert da ¢; = d; = djy1 gilt. In einem zweiten
Schritt kénnen wir, mittels vollstandiger Induktion, schliessen dass (5.2) gilt wenn a = yp <

- < Ym = b feiner als a = g < -+ < x, = b ist, mit beliebig vielen zusétzlichen Tren-
nungspunkten. Schliesslich wissen wir, dass zwei Zerlegungen von [a, b] stets eine gemeinsame
Verfeinerung besitzen. Wir konnen damit (5.2) in voller Allgemeinheit zeigen, in dem wir bei-
de Seiten mit der entsprechenden Summe fiir eine gemeinsame Verfeinerung der gegebenen

Zerlegungen vergleichen.

PROPOSITION 5.8. — Die Abbildung [ : TF([a,b]) — R ist linear. Das heisst, fiir alle
frg € TF(la,b]) und o, p € R ist af + Bg eine Treppenfunktion, und es gilt

/ab(af + Bg)(z)dz = a/abf(a:)dx + ﬂ/abg(g;)dx
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Beweis. Wir haben bereits in Proposition 5.4 gezeigt, dass af + Sg eine Treppenfunktion ist.
Seia < xp < -+ < xp = b eine Zerlegung, so, dass die Funktionen f, g und demnach auch
af + Bg konstant auf den Intervallen (zp_1,x) sind. Ist ¢ der Wert von f und dj der Wert
von g auf (zj_1,xg), so ist acg + Bdy der Wert von af + Bg auf (zx_1,x). Es gilt demnach

n

b
/ (af + Bo) (@) = 3 (ack + Bdy)(wx — 7 1) =

k=1

was zu zeigen war. O

PROPOSITION 5.9. — Seien f und g Treppenfunktionen auf [a,b] mit f < g. Dann gilt

b b
/ fdzr < / gdzx.
a a

Beweis. Wie schon den Beweisen von Proposition 5.4 und Proposition 5.8 kénnen wir eine
Zerlegung a = xg < -+ < x, = b finden, so dass f und g konstant auf den Intervallen
(zk—1, ) sind. Wir schreiben wieder ¢ fiir den Wert von f und dj, fiir den Wert von g auf
(-1, ). Weil nun f < g gilt, also f(z) < g(z) fir alle x € [a,b], erhalten wir ¢ < dj, fur
alle k € {1,...,n} und demnach

b n n b
/ fdx:ZCk(fck—xkq) < de(aﬁc_xkfl) :/ gdx
a k=1 k=1 a

was zu beweisen war. O

UBUNG 5.10. — Seien [a, b], [b, ¢] zwei beschrinkte und abgeschlossene Intervalle und sei
fi € TF([a,b]) und fa2 € TF([b,c]). Zeigen Sie, dass die Funktion

fi(z) falls z € [a,b)

fila,] =R, z—
fo(x) falls z € [b, ]

eine Treppenfunktion auf [a, c] ist und geben Sie eine Zerlegung in Konstanzintervalle von f

an. Beweisen Sie anschliessend, dass das Integral von f durch

/acfd:v—/abfldx—i—/bcfgdx

gegeben ist. Zeigen Sie des Weiteren, dass jede Treppenfunktion auf [a, ¢] von obiger Form ist.
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5.2 Definition und erste Eigenschaften des Riemann-Integrals

Wie schon im letzten Abschnitt betrachten wir im Folgenden Funktionen auf einem kom-
pakten Intervall [a,b] C R zu reellen Zahlen a < b. Wir schreiben TF fiir die Menge der

Treppenfunktionen auf [a, b].

5.2.1 Integrierbarkeit reellwertiger Funktionen

Die nachfolgende Definition von Integrierbarkeit ist eine Variante der Riemann’schen Defini-
tion, die auf den franzosischen Mathematiker Jean-Gaston Darboux (1842-1917) zuriickgeht.
Wir werden zu einem spéteren Zeitpunkt aber auch kurz die sogenannten Riemann-Summen

besprechen, die von Riemann als Ausgangspunkt seiner Definition verwendet wurden.

5.11. — Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Dann definieren wir die Mengen der Untersum-
men U(f) und Obersummen O(f) von f durch

L{(f):{/abudw

Falls f beschrankt ist, so sind diese Mengen nicht leer. Fiir u,0 € 7F mit u < f < o gilt nach

Proposition 5.9 auch
b b
/ udr < / odx

und deshalb gilt s <t fiir alle s € U(f) und t € O(f). Insbesondere gilt die Ungleichung

b
uGT}'undu<f} O(f):{/ odx

OET]:undf<o}

supU(f) <inf O(f)

falls f beschrénkt ist.

DEFINITION 5.12. — Eine beschréankte Funktion f : [a,b] — R heisst Riemann-integrierbar,
falls supU(f) = inf O(f) gilt. In diesem Fall wird dieser gemeinsame Wert das Riemann-

Integral von f genannt, und als

b
/ fdx =supU(f) =inf O(f)

geschrieben.

5.13. — Wir bezeichnen a als die untere und b als die obere Integrationsgrenze, und
die Funktion als den Integranden fiir das Integral fab fdx. Falls f > 0 gilt und Riemann-

integrierbar ist, dann interpretieren wir die Zahl ff fdz als den Fldcheninhalt der Menge

{(z,y) eR*| a <z <b, und 0 <y < f(x)}.
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Da wir im bis auf Weiteres nur die Riemann-Integrierbarkeit und das Riemann-Integral ken-
nen, erlauben wir uns einfach von Integrierbarkeit und Integral zu sprechen. Neben der Rie-
mann’schen Integrationstheorie gibt es noch eine weitere wichtige solche Theorie, das soge-

nannte Lebesgue Integral.

PROPOSITION 5.14. — Sei f : [a,b] — R beschrankt. Die Funktion f ist Riemann-integrierbar

genau dann, wenn es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen u und o gibt, die

b
u< f<o und /(0—u)dm<€

erfillen.

Beweis. Seien A und B nichtleere Teilmengen von R mit der Eigenschaft dass a < b fiir alle
a € A und alle b € B gilt. Dann gilt sup A < inf B, und Gleichheit sup A = inf B gilt genau
dann, wenn es fiir jedes € > 0 ein @ € A und ein b € B mit b — a < ¢ gibt. Diese Uberlegung
gilt insbesondere fiir die Mengen U(f) und O(f). Die Implikationen

f ist Riemann integrierbar

supl(f) = inf O(f)

= Ve>03sclU(f),tcO(f)mitt—s<e
b
Ve >03u,oe TF, und u < f < o und / (o—wu)dx < e
beweisen die Proposition. O

Applet 5.15 (Unter- und Obersummen). Wir sehen den Graph einer Funktion, kénnen die
betrachtete Zerlegung verfeinern (mit dem Punkt 4 ) und dann (mit den Pfeilen) sowohl bessere
Untersummen also auch besser Obersummen zu der Funktion finden. Konnen Sie die optimalen
Unter- und Obersummen zu einer Zerlegung in 5 Intervalle finden? Nach einigen Experimenten
sollten Sie davon tiberzeugt sein, dass die betrachtete Funktion Riemann-integrierbar ist — dies

wird aus den spdteren Sdtzen dieses Kapitels recht schnell folgen.

5.16. — Gut zu wissen ist, dass das Riemann-Integral eine Verallgemeinerung des Integrals
von Treppenfunktionen darstellt und in diesem Sinne auch einfach vom Riemann-Integral einer

Treppenfunktion gesprochen werden kann. Dies ist Gegenstand von Ubung 5.17.

UBUNG 5.17. — Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion. Zeigen Sie, dass f Riemann-
integrierbar ist und dass das Riemann-Integral von f gleich dem Integral von f als Treppen-

funktion ist.

UBUNG 5.18. — Wiederholen Sie den Beweis von Proposition 1.1 und zeigen Sie, in der
Sprache dieses Abschnitts, dass f : x € [0,1] = 2? € R Riemann-integrierbar ist mit fol 22dx =
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%. Uberpriifen Sie an dieser Stelle auch, dass
U(f) = (~o03) und O(f) = (3,0)

gilt.

UBUNG 5.19. — Nicht alle Funktionen sind Riemann-integrierbar. Wir betrachten als Bei-
spiel die charakteristische Funktion f: [0,1] — R

1 z€Q

f@) =
) 0 z¢Q.

Die Behauptung ist, dass diese nicht Riemann-integrierbar ist. Sei o € TF mit f < o, und sei
0=x9 <<, =1 eine Zerlegung, so dass o auf jedem Intervall (xj_1,z)) konstant ist,
mit Wert ¢;. Da Q dicht in R ist, existiert ein x € (xx_1,z;) mit z € Q. Wegen f < o gilt
1= f(z) < o(x) = ck. Somit gilt

n

1 n
/ o(x)dx = ch(xk —Tp_1) > (xg — Tp—1) =xp —x0 =1
0 k=1 k=1

unter Verwendung von Teleskopsummen. Damit ist das obere Integral von f durch 1 gegeben,
da die Treppenfunktion mit konstantem Wert 1 Integral 1 hat und o beliebig war. Ahnlich
zeigt man, dass das untere Integral von f durch 0 gegeben ist. Somit ist f nicht Riemann-

integrierbar.

UBUNG 5.20. — Zeigen Sie, dass die Funktion f aus Beispiel 5.19 unteres Integral 0 hat.

5.2.2 Linearitidt und Monotonie des Integrals

Wir schreiben R([a, b]) oder einfach R falls [a, b] klar aus dem Kontext ist, fir die Menge der

Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b].
R(la,b]) = {f € F([a,b]) | f ist Riemann-integrierbar}

Treppenfunktionen sind integrierbar, es gilt also 7F([a, b]) C R([a,b]) C F([a,b]).

SATZ 5.21. — Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen R([a,b]) bildet einen
linearen Unterraum von F([a,b]) und das Integral ist eine lineare Funktion auf R([a,b]). Das
heisst, fir f,g € R(|a,b]) und o, € R ist af + Bg integrierbar, mit Integral

/ab(af+ﬁg)da::a/:fdx+5/:gdx.
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Beweis. Sei zunéchst f € R([a,b]) und o > 0. Fiir Treppenfunktionen u,o0 € TF([a,b]) mit
u < f <o gilt dann au < af < ao. Nach Proposition 5.8 folgt daraus o/ (f) C U(af) und

aO(f) C O(af). In der Tat ist
b
u € TF, ugf} {/ audx

QU (f) = {s/abudw

eine Teilmenge von U (af) und analog fiir sO(f) C O(sf). Nach Proposition 3.53 folgt

ueTF, augaf}

asup(U(f)) = sup(ald(f)) < sup(U(af)) < inf(O(af)) < inf(aO(f)) = ainf(O(f)).

Da f Riemann-integrierbar ist und somit sup(U(f)) = inf(O(f)) erfiillt ist, sind alle Un-

gleichungen tatséchlich Gleichheiten, und wir schliessen daraus dass af integrierbar ist und

/abozfdx:oz/abfdx (5.3)

gilt. Ist a < 0, so kehren sich in obigem alle Abschétzungen, die o beinhalten, um und man

dass

erhélt analog dass (5.3) auch fir @ < 0, und somit fiir alle @ € R gilt. Wir zeigen nun
Additivitat des Integrals. Seien also f, g zwei Riemann-integrierbare Funktionen auf [a, b] und
seien w1, ug, 01,09 Treppenfunktionen mit vy < f < 01 und us < g < 09. Dann gilt auch

ul + uo < f1 4 fo < o014 09, was geméss Proposition 5.8
U(f)+Ug) U +9) und O(f)+0(g9) CO(f +9)

zur Folge hat. Die Additivitdtseigenschaft in Proposition 3.53 zeigt

sup(U(f)) +supU(g)) = sup(U(f) +U(g)) < sup(U(f + g)) <
< inf(O(f + g)) < inf(O(f) + O(g)) = inf(O(f)) + inf(O(g))-

Da aber f und g Riemann-integrierbar sind, sind alle diese Ungleichungen Gleichheiten, und

wir schliessen daraus dass f + ¢ integrierbar ist und dass

/ab(f +g)dx = /ab fdz + /abgdx (5.4)

gilt. Die Aussage des Satzes ergibt sich nun aus der Kombination von (5.3) und (5.4). O

UBUNG 5.22. — Formulieren Sie im Beweis von Satz 5.21 den Fall o < 0 aus. Zeigen Sie,
dass die Inklusion U(f) +U(g) C U(f + g) strikt sein kann.

UBUNG 5.23. — Sei f € R([a,b]) Riemann-integrierbar. Sei f* € F([a,b]) eine Funktion,
die erhalten wurde, indem der Wert von f an endlich vielen Punkten in [a,b] abgedndert
wurde. Zeigen Sie, dass f* Riemann-integrierbar ist und das gleiche Riemann-Integral wie f
hat.
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PROPOSITION 5.24. — Seien f : [a,b] = R und g : [a,b] — R integrierbare Funktionen.
Falls f < g ist, so gilt auch fab fdx < fab gdzx.

Beweis. Fiir jede Treppenfunktion u < f gilt auch v < g, und also gilt U(f) C U(g). Dies
zeigt

b b
[ g = swpta() < swpth(o) = [ gas
wie verlangt. 0

5.25. — Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Wir definieren Funktionen f*, f~ und |f| auf
[a, b] durch

fH@) =max{0, f(x)}, [ (2) = —min{0, f(x)},  [fl(2) = |f(2)|

fiir € [a,b]. Die Funktion f7* ist der Positivteil, f~ ist der Negativteil und |f| ist der
Absolutbetrag der Funktion f. Die Gleichungen

__fl=f
2

Ifl+ f

f=1t = HI=0T 1=

f

priift man ohne Schwierigkeit nach. Eine einfach Fallunterscheidung zeit, dass auch

f<g = fr<g" und f<g = f>g

)t ey

Figur 5.3: Links ist der Graph einef Funktion f, rechts der Graph der entsprechenden Funktion
|f| dargestellt. Das Integral ff fdzx beschreibt einen Nettoflicheninhalt und ff | f|dz einen
Bruttoflicheninhalt.

SATZ 5.26. — Seien f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Dann sind auch f+, f~ und

[ sael < [

Beweis. Wir beginnen damit, zu zeigen dass f* Riemann-integrierbar ist. Sei ¢ > 0. Da f

| f| integrierbar, und es gilt

integrierbar ist, existieren Treppenfunktionen u und o mit der Eigenschaft
b
u<l f<o und /(o—u)da:<£.
a

Die Funktionen u™ und o' sind ebenfalls Treppenfunktionen, und es gilt u* < fT < o™ wie

wir bereits in 5.25 bemerkt haben. Da o — u nicht negativ ist, gilt o—u = (0 —u)* > ot —u™,
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und also ) )
/ (o7 —uM)dx < / (0—u)dr <e

was zeigt, dass fT integrierbar ist. Satz 5.21 zeigt, dass demnach auch f~ = f* — f und
|f| = fT + f~ integrierbar sind. Schliesslich gilt

/abfdx :‘/:ﬁdl"‘/:f_dﬂf S/abf+d:c+/abf‘dx=/:|f|dx

wobei wir Satz 5.21 sowie fab frdr >0 und fab f~dx > 0 benutzt haben. O

UBUNG 5.27. — Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ : [0,1] — [0, 1], gegeben durch

falls x irrational oder x = 0

g(x) =
falls x = % mit p, g teilerfremd

Q= O

integrierbar ist. Als Hilfestellung stellen wir den Graphen dar, aber iiberlassen Ihnen die

Interpretation des Graphen und die sich daraus ergebenden Uberlegungen.

i b G L N A5 i 55 i s
0 1

UBUNG 5.28. — Seien a < b < c reelle Zahlen. Zeigen Sie, dass eine Funktion f : [a,¢] — R

genau dann integrierbar ist, wenn f|(, 3 und f|p ) integrierbar sind, und dass in diesem Fall

c b c
/qu::/ f\[a,b]d$+/b flpgdr

gilt.

UBUNG 5.29. — Sei f : [a,b] — R integrierbar, und X > 0 eine reelle Zahl. Sei g : [Aa, \b] —
R die Funktion die durch g(x) = f(A~'x) gegeben ist. Zeigen Sie, dass g Integrierbar ist, und

b b
)\/ fdx :/ gdx
a Aa

dass

gilt.
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UBUNG 5.30. — Sei f : [a,b] — R eine integrierbare Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktion
F : [a,b] — R gegeben durch

t
F(t)Z/ flja.nde

stetig ist.

UBuNG 5.31. — Sei f: (0,00) = R die Funktion f(z) = 2, und sei L : (0,00) — R die
Funktion die durch
[ flpgde  falls t > 1,

L{t) =40 falls £ — 1
- ftl flgydr falls t <1,

gegeben ist. Benutzen Sie das Resultat aus Aufgabe 5.30 um zu iiberpriifen, dass L stetig ist.
Beweisen Sie, dass L(st) = L(s) + L(t) fiir alle positiven reellen Zahlen s, ¢ gilt. Das Resultat
aus Aufgabe 5.29 kann dabei helfen.

UBUNG 5.32. — Sei C der Vektorraum der stetigen Funktionen auf [a, b], und sei I : C — R

die Integration.
b
10) = [ fis

Zeigen Sie, dass die Funktion I gleichméssig stetig ist, im folgenden Sinn: Fiir alle € > 0
existiert ein 4 > 0 mit
If =9l <0 = [I(f) - I(g)| <e

Hier bedeutet die Aussage |f — g| < 0, dass |f(z) — g(x)| < 0 fiir alle = € [a, D] gilt.

UBUNG 5.33. — Sei f:[0,1] — R eine integrierbare Funktion und ¢ > 0. Zeigen Sie, dass
es eine stetige Funktion ¢ : [0, 1] — R gibt, so, dass

/O (@) - gl@)ld < e (+)

gilt.

UBUNG 5.34 (Challenge). — Zeigen Sie, dass man in Aufgabe 5.33 sogar eine Polynomfunk-
tion ¢ : [0,1] — R finden kann, so, dass (x) gilt.
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5.3 Integrierbarkeitssatze

5.3.1 Integrierbarkeit monotoner Funktionen

Wir betrachten wie zuvor ein kompaktes Intervall [a,b] C R fiir reelle Zahlen a,b mit a < b.
Wir halten fest, dass monotone Funktionen f : [a,b] — R beschrankt sind, ndmlich ist etwa

f(a) eine untere Schranke und f(b) eine obere Schranke falls f monoton wachsend ist.

SATZ 5.35. — Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit ist f : [a,b] — R monoton wachsend — falls
nicht ersetzt man f mit — f und wendet Satz 5.21 an. Wir mdchten Proposition 5.14 anwenden,
das heisst, wir wollen fiir ein gegebenes € > 0 zwei Treppenfunktionen u,o0 € TF finden, so
dass u < f < o und f;(o —u)dz < e gilt.

Wir konstruieren u und o mittels einer natiirlichen Zahl n € N die wir spéter festlegen
werden, und der Zerlegung

a=r9g<x1<...<xp=0

von [a, b] gegeben durch zj, = a + 2k fiir k € {0,...,n}. Seien u und o gegeben durch

f(zg—1) falls x € [xg_1,xp) fir ein k € {1,...,n}
f(b) falls x = b

u(x) =

respektive
fla) fallsx=a

o(x) =
flzg) falls x € (z_1,x] firein k € {1,...,n}

fir alle z € [a,b]. Da f monoton wachsend ist, gilt v < f < o. In der Tat ist fir € [a, D]
entweder x = b, womit u(z) = f(z), oder es gibt ein k € {1,...,n} mit z € [xg_1,zk).
In letzterem Fall erhalten wir u(z) = f(xg—1) < f(x) und somit gilt v < f. Ein analoges
Argument liefert f < o. Es gilt

b n n —a
/ (0—wdz = (f(xx) — flwr—1))(@p — ze1) = > _(flar) — f(mk—l))b -
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nach Vereinfachen der Teleskopsumme. Nach dem Archimedischen Prinzip kénnen wir nun ein
n wahlen, so dass fab(o — u)dx < ¢ ist. Aus Proposition 5.14 folgt somit, dass f Riemann-

integrierbar ist. 0

UBUNG 5.36. — Zeigen Sie, dass die Funktion z € [0,1] +— 1 —22 € R Riemann-

integrierbar ist.

5.37. — Mit Hilfe der Additionseigenschaft in Aufgabe 5.28 lésst sich die Aussage von Satz
5.35 auf Funktionen erweitern, die nur stiickweise monoton sind. Eine Funktion f : [a,b] — R

heisst stlickweise monoton, falls es eine Zerlegung
a=xp<x1<...<Tp=0>

von [a, b] gibt, so dass f|(, | .,) monoton ist fiir alle & € {1,...,n}. Jede monotone Funktion
ist stiickweise monoton. Ein interessanteres Beispiel einer stiickweise monotonen Funktion ist
die Polynomfunktion z ++ 22 auf einem Intervall I = [a, b] fiir a < 0 < b. Man betrachtet man
die Zerlegung a = 79 < 0 = x1 < b = x5 und sieht, dass 2> auf den beiden Abschnitten (a, 0)
und (0,b) monoton ist. Genau gleich sieht man, dass z ~ x¢ fiir beliebige d > 0 stiickweise

monoton ist.

KOROLLAR 5.38. — Jede stiickweise monotone, beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist

Riemann-integrierbar.

Beweis. Das folgt aus dem Satz 5.35 und Ubungen 5.28 und 5.23. O

UBUNG 5.39. — Zeigen Sie, dass die sogenannte Gauss-Abbildung ¢ : [0,1] — R

— ] fallsz>0

1
glx)=4"
0 fallsx =0

Riemann-integrierbar ist, wobei |-| die Abrundungsfunktion bezeichnet.
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=
W=
VI

5.3.2 Integration von Polynomfunktionen

Wir betrachten wiederum ein Intervall [a, b] mit Endpunkten a < b.

LEMMA 5.40. — Sei d > 0 eine Ganze Zahl. Es existieren rationale Zahlen cg,cy,...,cq € Q
mit der Figenschaft, dass

n d+1

=Dy can® 4+ cqon® 4.+ o (5.5)
d+1
k=1
fiir allen > 1 gilt.
Beweis. Dem emsigen Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O
SATZ 5.41. — Polynomfunktionen auf [a,b] sind Riemann-integrierbar. Fir alle Monome

x4 mit d >0 gilt

b
1
F R S £7 TS B e |
/(la;dzc—d+1<b a ) (5.6)

Beweis. Monome, also im gegenwértigen Zusammenhang Funktionen [a,b] — R die durch
r — z¢ gegeben sind, sind stiickweise monoton, und sogar monoton falls 0 ¢ (a,b) gilt.

Insbesondere sind Monome integrierbar, nach Korollar 5.38. Eine Polynomfunktion auf [a, b]

n

> aax’
T aqgx”,

d=0

also eine Linearkombination von Monomen. Dass Polynomfunktion integrierbar sind, folgt
damit aus Satz 5.21. Es bleibt die Formel (5.6) zu zeigen. Wir behandeln nur den Spezialfall

0 = a < b, da man den allgemeinen Fall einfach darauf zuriickfiihren kann. Sei d > 0 fix, und

ist von der Form

schreibe f : [0,b] — R fiir die Funktion f(x) = 2¢. Da f monoton wachsend ist, konnen wir
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dieselbe Methode wie im Beweis von Satz 5.35 verwenden. Wir wahlen also n € N und die
Zerlegung
O=xp<m<...<x2p,=0b

gegeben durch x;, = %b, und Treppenfunktionen u und o auf [0, b] mit konstantem Wert xz_l

respektive x{ auf (zj_1,zx) fiir k € {1,...,n}. Es ergibt sich

e AN b LS AN T R
k=1 k=1 k

k=0 =1

Seien ¢y, ..., cq rationale Zahlen, so, dass die Gleichung (5.5) aus Lemma 5.40 gilt. Wir defi-

nieren ¢4 = |co| + |c1| + ... + |cq| und erhalten damit

n nd+1 nd-‘,—l
;kd < a1t lealn? + |ea1|nd 4+ ..+ eo| < . + cyn?
Ahnlich dazu definieren wir c¢_ = |co| + |c1| + -+ - + |ca—1| + |cg — 1|, und erhalten
n—1 n nd+1 nd+1
;kd—;kd—nd_ 11 —|—(cd—l)nd+cd,1nd_1—|—...+co > i1 —c_nf

Diese beiden Abschétzungen liefern mit (5.7) kombiniert

bd+1 C,bd'H - /b xd Ay < bd+1 C+bd+1
—Jo

d+1  n _d+1+ n

Aus dem Archimedischen Prinzip, Satz 3.61, folgt nun, dass fé’ zddx = % gilt, was zu zeigen

war. O

Applet 5.42 (Integral eines Polynoms). Wir betrachten nochmals das partikuldre Integral,

wobei wir diesmal mit einer Polynomfunktion beginnen und dadurch Satz 5.41 anwenden kon-

nen.
BEISPIEL 5.43. — Als Anwendung von Satz 5.41 berechnen wir folgendes Integral.
2 2 2 2
/ (:c4+5:c2—x—|—1)da::/ x4daz+5/ :U2dx—/ xdr +1 =
1 1 1 1
1 5 1 521
=—2°-D+-(2P-1)-2*-1)+1="C
@)+ - @)+l =
UBUNG 5.44. — Sei [a, b] ein beschriinktes, abgeschlossenes Intervall mit 0 < a < b und sei

m > 1 eine ganze Zahl. Zeigen Sie, dass die Funktion z wm auffa, b] integrierbar ist. Um

das Integral zu berechnen, gehen Sie wie folgt vor:

1. Zeigen Sie zuerst, dass man den allgemeinen Fall auf den Spezialfall [a, b] = [0, 1] redu-

zieren kann. Benutzen Sie dazu Aufgabe 5.29.
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1 1
/ xmd:z+/ z"dx =1
0 0

gilt. Um auf einen fruchtbaren Ansatz zu kommen, interpretieren Sie Integrale als Fla-

2. Zeigen Sie, dass

cheninhalte.

5.3.3 Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Aus Abschnitt 5.3.2 wissen wir bereits, dass Polynomfunktionen integrierbar sind. In diesem
Abschnitt zeigen wir unter Verwendung der Beschranktheit und der gleichméssigen Stetigkeit

stetiger Funktionen auf kompakten Intervallen (Sétze 4.67 und 4.74) folgendes Resultat.

SATZ 5.45. — Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Sei f : [a,b] — R stetig, und e > 0. Nach Satz 4.74 ist f gleichmissig stetig und es
gibt ein 6 > 0, so dass

[z -yl <0 = |f(x) = fly)l <e

fir alle z,y € [a,b] gilt. Sei nun a = xp < 1 < ... < x, = b eine Zerlegung von [a, b] so, dass
T — Tr—1 < 0 fir alle k gilt. Wir definieren fiir jedes k € {1,...,n} die Zahlen

cp, = min{f(x) | vp—1 <z < w1} und dr, = max{f(x) | xx—1 <z < z1}

wobei wir Satz 4.70 fiir die Existenz dieser Extrema benutzt haben. Wir bemerken, dass fiir
alle k € {1,...,n} die Ungleichung dj — ¢, < € gilt. In der Tat ist |z — y| < ¢ fiir alle z,y €
[€g_1, 2], womit nach der gleichméssigen Stetigkeit von f die Ungleichung |f(x) — f(y)| < e
erfiillt ist. Insbesondere gilt das fiir diejenigen =,y € [zk_1, 2] mit f(z) = di und f(y) = cx.

Wir definieren nun Treppenfunktionen u, o durch

cr falls x € [xg_1, z1) dy falls © € [xg—1,2k)
u(x) = und 0($) ==
¢, fallsx=0» d, fallsxz=1b

fiir « € [a, b]. Nach Definition von ¢ und dj, gilt u < f < o, sowie die Abschétzung

n

b n
/ (0 —u)dr = Z(dk — )Tk — 1) < EZ(wk —2—1) = (b —a).

k=1 k=1
Da € > 0 beliebig war zeigt dies, dass f integrierbar ist. O
5.46. — Die meisten Haushaltsfunktionen sind zumindest stiickweise sowohl stetig als auch

monoton, und insbesondere integrierbar nach Satz 5.35 oder nach Satz 5.45. Es gibt Funktio-
nen, die sind zwar stetig auf ihrem Definitionsbereich, aber auf keinem offenen Teilintervall

monoton.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 116


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 5.3 Integrierbarkeitssétze

Es ist dem Leser als Ubung iiberlassen, ein explizites Beispiel dafiir zu finden. Integrierbarkeit

solch einer Funktion mit einem zittrigen Graphen folgt aus Satz 5.45.

Applet 5.47 (Integrierbarkeit einer ,zittrigen“ Funktion). Wir sehen, dass eine stetige aber
zittrige Funktion wie im dargestellten Graphen auch Riemann-integrierbar ist. Was wir auch
mitunter sehen konnen, ist, dass geogebra mit der verwendeten Funktion manchmal Problem
hat und manche der dargestellten Untersummen oder Obersummen eigentlich nicht richtig
dargestellt und berechnet werden. Unabhdngig davon haben wir aber in unserem Beweis schon
die Riemann-Integrierbarkeit gesehen, sind also fiir die gewiinschte Aussage nicht auf geogebra

angewiesen.
UBUNG 5.48. — Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Beweisen Sie, dass

b
f=0 = / F(@)lda = 0

gilt.
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Folgen und Grenzwerte

Wir diskutieren in diesem Kapitel Grenzwerte von Folgen und allgemeineren Funktionen. Dies
wird uns insbesondere erlauben, die Exponentialabbildung zu definieren. Wir werden auch
den Zusammenhang zwischen dem Riemann-Integral und Riemann-Summen als eine Art von
Grenzwertprozess untersuchen.

Wir haben in den letzten beiden Kapiteln wiederholt Supremum und Infimum als wichtigste
Hilfsmittel fiir den Aufbau der Theorie verwendet. Allerdings haben diese die fundamentale
Einschrankung, nur fiir die reellen Zahlen sinnvoll zu sein. Wir werden hier bedeutende alter-
native Hilfsmittel, ndmlich den Begriff der Cauchy-Folgen und die Existenz von konvergenten
Teilfolgen einfiihren. Wie wir zum Teil in diesem Kapitel aber in grosserem Ausmass im zweiten

Semester sehen werden sind diese Hilfsmittel auch im R? fiir d > 2 sinnvoll und niitzlich.

6.1 Konvergenz von Folgen in einem metrischen Raum

6.1.1 Konvergenz von Folgen

Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine nicht abbrechende Sequenz von Elementen
g, T1,T2,3,... von Elementen von X. Wir interessieren uns fiir Folgen und deren Eigen-
schaften in Mengen X die eine geometrische Interpretation haben, etwa in Teilmengen der
Euklidischen Ebene R2. Wir nennen deshalb gelegentlich die Menge X einen Raum und die
Elemente von X Punkte. Fiir den Moment bleiben Rdume und Punkte Synonyme fiir Mengen

und Elemente.

DEFINITION 6.1. — Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung a : N — X. Das
Bild a(n) von n € N schreibt man auch als a, und bezeichnet es als das n-te Folgenglied
von a. Anstatt @ : N — X schreibt man oft (ay)nen oder auch (a,)5 . Eine Folge (a,)5
heisst konstant, falls a,, = a,, fiir alle m,n € N, und schliesslich konstant, falls ein NV € N

existiert mit a,, = a,, fir alle m,n € N mit m,n > N.
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6.2. — Sei X = C. Beispiele fiir Folgen in X sind etwa (x,)52, gegeben durch z, = %
oder (yn)5y gegeben durch y, = i". Sei X die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen

auf [0, 1]. Dann kénnen wir die Folge (f,,)22, gebeben durch f,(t) = t" betrachten.

DEFINITION 6.3. — Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X gemeinsam mit einer
Abbildung d : X x X — R, die die Metrik auf X genannt wird und die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt:

1. Definitheit: Fiir alle z1, 29 € X gilt d(z1,22) > 0 und d(z1,22) =0 <= z1 = x9.
2. Symmetrie: Fiir alle 1, 29 € X gilt d(x1,x2) = d(x2, 7).

3. Dreiecksungleichung: Fiir alle 1, x9, x3 € X gilt d(x1,x3) < d(z1,22) + d(x2, T3).

6.4. — Eine Metrik d auf einer Menge X weist je zwei Punkten ihre Distanz oder Abstand
zu. In dieser Auffassung besagt die Definitheit der Metrik, dass der einzige Punkt, der Abstand
Null zu einem gegebenen Punkt 1 € X hat, x; selbst ist. Symmetrie der Metrik besagt, dass
der Abstand von x1 € X zu x5 € X der gleiche ist wie von x5 zu x1. Fasst man die Distanz
zwischen zwei Punkten als die Lange eines kiirzesten Weges vom einen zum anderen Punkt
auf, dann besagt die Dreiecksungleichung, dass die Lénge eines kiirzesten Weges von x; nach
x3 hochstens so gross ist wie die Lange eines Weges, den man ablduft, wenn man zuerst den
Umweg nach zs und von dort aus nach x3 geht. Mit folgenden Beispielen von metrischen
R&aumen sind wir bereits vertraut: Als Menge X nehmen wir die reellen oder die komplexen
Zahlen, oder allgemeiner eine beliebige Teilmenge X von C, mit der Standardmetrik d
definiert durch

d(zy,x2) = |x1 — 29|

fiir alle x1, 29 € X.

BEISPIEL 6.5. — Sei X eine Menge und d : X x X — R definiert durch

1 falls z1 # xo
d(:ﬁl,wg) =
0 falls x1 = z9

fiir z1,x2 € X. Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. In der Tat ist d definit und symmetrisch
per Definition. Des Weiteren erfiillt d die Dreiecksungleichung: Seien x1, 2, x3 Punkte in X.
Falls d(x1,z3) = 0 gilt, dann ist d(z1,23) < d(z1,2z2) + d(z2,z3) trivialerweise erfiillt. Falls
d(zy,23) = 1 gilt, dann ist x; # x3 und 9 ist mindestens von einem Punkt in {z1,z3}
verschieden und die Dreiecksungleichung gilt ebenso. Man nennt diese Metrik d die diskrete
Metrik auf der Menge X.

BEISPIEL 6.6. — Wir setzen X = C und definieren die Manhattan-Metrik auf X durch

dny (21, 22) = |z1 — 22| + |11 — y2
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flir komplexe Zahlen z; = x1 + iy; und 23 = x2 + iys. Man iberpriift, dass dyy alle Axiome
einer Metrik auf C erfiillt. Der Grund warum dyy Manhattan-Metrik genannt wird, ist, dass
man in schachbrettartig angelegten Orten wie zum Beispiel Manhattan auf folgende Weise
von (x1,y1) nach (x2,y2) gelangt: Man geht zuerst bei gleichbleibender y-Koordinate von
(z1,y1) nach (z2,y1) und dann bei gleichbleibender z-Koordinate von (x2,y1) nach (x2,¥2),
oder umgekehrt von (z1,y1) nach (x1,y2) und dann von (z1, y2) nach (z2,ys2). Da alle Strassen
in Manhattan von West nach Ost oder von Nord nach Siid verlaufen, misst dyvy den relevanten
Abstand zwischen zwei Punkten. Eine weitere verkehrstechnisch inspirierte Metrik auf C ist

die franzosische Eisenbahn Metrik dsncr, definiert durch

|z1 — 29|  falls z1, 29 linear abhéngig tiber R sind
dsncr (21, 22) =
|z1| + |z2| falls 21, 22 linear unabhéngig iiber R sind

fiir alle z1, z9 € C. Der Grund fiir den Namen dieser Metrik ist, dass eine Bahnreise von einer
franzosischen Stadt bei z; zu einer anderen bei z meist iber den Ursprung Paris bei z = 0
fithrt, ausser wenn z; und 29 auf derselben — von Paris ausgehenden geraden Strecke liegen.
Gewissermassen besteht C in dieser Metrik also aus unendlich vielen Halbgeraden, die sich

nur im Ursprung treffen.

BEISPIEL 6.7. — FEin kombinatorischer Graph ist eine endliche Menge von Punkten, die

sogenannten Ecken, von welchen einige mit sogenannten Kanten verbunden sind.

Man kann nun eine Metrik auf den Ecken (durch e gekennzeichnet) dadurch definieren, in dem
man die Distanz zweier Ecken x und y als d(z,y) = n setzt, falls man y von x aus iiber n aber
nicht weniger als n Kanten erreichen kann. Dazu ist notwendig, dass man von einer Ecke zu
jeder anderen Ecke iiber Ablaufen von Kanten gelangen kann, wie bei obigem Graphen. Diese

Eigenschaft nennt sich auch Zusammenhang des Graphen.

UBUNG 6.8. — Sei X die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Zeigen Sie, dass

1
di(f,g) = max{|f(z) — g(x)| | x € [0,1]} und da(f,9) —/0 |f(z) — g(x)|dz

Metriken dq und do auf X definieren.

DEFINITION 6.9. — Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)72, eine Folge in X. Wir
sagen, dass (z,)0°, konvergent ist oder konvergiert, falls es ein Element A € X gibt, mit
folgender Eigenschaft: Fiir jedes € > 0 existiert ein N € N gibt, so dass d(z,, A) < ¢ fiir alle
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n > N gilt.
Ve >03IN €Nso,dassVneN : n>N = d(z,,A) <¢

In diesem Fall schreiben wir
lim z, = A (6.1)

n—o0
und bezeichnen den Punkt A als Grenzwert oder Limes der Folge (x,,)22 . Falls die Folge

()%, nicht konvergiert, so nennen wir die Folge divergent.

Es ist a priori nicht klar, dass eine konvergierende Folge nur einen Grenzwert besitzt. Es
kénnte zu einer konvergierenden Folge (x,)52, auch zwei oder mehrere Elemente A, B € X
geben, die die Eigenschafte eines Grenzwertes erfiillen. Dass dem nicht so ist, und somit die

Notation (6.1) auch gerechtfertigt ist, zeigt das néchste Lemma.

LEMMA 6.10. — Eine konvergente Folge (xy,)32 in einem metrischen Raum (X, d) besitzt

genau einen Grenzwert.

Beweis. Seien A € X und B € X Grenzwerte der Folge (x,,)2% . Sei ¢ > 0. Dann kénnen
wir N, Np € N finden, so dass fiir alle n > Ny gilt d(z,, A) < § und fiir alle n > Np gilt
d(zn, B) < §. Setze N = max{Na, Np}. Dann gilt

d(A, B) < d(A,zx) +d(ay, B) < 5+ 5 =¢.

Da e > 0 beliebig war, folgt daraus d(A, B) = 0, und also A = B. O

BEISPIEL 6.11. — Eine konstante Folge (x,)5, in (X,d) mit 2, = A € X fiir allen € N
konvergiert gegen A. Genauso konvergieren schliesslich konstante Folgen gegen den Wert, den

sie schliesslich annehmen.

BEISPIEL 6.12. — Die Folge reeller Zahlen (%);’10:1 konvergiert gegen Null, das heisst lim % =
n—oo

0. Denn, fiir alle € > 0 existiert nach dem Archimedischen Prinzip, Satz 3.61, ein N € N mit

% < g, und fiir jedes n € N mit n > N gilt nun 0 < % < ¢e. Die Folge reeller Zahlen (y,)5,

gegeben durch y, = (—1)" fiir n € N ist divergent, da die Folgenglieder 1,—1,1,—1,1,—1,...

zwischen 1 und —1 hin und her wechseln und sich insbesondere keiner bestimmten reellen Zahl

nahern.
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UBUNG 6.13. — Sei (2,,)2%, eine Folge in C und sei A € C. Zeigen Sie, dass die Folge
(2n)0%, genau dann gegen A konvergiert, wenn fiir jede offene Menge U C C mit A € U alle

bis auf endlich viele Folgenglieder von (2,,)2%, in U liegen.

DEFINITION 6.14. — Eine Folge (z,)72, in einem metrischen Raum (X, d) heisst be-
schrankt, falls es eine reelle Zahl R > 0 gibt, so dass d(zn,z,) < R fir alle n,m € N
gilt.

LEMMA 6.15. — Jede konvergente Folge ist beschrdankt.

Beweis. Sei (z,,)72 eine konvergente Folge in einem metrischen Raum (X, d), mit Grenzwert
A € X. Dann existiert ein N € N, so dass d(z,, A) <1 fiir alle n > N gilt. Setze

R =2max{1,d(zo, A),d(x1,A),...,d(zn,A)}.

Dann gilt d(z,,, A) < & fiir alle n € N, und folglich d(z, ¥n) < d(zn, A) + d(A, 7,,) < R fiir

alle n,m € N, wie verlangt. O

UBUNG 6.16. — Sei X = C2. Finden Sie eine Folge in X, die zwar beziiglich der Manhat-

tanmetrik, aber nicht beziiglich der franzosischen Eisenbahnmetrik konvergiert.

UBUNG 6.17. — Sei (2,,)22, eine Folge komplexer Zahlen mit z, # 0 fiir alle n, die in der

Standardmetrik gegen 0 konvergiert. Zeigen Sie, dass die Folge (z,1)%, divergiert.

6.1.2 Konvergente Teilfolgen und Haufungspunkte

Sei (z,,)72, eine Folge in einer Menge X. Eine Teilfolge von ()22, nennen wir jede Folge
die wir erhalten, in dem wir nur gewisse Folgenglieder auf der Folge (x,,)5°, behalten und alle

anderen Folgenglieder ignorieren. Zum Beispiel ist

[o¢]
L0y L1y T4y, LYy T165 L255 -+ - = (an)nzo

eine Teilfolge. Die formale Definition lautet wir folgt.

DEFINITION 6.18. — Sei (x,)52 eine Folge in einer Menge X. Eine Teilfolge von (z,,)22,

o0

o o, wobei f : N — N eine strikt monotone Funktion ist.

ist eine Folge der Form (z ()

LEMMA 6.19. — Sei (2,)52, eine konvergente Folge in einem metrischen Raum. Jede Teil-

folge von (x,)22, konvergiert, und hat denselben Grenzwert wie (zy)52 .

Beweis. Dem gewissenhaften Leser zur Ubung iiberlassen. O
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UBUNG 6.20. — Sei (ay,), eine Folge und sei A € C. Zeigen Sie, dass die Folge (a,,), genau
dann gegen A konvergiert, wenn jede Teilfolge von (a,), eine Teilfolge besitzt, die gegen A

konvergiert.

6.21. — Eine Folge kann konvergente Teilfolgen besitzen, ohne selbst zu konvergieren. Bei-
spielsweise hat die durch z,, = i" gegebene periodische Folge komplexer Zahlen konvergente,

und sogar konstante Teilfolgen

(Tan)peo  (Tant1)mzo  (Tan+2)neo  (Tan+3)neo

konvergiert selbst aber nicht. In der Tat haben wir mit Lemma 6.19 ein einfaches Argument.
Falls die Folge (z,,)22, gegen A € C konvergieren wiirde, so miissten diese vier konstanten
Folgen auch gegen A konvergieren. Dies ist natiirlich nicht moglich, da die erste gegen 1, die

zweite gegen i, die dritte gegen —1 und die vierte gegen —i konvergiert.

DEFINITION 6.22. — Sei (zy,)72, eine Folge in einem metrischen Raum (X, d). Ein Punkt
A € X heisst Hiufungspunkt der Folge (z,,):2, falls fiir jedes € > 0 und jedes N € N eine
natiirliche Zahl n > N existiert, mit d(z,, A) < e.

PROPOSITION 6.23. — Sei (z,,)52, eine Folge in einem metrischen Raum (X,d). Ein Ele-
ment A € X ist genau dann ein Haufungspunkt von (x,,)72, wenn es eine konvergente Teil-

folge von (x,)52, mit Grenzwert A gibt.

Beweis. Angenommen A € X sei ein Haufungspunkt der gegebenen Folge. Wir konstruieren
rekursiv eine Teilfolge (2, )72, die gegen A konvergiert. Wir beginnen damit eine ganze Zahl
ngo so zu wahlen, dass d(x,,, A) < 1 gilt. Anschliessend wéhlen wir n; > ng mit der Eigenschaft
d(wn,, A) <271 und anschliessend ny > ny mit der Eigenschaft d(z,,, A) < 272 und so fort.
Diese Auswahl ist jeweils moglich, da A ein Haufungspunkt von (z,,)02 ist. Allgemein wéhlen
wir ny > ny_1 derart, dass d(z,, , A) < 27F gilt. Die Teilfolge (2, )52, von ()52, konvergiert
gegen A. Es gibt niamlich fiir jedes € > 0 ein K € N mit 275 < ¢, und fiir jedes k > K gilt
dann
d(zn,,A) <27F < 27K <¢

was zeigt, dass A ein Grenzwert der Folge (x,, )32, ist. Damit ist die eine Richtung gezeigt.
Umgekehrt nehmen wir an, A sei der Grenzwert einer konvergierenden Teilfolge (z f(n))%o:()
von ()72 Sei e > 0 und N € N. Es gibt ein N1 € N so, dass d(zy(,),4) < ¢ fiir alle
n > Njp gilt. Die Funktion f ist monoton wachsend, und insbesondere unbeschrankt. Es gibt
also ganze Zahlen n € N mit der Eigenschaft f(n) > N und d(zs), A) < €, was zeigt, dass
A ein Haufungspunkt der gegebenen Folge ist. O

KOROLLAR 6.24. — FEine konvergierende Folge hat genau einen Hdaufungspunkt, und zwar

thren Grenzwert.
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Beweis. Das folgt aus Lemma 6.19 und Proposition 6.23. O

UBUNG 6.25. — Sei ()%, eine Folge in R, und sei F' C R die Menge der Hiufungspunkte
der Folge (z,,)0% . Zeigen Sie, dass F' abgeschlossen ist.

6.1.3 Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit

Wir fithren den Begriff der Vollsténdigkeit fiir metrische Rédume ein. Es wird sich herausstel-
len dass damit kein Konflikt mit dem Vollstandigkeitsbegriff fiir angeordnete Koérper entsteht.
Wir werden bald einmal zeigen, dass R, aber auch C, als metrischer Raum vollstdndig ist. Der

metrische Raum Q ist im Gegensatz dazu nicht vollstdndig.

DEFINITION 6.26. — Eine Folge ()7 in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Cauchy-
Folge, falls es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass d(z,z,) < € fir alle m,n > N gilt.

UBUNG 6.27. — Zeigen Sie, dass Cauchy Folgen in (X, d) beschriinkt sind, und dass jede

konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.

UBUNG 6.28. — Zeigen Sie, dass eine Cauchy-Folge genau dann konvergiert, wenn sie eine

konvergente Teilfolge besitzt.

DEFINITION 6.29. — Man nennt einen metrischen Raum (X, d) vollstandig, falls jede
Cauchy Folge in (X, d) konvergiert.

6.30. — Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir schreiben Cx fiir die Menge aller Cauchy-

Folgen in X, und definieren eine Aquivalenzrelation auf Cx durch

("L.Tb);.loz() ~ (yn)%o:[) < hm d(l‘n, yn) = 0

n—oo

Die Quotientenmenge X = Cx/~, versehen wir mit der durch

()32 0), [(5n)3o]) = Tim dn, )

gegebenen Metrik d heisst Vervollstindigung von (X, d). Die Inkjektion tx : X — X, die
x € X auf die Klasse der konstanten Folge mit Wert x abbildet, nennen wir kanonische
Einbettung. Fiir alle z,y € X gilt

d(z,y) = d(ix (), 1x(y))

woraus folgt, dass ¢ tatsdchlich injektiv ist.
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UBUNG 6.31. — Zeigen Sie, dass die in 6.30 eingefiihrten Objekte wohldefiniert sind. Uber-

priifen Sie insbesondere, dass d tatsichlich eine Metrik auf X ist.

UBUNG 6.32. — Wie der Name sagt, ist die Vervollstindigung (X,d) eines metrischen
Raumes vollstindig, das heisst, jede Cauchy-Folge in X konvergiert. Eine Folge in X ist

essentiell eine Folge von Folgen - sei

[(Zm,n)nZolm=o0

eine Cauchy-Folge in X. Zeigen Sie, dass [(75,.,)% ] ein Grenzwert dieser Folge ist.

UBUNG 6.33. — Sei (X, d) ein metrischer Raum mit Vervollstindigung (X, d). Sei (Y, dy)

ein vollstdndiger metrischer Raum, und sei f : X — Y eine Abbildung so, dass

fiir alle z,y € X gilt. Zeigen Sie, dass es eine eindeutige Abbildung f : X — Y gibt, so, dass
f=foux und

d(@,7) = dy (f(2), [(7))

fiir alle 7,7 € X gilt.

6.1.4 *Reelle Zahlen als Vervollstindigung der rationalen Zahlen

In Abschnitt 3.5 haben wir verschiedene Modelle fiir Kérper von reellen Zahlen diskutiert. Die
Vollstandigung metrischer Rdume erlaubt eine weitere Konstruktion. Das Interessante daran
ist nicht unbedingt ein weiteres Modell von R zu haben, sondern die Tatsache dass sich die

Konstruktion auf viele andere Situationen {ibertragen ldsst.

6.34. — Die Vervollstandigung von Q ist ein Modell fiir einen Korper reeller Zahlen. Dafiir
bemerken wir zuerst, dass die Konstruktion der Vervollstandigung von Q nicht notwendiger-
weise einen Korper reeller Zahlen (als Zielraum fiir die Standardmetrik auf Q) benétigt. Die

Menge aller Cauchy-Folgen C in Q ist die Menge aller Folgen rationaler Zahlen (g, )52, fiir die
VeeNINeN:mn>N = |gn — qm| <27F
gilt. Die Menge Cq ist beziiglich komponentenweiser Operationen ein Vektorraum iiber Q, und

N ={(am)Zo€C| lim g, =0}
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ist ein linearer Unterraum. Die in 6.30 betrachtete Aquivalenzrelation (p,)S%, ~ (gn)%,

tibersetzt sich zu (p, — ¢,)52, € N. Wir definieren die Menge R als Quotienten
R=C/.=C/N

im Sinne der linearen Algebra. Damit ist R ein Vektorraum tiber Q. Als kanonische Einbettung
t : Q@ — R bezeichnen wir die injektive, lineare Abbildung die ¢ € Q die Klasse der konstanten
Folge mit Wert ¢ zuordnet. Wir nennen ab jetzt Elemente von R ,reelle Zahlen“ und betrachten

Q als eine Teilmenge von R via der kanonischen Einbettung ¢.

6.35. — Wir definieren ein Produkt auf R durch komponentenweise Multiplikation. Das

heisst, fiir Elemente x = [(pn)22,] und y = [(gn)5,] definieren wir

-y = [(ann)?LO:O]'

Man iiberpriift, dass dadurch eine wohldefinierte kommutative Operation auf R gegeben ist, die
beziiglich der Addition das Distributivgesetz erfiillt, und die via der kanonischen Einbettung
kompatibel mit der Multiplikation rationaler Zahlen ist. Insbesondere ist 1g = ¢(1) = [(1)52]
das neutrale Element fiir die Multiplikation auf R. Ist = [(¢n)22,] € R nicht Null, so ist
(gn)22 eine Cauchy-Folge in Q die nicht gegen Null strebt, und es gilt deshalb ¢, # 0 fiir alle
bis auf endlich viele n € N. Die Klasse der Folge (p,)5e, gegeben durch

1 falls g, =0

q;ll sonst

Pn =

ist damit ein multiplikatives Inverses zu x. Dies zeigt, dass R mit den gegebenen Operationen

ein Korper ist.

6.36. — Wir verwenden die tibliche Ordnungsrelation auf Q, um eine Ordnungsrelation auf

R zu konstruieren. Fiir Elemente x = [(pn)52,] und y = [(gn)o>,] von R deklarieren wir
z <y

falls eine Folge ()5, € N existiert, so dass p, — rp, < gy fiir alle n € N gilt. Es ist dem
pflichtbewussten Leser iiberlassen zu iiberpriifen, dass dadurch tatsédchlich eine wohldefinierte
Ordnungsrelation auf R gegeben ist, die kompatibel mit der Kérperstruktur auf R ist. Damit

erhélt R die Struktur eines angeordneten Korpers.

6.37. — Es bleibt zu zeigen, dass der angeordnete Korper R vollstdndig im Sinne der
Definition 3.15 ist. Dass R das Archimedische Prinzip erfiillt ist einfach einzusehen: Sei z =
[(gn),] € R positiv. Dann ist (g,)52, insbesondere nicht eine Nullfolge. Es existiert also

ein k € N so, dass |g,| > 2% fiir unendlich viele n € N gilt. Aber (g,)%, ist auch eine
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Cauchy-Folge, somit existiert N € N mit m,n > N = |gn — ¢m| < 27¥71. Dies zeigt, dass
|gn| > 2771 und sogar ¢, > 27%7! fiir alle bis auf endlich viele n € N gilt, da 2 > 0. Das
zeigt 1(27F71) < x, oder einfach 27%~1 < z da wir Q als Teilmenge von R auffassen. Es gilt
also das Archimedische Prinzip wie in Korollar 3.63.

Seien nun X,Y C R nicht-leere Teilmengen, so dass x < y fiir alle x € X und y € Y gilt.
Wir wollen eine reelle Zahl z = [(r,)2%,] € R zwischen X und Y finden. Dazu wéhlen wir
zunéchst ein beliebige ag, by € Q so, dass [ag, bo] N X # @ und [ag,bo] NY # & gilt, und setzen
rog = %(ao +bo). Falls x <7y <Y fiirallex € X und y € Y gilt, so setzen wir z = ry und sind

fertig. Andernfalls definieren wir a; und by als

ay =round by =by falls [ag, 9] N X # @ und [ag,ro] NY # @&
a; =apund by =rg falls  [ro,bp] N X # @ und [ro,bp] NY # @

und setzen r; = %(al + b1). In dem wir diesen Prozess fortsetzen finden wir entweder ein r,
flir das x <71, <Y fiiralle x € X und y € Y gilt und setzen z = r,,, oder erhalten andernfalls
Folgen (an)5e g, (bn)og und (ry,)o mit |b, — ap| < 27"|ag — bp| und

[an, bp] N X # @ und [an, by NY # @.

Daraus folgt, wie der pflichtbewusste Leser iiberpriifen kann, dass (an)22, (bn)o>, und (r,)5%,

allesamt Cauchy-Folgen sind, und dass die reelle Zahl

2 = [(an)nZol = [(rn)nZol = [(bn)no]

die Ungleichungen x < z < y fiir alle x € X und y € Y erfiillt.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 127


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 6.2 Folgen komplexer und reeller Zahlen

6.2 Folgen komplexer und reeller Zahlen

Im letzten Abschnitt haben wir Folgen und Konvergenz in einem allgemeinen metrischen Raum
behandelt. In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf Folgen in den metrischen Raumen
R und C, beziiglich der Standardmetrik d(x,y) = |x — y|. Zusétzlich zur Metrik haben wir
in diesem Kontext die Korperoperationen, die es uns erlauben, neue Folgen aus vorgegebene
Folgen zu konstruieren. Fiir Folgen reeller Zahlen kénnen wir zusétzlich das Verhalten von

Ungleichungen bei Konvergenz untersuchen.

6.2.1 Zusammenhang zur Stetigkeit

Stetigkeit ldsst sich auch mit Hilfe von Folgen charakterisieren, wie wir in folgendem Satz
aufzeigen. Grob gesagt ist der Inhalt dieses Satzes, dass eine Funktion f : D — R genau
dann stetig ist, wenn sie konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbildet, mit dem richti-
gen Grenzwert. Dies bezeichnet man auch als Folgenstetigkeit. Diese Eigenschaft kann fiir
Grenzwertberechnungen von Folgen verwendet werden, indem man eine gegebene Folge als

Bild einer Folge, deren Grenzwert schon bekannt ist, unter einer stetigen Funktion darstellt.

SATZ 6.38. — Sei D C R eine Teilmenge, f : D — C eine Funktion und xo € D. Die
Funktion f ist genau dann stetig bei xo, wenn fir jede konvergente Folge (y,)5, in D mit

lim y, = zo auch die Folge (f(yn))s>, konvergiert und li_}rn f(yn) = f(xo) gilt.

n—oo
Beweis. Angenommen f ist bei xy stetig und (y,), ist eine konvergente Folge in D mit

nlggo Yn = Zo. Sei € > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f an der Stelle z( existiert ein 6 > 0 mit
[z —mo| <6 = |f(x) — flxo)| <€
fiir alle z € D. Aufgrund der Konvergenz von (y,, )52, existiert ein N € N mit
n>N = |y, — xo| <0,
was gemeinsam

nzN = |f(yn) = fzo0)| <

ergibt. Die Folge (f(yn))se, konvergiert also gegen f(zg). Fiir die Umkehrung nehmen wir
an, dass f nicht stetig ist in zg. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein x € D
existiert, mit

|z — x| <6 und [f(z) = flzo)| = €
Wir verwenden dies fiir n € N und § = 27" > 0 und finden also fiir jedes n € N ein y,, € D
mit
lyn — zo| < 27" und | f(an) — f(20)| > €.

Aus disesn Ungleichungen schliessen wir einerseits, dass die Folge (yy,), gegen zy konvergiert,

und andererseits, dass (f(yn))n nicht gegen f(zo) konvergiert. O
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UBUNG 6.39. — Sei D C C eine Teilmenge und f : D — C eine stetige Funktion. Angenom-

men (ay), ist eine Folge in D, so dass (f(ay)), konvergiert. Muss auch (a,), konvergieren?

6.2.2 Addition, Multiplikation und Ungleichungen

6.40. — Folgen in den reellen oder komplexen Zahlen, oder ganz allgemein Folgen in einem
Ring, kann man addieren und multiplizieren. Wir unsere Diskussion auf Folgen reeller Zahlen,
und iiberlassen es dem Leser iiber mogliche Verallgemeinerungen nachzudenken. Summen und

skalare Vielfache von Folgen sind durch

(Tn)peo + (Un)neo = (Tn + Yn)neo
a(Tn)pzy = (an)pg

fiir Folgen (2,,)%, und (y,)3%, und o € C definiert. Die Menge aller Folgen RY bildet damit
einen unendlich dimensionalen Vektorraum iiber R. Folgen kann man auch multiplizieren in
dem man

(Tn)neo - (Un)neo = (TnYn)neo

definiert. Mit der oben gegebenen Addition und dieser Multiplikation bildet die Menge der
Folgen RY einen kommutativen Ring, das Nullelement ist die konstante Folge (0)2, und das

Einselement ist die konstante Folge (1)5°,.

PROPOSITION 6.41. — Seien (z,,)02 und (y,)5, konvergente Folgen in R.

1. Die Folge (xy, 4+ yn)S2 ist konvergent und es gilt
lim (z, + yp) = lim x, + lim y,.
n—oo n—oo n—oo

2. Die Folge (xnyn)5 ist konvergent und es gilt

lim (2nyn) = ( lim 2,)( lim yp).

n—oo n—oo n—oo

Insbesondere ist (axy)22, konvergent und es gilt lim (axy,) = o im x, fir alle o € C.
n—oo n—oo

3. Angenommen xz, # 0 fir alle n € N und lim x, # 0. Dann ist die Folge (z,;%),
n—oo
konvergent und es gilt
. —1y . -1
A () = (Jim @)

Insbesondere bildet die Menge der konvergenten Folgen in RN einen Unterraum und die Bildung

des Grenzwertes ist eine lineare Abbildung von diesem Unterraum nach R.

Beweis. Seien A = hm Tp und B = 11_)111 yn die Grenzwerte der gegebenen Folgen. Fiir (1),
sei € > 0, und sei N E N derart, dass fiir alle n > N

|z, — Al < § und lyn — Bl < §

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 129


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 6.2 Folgen komplexer und reeller Zahlen

gilt. So eine Zahl N € N existiert aufgrund der Konvergenz der gegebenen Folgen. Fiir alle
n > N gilt dann

(@0 +yn) = (A+ B)| < |z — Al +|yn = Bl < 5+ 5=¢

was die Aussage (1) zeigt. Aussage (2) kann man analog dazu beweisen, und wir verweisen
auf Ubung 6.42. Um (3) zu zeigen betrachten wir die Menge D = R\ {0}, und die Funktion
f: D — R gegeben durch f(z) = % Die Funktion f ist stetig auf ganz D. Nach Annahme ist
die Folge (z,)n—=0 ist eine Folge in D die gegen A € D konvergiert. Nach Satz 6.38 konvergiert
die Folge (f(20))320 = (271)22 gegen f(A) = A~ s

UBUNG 6.42. — Beweisen Sie Aussage (2) in Proposition 6.41. Formulieren und beweisen

Sie die Aussage (3) fiir Folgen komplexer Zahlen.

PROPOSITION 6.43. — Seien (x,)52, und (y,)5>, Folgen reeller Zahlen mit Grenzwerten

A= lim z, und B= lim y,.
n—oo n—oo

1. Falls A < B, dann ezxistiert ein N € N, so dass x,, < yy, fir allen > N.
2. Falls xy, <y, fiir alle n € N, dann gilt A < B.

Beweis. Angenommen A < B. Dann ist ¢ = %(B — A) > 0 und es existiert ein N € N, so dass

n>N — A—-ce<ax,<A+e¢
n>N — B-e<y,<B+c¢

gilt. Da aber A4+¢ < B—e nach Wahl von ¢, ergibt sich z,, < A+e < B—e < y, flirallen > N.
Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Dies beweist aber auch die zweite Behauptung, denn

falls A > B wiére, dann gébe es nach obigem Folgenglieder x,, und y,, mit z, > y,. O

LEMMA 6.44 (Sandwich). — Es seien (2,,)52 o, (Yn)o2o und (z,), Folgen reeller Zahlen,
so dass fiir ein N € N die Ungleichungen x, < y, < z, fir alle n > N gelten. Angenommen
(xn)o2 und (2,)5%, sind konvergent und haben den selben Grenzwert. Dann ist auch die Folge
(yn)22y konvergent, und es gilt

lim z, = lim y, = lim z,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Dem pflichtbewussten Leser zur Ubung iiberlassen. O
UBUNG 6.45. — Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte in den reellen Zahlen, falls sie
existieren:
, n* + 15 , n*+5 . n®—10
lim , im ——, im ————
n—oo 3nt +n3 +n—1 n—oon3 +n + 1 n—oo n? + 1
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Verwenden Sie hier und auch sonst kein friiher erlerntes Kochrezept, das Sie nicht begriinden
kénnen. Formulieren und beweisen Sie anschliessend einen allgemeinen Satz iiber derartige

Grenzwerte.

BEISPIEL 6.46. — Fiir eine beliebige reelle Zahl a > 0 definieren wir die Folge reeller Zahlen
(xn)0%, durch z, = /a. Wir behaupten, dass die Folge (x,,)22, konvergiert, und dass

lim {Ya=1

n—oo

gilt. Angenommen a > 1. Wir definieren b, = x,, — 1 > 0 fiir n € N und wollen zeigen, dass

die Folge (by,), gegen Null konvergiert. Es gilt

n

a=(1+b)" =Y (Z)b,’z > nby,
k=0
nach dem Binomialsatz. In der letzten Ungleichung haben wir aus der Summe nur den Term
mit k = 1 behalten, und alle anderen Terme der Summe weggelassen. Daher gilt 0 < b, < > fiir
allen € N, womit lim,,_, b, = 0 nach Lemma 6.44 und damit lim,, oo @, = lim, o b +1 =1
nach Proposition 6.41 gezeigt ist. Der Fall a € (0,1] folgt auch aus obigem und Teil (3) der
Proposition 6.41.

BEISPIEL 6.47. — Wir definieren eine Folge reeller Zahlen (x,,)32, durch z, = {/n, und

behaupten, dass diese Folge konvergiert, mit Grenzwert

lim {/n = 1.

n—oo

Wir argumentieren dafiir &hnlich wie im Beispiel 6.46. Definiere b, = /n — 1 > 0, so dass

- —1
n=(1+b)" =Y <Z> bk > <Z> b2 = ”(”2 )i
k=0

n(n

fiir alle n > 2 gilt. Wir dividieren durch Tfl) und erhalten

2

0<b, <
- "= Vn-1

fir alle n > 2. Da die Wurzelfunktion stetig ist, konvergiert nach Satz 6.38 die Folge

(Va4

gegen Null. Verwenden wir nun das Sandwich-Lemma so erhalten wir li_>m b, = 0 und unsere
n—oo

Behauptung folgt.
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6.2.3 Beschriankte Folgen reeller Zahlen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt beschréankte Folgen reeller Zahlen. Wie man leicht nach-
priift bilden bschrankte Folgen einen Untervektorraum des Vektorraums aller Folgen reeller
Zahlen RN. Die konvergenten Folgen sind wiederum Untervektorraum des Vektorraums der

Beschrankten Folgen.

6.48. — Wie wir zeigen werden, besitzen beschrankte Folgen reeller Zahlen immer min-
destens einen Haufungspunkt, oder dquivalent dazu, konvergierende Teilfolgen. Aus dieser
Tatsache ergeben sich die wichtigen Begriffe des Limes superior und Limes inferior. Ausser-
dem sind monotone und beschrankte Folgen stets konvergent. Wir illustrieren dies an einem

Bild.

S M
3] a2 a3 a4
| W ETI |
| | 1 T T |
Figur 6.1
Die durch M > 0 beschrankte, monoton wachsende Folge ai,as,as,... im Bild hat keine

andere Wahl als gegen das Supremum S der Folgenglieder zu konvergieren.

SATZ 6.49. — FEine monotone Folge reeller Zahlen (xy,)22, konvergiert genau dann, wenn

sie beschrankt ist. Falls die Folge ()22, monoton wachsend ist, so gilt
lim z, =sup{z, | n € N},
n—o0

und falls die Folge ()72, monoton fallend ist, so gilt entsprechend ILm xy = inf {z,, | n € N}.

Beweis. Falls (x,), konvergent ist, ist (x,)52, beschrédnkt nach Lemma 6.15. Sei also
(n)0, eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Um zu zeigen dass (z,,)52, konvergiert, kon-
nen wir hne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass (z,)52, monoton wachsend ist,
abdernfalls ersetzen wir einfach (z,)2%, durch (—z,)5,. Sei A = sup {z, | n € N}. Dann

existiert nach der Charakterisierung des Supremums in Satz 3.51 fiir jedes € > 0 ein N € N

[e.9]

o, dass

mit zy > A —¢e. Fiir n > N folgt damit aus der Monotonie von (z,,)
A—e<aoy<z, <A<A+e¢

gilt, was zu zeigen war. O

UBUNG 6.50. — Sei (2,,)°%, die durch zp = 1 und

()
Tp =5 |Tn-1+
3 Tn—1

fiir n > 1 rekursiv definierte Folge. Zeigen Sie, dass (z,)72 konvergiert und bestimmen Sie

den Grenzwert.
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UBUNG 6.51. — Sei (z,,)5°, eine monoton wachsende, reelle Folge und (y,,)5°, eine mono-
ton fallende, reelle Folge mit x,, < v, fiir alle n € N. Zeigen Sie, dass beide Folgen konvergieren,

und dass limy,— 00 p < limy o0 Yy gilt.

6.52. — Sei (2,)52, eine beschrénkte Folge reeller Zahlen. Fiir die Definition von Grenz-
werten und Haufungspunkten der Folge ()02, ist nur ihr Langzeitverhalten relevant, oder
genauer, die Endabschnitte ()7 \ fiir beliebig grosse N € N. Nach dieser Beobachtung

definieren wir fiir jedes n € N das Supremum
sp =sup{xg | k> n}

tiber den Endabschnitt {xy | & > n} der Folge. Da {xx | kK >n+ 1} C {xx | k > n} ist, folgt
Sp+1 < sp. Die Folge (s5,)02 ist also monoton fallend. Da ()52, nach Annahme beschrénkt
ist, ist auch (s,)5°, beschrénkt, und also eine monoton fallende, beschriankte Folge. Die Folge
(sn)o2, konvergiert daher nach Satz 6.49 gegen das Infimum der Menge {s, | n € N}. Dieses

Infimum wird als Limes superior der vorgegebenen Folge (x,,)52, bezeichnet.

DEFINITION 6.53. — Sei (2,)5%, eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Die reellen Zahlen
definiert durch

limsup z,, = ILm (sup{xk\ k> n}) und liminf z,, = le (inf{:ck\ k> n})

n—oo n—00

heissen Limes superior, respektive Limes inferior der Folge (z,,)02,,.

BEISPIEL 6.54. — Sei (an)y, die reelle Folge definiert durch a, = (—=1)" + 1 fiir n € N. Wir

stellen ay,, Sy = supgs>, ak, In = infg>, ai in folgender Tabelle dar.

n| 1 2 3 4 5 6 7 8

ap [-1+1 1+1 —1+%4 141 148 141 141 141
Se| 143 143 1+3 145 1+3% 1+% 141 1+3%
Lyl -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Man beachte dabei, dass S, = a, ist, wenn n gerade ist und sonst S,, = an41. Daher ist
Hm sup,, oo ((—1)" 4+ 1) = limy 00 ((—1)%" + 55 ) = 1. Weiters ist wegen limy, o0 a2p11 = —1
das Infimum I,, = —1 fiir alle n € N, womit liminf, .o ((—1)" + 1) = —1 gilt.

S5 Sy

Il |

I (T
1

—1 a7a5 Qg ay ag ay4 a9

]IL
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SATZ 6.55. — Der Limes superior A = limsup,,_,,, &, einer beschrinkten Folge reeller
Zahlen ()72 erfillt die folgenden FEigenschaft: Fir alle ¢ > 0 gibt es nur endlich viele

Folgenglieder x,, mit x,, > A+ ¢, und unendlich viele Folgenglieder x,, mit x, > A — €.

Beweis. Sei € > 0, und schreibe s, = sup{zy | £k > n}. Die Folge (s,)5%, ist monoton
fallend und konvergiert gegen A. Es gibt also ein N € N, so dass sy < A + ¢ gilt. Damit
ist , < sy < A+ ¢ fiir alle n > N, und also gibt es nur endlich viele Folgenglieder x,, mit
Ty > A+ e. Fiir die zweite Aussage , sei N € N beliebig. Dann gilt sy > A. Nach Definition
von sy und Satz 3.51 existiert ein n > N mit z, > sy —e > A — . Da N € N beliebig war,

beweist dies dass es unendlich viele Folgenglieder x,, mit x, > A — ¢ gibt. O

KOROLLAR 6.56. — Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat einen Hdufungspunkt, und

besitzt konvergente Teilfolgen.

Beweis. Ist (x5,)22, eine beschriankte Folge reeller Zahlen, so ist A = lim sup z,, ein Hiufungs-
n—oo

punkt. Tatséchlich ist fiir beliebiges ¢ > 0 und N € N die Menge
{n>N|A-e<z, <A+¢}

unendlich nach Satz 6.55, und insbesondere nicht leer. Die Existenz konvergenter Teilfolgen

folgt aus Proposition 6.23. O

UBUNG 6.57. — Zeigen Sie, dass die Eigenschaft in Satz 6.55 den Limes superior einer

beschrankten Folge eindeutig charakterisieren.

UBUNG 6.58. — Sei (2,)%2, eine beschriinkte Folge in R, und sei S C R die Menge der
Héufungspunkte der Folge (z,,)02 . Zeigen Sie, dass

lim sup z,, = max .S und liminf z, = min .S
n—oo n—oo

gilt.

UBUNG 6.59. — Zeigen Sie, dass der Limes superior als Abbildung definiert auf dem Vek-
torraum der beschrénkten Folgen in R mit Zielraum R nicht linear ist. Genauer: Zeigen Sie,
dass sich der Limes superior weder unter Addition noch unter skalarer Multiplikation geeignet

verhalt.

UBUNG 6.60. — Sei (7,,)22, eine beschriinkte Folge in R und sei (y,,)5°, eine konvergierende

Folge mit Grenzwert B. Zeigen Sie:

limsup(zy, +yn) = B+ limsupz,
n—oo n—oo
limsup(z,y,) = Blimsupz, falls B> 0
n—oo n—oo
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KOROLLAR 6.61. — Fine beschrinkte Folge (xy,)22, in R konvergiert genau dann, wenn

limsup z,, = liminf x,,
n—00 n—00

gilt.

Beweis. Angenommen es gelte A = liminf, ,. x, = limsup,,_,,, *n. Sei € > 0. Nach Satz
6.55 gibt es nur endlich viele n € N mit z,, > A + ¢, und aufgrund der analogen Eigenschaft
des Limes inferior gibt es auch nur endlich endlich viele n € N mit z, < A — ¢. Es gibt also
nur endlich viele n € N mit |A — x,| > &, was zeigt dass es ein N € N gibt, derart, dass
n>N = |A—x,| < e gilt. Also konvergiert die Folge.

Wir nehmen nun an, dass (z,)52, konvergiert, mit Grenzwert A. Sei € > 0. Dann existiert

ein N € Nsodass A —¢e < x, < A+ ¢ fiir alle n > N. Insbesondere gilt also

A—e<inf{z,| n>N} <sup{z,| n>N}<A+¢

woraus
A—¢e<liminfx, <limsupzx, < A+e¢
n—oo n—o00
folgt. Da € > 0 beliebig war, folgt daraus A = lim inf x,, = limsup z,,. O
n—00 n—00
UBUNG 6.62. — Sei (2,)22, eine Folge in R mit der Eigenschaft, dass x,, # x,, fiir alle

n # m gilt. Sei X die Teilmenge X = {x,|n € N} von R. Zeigen Sie, dass die Hiufungspunkte
der Folge (z,,)0%, gerade die Haufungspunkte der Menge X sind.

UBUNG 6.63. — Seien (a,)2%, (bn)22, und (¢,)%, konvergente Folgen reeller Zahlen, mit

Grenzwerten A, B und C respektive. Sei (z,)5, die Folge definiert durch

ap falls 3|n
ZTp =1q0b, falls3n—1
¢, falls 3jn — 2

fir n € N. Berechnen Sie lim sup x,,, lim inf z,, und die Menge der Haufungspunkte der Folge
n—00 n—0oo

(xn)?zozo'

UBUNG 6.64. — Sei (7,)2%, eine beschriinkte Folge reeller Zahlen, so dass (2,41 — )52,

gegen 0 konvergiert. Setze

A =liminf z, und B = limsup z,,.
n—00 n—o00

Zeigen Sie, dass die Menge der Haufungspunkte der Folge (x,)0%, das Intervall [A, B] ist.
Konstruieren Sie ein Beispiel solch einer Folge [A, B] = [0, 1].
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UBUNG 6.65. — Finden Sie eine Folge reeller Zahlen (z,,)2, so dass jede reelle Zahl A ein

n=0»

Héufungspunkt der Folge (x,,)22, ist.

6.2.4 Reelle Cauchy-Folgen

Wir haben Cauchy-Folgen in allgemeinen metrischen Raumen bereits in Abschnitt 6.1.3 ein-
gefiihrt, und einen metrischen Raum (X, d) als vollstandig bezeichnet, falls jede Cauchy-Folge
in (X, d) konvergiert. Den Begriff der Vollstdndigkeit haben wir ebenfalls im Zusammenhang
mit angeordneten Korpern eingefithrt. Der nachstehende Satz und Ubung 6.69 zeigen, dass

die Definitionen kompatibel sind.

SATZ 6.66. — FEine Folge reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge

1st.

Beweis. Konvergente Folgen sind Cauchy Folgen nach Ubung 6.27. Sei (xr)5%, eine Cauchy-
Folge reeller Zahlen. Dann ist (z,,)22, beschrénkt, ebenfalls nach Ubung 6.27. Nach Korollar
6.56 besitzt (x,)52, einen Haufungspunkt, und damit auch Konvergente Teilfolgen nach Pro-

position 6.23. Aus Ubung 6.28 folgt schliesslich, dass ()02, konvergiert. O

6.67. — Der heute gebrauchliche Konvergenzbegriff geht auf Augustin-Louis Cauchy, Bern-
hard Bolzano und Karl Weierstrass zuriick. Cauchy hat das Konvergenzkriterium 6.66 in sei-
nem Cours d’analyse [Caul821] benutzt, aber nicht explizit hervorgehoben. Als Satz taucht
6.66 zum ersten mal in Bolzano’s Schrift von 1817 Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes,
daf$ zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens eine
reelle Wurzel der Gleichung liege auf. Bolzano liefert hier auch den ersten modernen Beweis
des Zwischenwertsatzes 4.57. Die modernen Formulierungen dieser Resultate haben wir Wei-

erstrass zu verdanken.

§ 7

Qehrfat,  Wenn cine Reihe von Grofen

1 2 2 n n-r

PR L S TR . SRTRION b PR
pon der Vefhaffenbeit ift, daf bder Unterjdhied swi=

n Nt

fhen ibrem nten Glicde Fx und jebem fpdteren ig'-x,
fev diefe von jemem audy nody fo weit entfernt, Elei=
ner als jede gegebene Grope werbleibf, wenn man
n grop genug angenommen hat: fo gibt e8 jedesmahl
eine gewiffe beftandige Grofe, und poar nur
eine, der jid) die Glieder diefer Reihe immer mehe
pabern, und der fie fo nahe fommen finnen, af8
man nut will, wenn man die Reihe weit genug
fortiest,
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Figur 6.2: Das Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz von Folgen, aus Bolzano’s [Bol1817]

BEISPIEL 6.68. — Sei (z5,)72, eine Folge reeller Zahlen. Wir behaupten, dass die Bedingung
Ve >03IN eNVn>N: |z, —xhp1| <€
nicht zur Konvergenz der Folge dquivalent ist. Als Gegenbeispiel betrachten wir die Folge
0,1,11,2,21 2233132 33 4 41 42 43 41 551 ..

die zwischen n — 1 und n in Schritten der Lange % fortschreitet. Diese Folge ist unbeschréinkt,
und damit sicherlich nicht konvergent. Andererseits verringert sich der Abstand zwischen zwei

aufeinanderfolgenden Gliedern je weiter die Folge fortschreitet, und wird beliebig klein.

UBUNG 6.69. — Sei (K, <) ein geordneter Korper, der Q als dichte Teilmenge enthilt, im
Sinne von Korollar 3.64, und in dem alle Cauchy-Folgen konvergent sind. Zeigen Sie, dass K

das Vollstandigkeitsaxiom erfiillt.

6.2.5 Uneigentliche Grenzwerte

Ahnlich wie im Abschnitt 3.3.2 fiir Supremum und Infimum fithren wir auch uneigentliche

Grenzerte +o0o und —oo fiir Folgen ein.

DEFINITION 6.70. — Sei (z,,)52 eine Folge reeller Zahlen. Wir sagen (z,)52, divergiert
gegen o0, und wir schreiben

lim z, = 400
n—o0

falls fiir jede reelle Zahl R > 0 ein N € N existiert, so, dass z,, > R fiir alle n > N gilt.
Genauso sagen wir, dass (z,)5°, gegen —oo divergiert, falls fiir jede reelle Zahl R < 0 ein
N € N existiert, so, dass z, < R fiir alle n > N gilt. In beiden Féllen sprechen wir von

uneigentlichen Grenzwerten.

6.71. — Eine divergente Folge, oder auch eine unbeschriankte Folge, muss nicht gegen oo

oder —oo divergieren. Zum Beispiel ist die Folge
0,-1,2,-3,4,-5,6,—-7,8,—9,...

also (xy)22, definiert durch x, = (—1)"n, divergent, aber sie divergiert nicht gegen oo und

auch nicht gegen —oo.

UBUNG 6.72. — Sei (2,)%, eine unbeschriinkte Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass eine

Teilfolge existiert, die gegen oo oder gegen —oo divergiert.
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6.73. — Wir konnen uneigentliche Grenzwerte verwenden, um den Limes superior und den
Limes inferior fiir unbeschriankte Folgen in R zu definieren. Falls die Fole (x,,)22, nicht von

oben beschrénkt ist, dann gilt sup{z, | £ > n} = oo fiir alle n € N und wir schreiben

lim sup z,, = oc.
n—oQ

Falls (zy,)0%, zwar von oben, aber nicht von unten beschrénkt ist, dann schreiben wir

limsupz, = lim (sup{zy| k > n})
n—00 n—oo
wobei rechterhand ein echter Grenzwert steht falls die monoton fallende Folge (sup{x|k > n})
beschrankt ist, und der uneigentliche Grenzwert —oo andernfalls. Diese Terminologie benutzen

wir analog fiir den Limes inferior.

UBUNG 6.74. — Beweisen Sie folgende Version des Sandwich-Lemmas fiir uneigentliche
Grenzwerte. Fiir zwei Folgen reeller Zahlen (x,,)2%, und (z,,)52, mit z,, <y, fiir alle n € N

gilt:

lim z, =00 = lim y, =

n—0o0 n—oo
lim y, = —0c0 = lim =z, = —o0.
n—oo n—oo

6.2.6 Folgen komplexer Zahlen

Um Folgen in C zu studieren ist es oft ausreichend, wenn auch nicht immer praktisch, die

entsprechenden Folgen von Real- und Imaginérteilen in R zu betrachten.

LEMMA 6.75. — Eine Folge komplexer Zahlen (x, +iyn )5 ist genau dann konvergent mit
Grenzwert A+1B € C, wenn die beiden Folgen reeller Zahlen ()72 und (yn)oe, konvergent

sind, mit Grenzwert A, respektive B.

Beweis. Angenommen (z,, + iyn)5e, konvergiert gegen A +iB € C. Fiir ¢ > 0 existiert dann
ein N € N, so dass |(zy, + iy,) — (A4 iB)| < € fir n € N. Da fiir alle z € C die Ungleichung
max{| Re(z)[, | Im(2)|} < |z| gilt, folgt

|xn—A| < [(xn+iyn)—(A+iB)| < e und lyn—B| < [(xn+iyn)—(A+iB)| < ¢

fiir alle n > N. Dies zeigt, dass die Folgen (z,,)5% , und (¥, )5, konvergent sind, mit Grenzwert
A, respektive B. Die Umkehrung folgt aus (z,+iyn )5 = (Tn)o>o+i(yn)neo und Aussage (2)
in Proposition 6.41, die wortwortlich auch fiir Folgen komplexer Zahlen gilt, mit dem selben

Beweis. O
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UBUNG 6.76. — Sei (2,)5%, eine konvergente Folge in C. Zeigen Sie, dass (|z,])3%, kon-
vergiert und geben Sie den Grenzwert an. Impliziert umgekehrt die Konvergenz von (|z,])5%

die Konvergenz von (z,)0% 7

UBUNG 6.77. — Sei (2,)5%, eine Folge in C. Zeigen Sie, dass (2,)%°, genau dann eine

Cauchy-Folge ist, wenn (Re(z,)), und (Im(z,))o2, Cauchy-Folgen sind.

UBUNG 6.78. — Bestimmen Sie die Menge aller komplexen Zahlen z mit der Eigenschaft,
dass die sogenannte geometrische Folge mit Slakierungsfaktor z, gegeben durch (2")5°

konvergiert.

UBUNG 6.79. — Sei 2z € C mit |z| < 1. Zeigen Sie, dass lim nz" = 0 gilt.
n—oo

UBUNG 6.80. — Sei (2,)%; eine konvergente Folge in C. Zeigen Sie, dass die Folge der
Cesaro-Mittel (w,,)5% ;, gegeben durch

n
1
Wy = — E Zk
n
k=1

fiir n > 1 konvergiert, und denselben Grenzwert wie (2,,)2%, hat. Uberzeugen Sie sich auch
davon, dass die umgekehrte Implikation nicht gilt, das heisst, dass die Konvergenz der Cesaro-

Mittel nicht Konvergenz der Folge impliziert.
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6.3 Die Exponentialfunktion

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe des Konvergenz- und Grenzwertbegriffs von Folgen

die Exponentialfunktion definieren, und einige ihrer Eigenschaften zu beweisen.

6.3.1 Definition der Exponentialfunktion

PROPOSITION 6.81. — Sei x € R eine reelle Zahl. Die Folge reeller Zahlen (an)2, gegeben

durch
X n
= (1+7)
n

st konvergent, und thr Grenzwert ist eine positive reelle Zahl.

Beweis. Sei x € R fest gewéhlt, und sei ng € N eine ganze Zahl mit ng > 1 und ng > —z. Wir

behaupten, dass die Folge (a,)52,, beschriankt und monoton steigend ist. Das wird nach Satz

n=ng

6.49 zeigen, dass die Folge (ay)52,, , und damit auch die Folge (ay)22, konvergiert. Zunéchst

n=ng’

bemerken wir, dass fiir z > 0 die Ungleichungen

x r+n
it Dnts) =t Dinta) =

gelten, und damit auch
x

- >
n+1(n+x) ~
fiir alle n > 1. Falls 2 < 0 und n > ny so gilt (6.2) ebenfalls, das heisst, (6.2) gilt fiir alls x € R

und n > ng. Fiir diese n € N kénnen wir die Bernoulli-Ungleichung in Lemma 4.4 verwenden

~1 (6.2)

und erhalten

B - (1+8) <> S ()
(

§\R>—A

+:

n -+

H

(1
n+1
1— S (L
(n+1)( n+:1:) n n+x

Dies beweist die Monotonie der Folge (a,)2°

n

neno- Um Beschrianktheit zu zeigen betrachten wir

zuerst den Fall x < 0. Hier gilt ( ﬁ) < 1, und also ist 1 eine obere Schranke fiir die Folge
(an)plp,- Daher gilt

lim (1+2)" =sup {(142)" n=no} >0

n—oo

Die Proposition ist damit fiir x < 0 gezeigt. Fiir x > 0 und n > = verwenden wir

T\ T\ CL'Q "
(1+5)" (1-%) :<1—2> <1,
n n n

woraus fiir alle n > x die Abschétzung

() =0-3)
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folgt. Da aber die Folge ((1 — %)_n)zo:l auf Grund von obigem und Proposition 6.41(3)
konvergent und damit beschrinkt ist, folgt nun die Beschranktheit der Folge ( (1 + %)n )OO

n=1"
O
DEFINITION 6.82. — Die Exponentialfunktion exp : R — R+ ist die durch
exp(z) = lim (1 - E)n
n—o0 n
fir alle x € R definierte Funktion. Die Eulersche Zahl e € R ist definiert als
— exp(l) = Tim (142) (6.3)
e=-exp(l) = Jim ) .

Ihr numerischer Wert betragt
e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995 . . .

Die Definition von e als Limes (6.3) ist nicht unbedingt geeignet, um effizient prizise Anné-

herungen von e zu berechnen.

UBUNG 6.83. — Angenommen wir schneiden einen Laib Brot, der n = 10 Rosinen enthiilt,
in n Stiicke. Wir nehmen nun ein Stiick. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses keine

Rosine enthélt? Wie verhélt sich diese Wahrscheinlichkeit fiir n — oco.

6.3.2 Funktionalgleichung, Stetigkeit und Monotonie

SATZ 6.84. — Die FExponentialfunktion exp : R — Ry st bijektiv, streng monoton steigend,

und stetig. Ausserdem gilt

exp(0) = 1, (6.4)
exp(—z) = exp(x)? fiir alle z € R, (6.5)
exp(z +y) = exp(z)exp(y) fir alle z,y € R. (6.6)

Beweis. Wir beginnen damit, die Funktionalgleichungen (6.4), (6.5) und (6.6) zu iiberpriifen.
Die Identitdat (6.4) folgt unmittelbar aus der Definition der Exponentialfunktion. Fiir (6.5)

betrachten wir

n n 2\ 1
exp(z) exp(—z) = lim <1+x> lim <1—x) = lim (1_”2> .
n—0o0 n n—00 n n—00 n

Fir n > |z| gilt _%z > —1, und damit erhalten wir mit der Bernoulli-Ungleichung die Ab-

schatzungen
2

1—£§<1—ﬁ)n§1.
n
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die gemeinsam mit dem Sandwich-Lemma 6.44 lim (1 — fl—z)n = 1 zur Folge hat und Gleichung
(6.5) zeigt. B

Die Funktionalgleichung (6.6) gilt falls x = 0 oder y = 0. Wir beweisen den verbleibenden
Fall x # 0 und y # 0 durch ein dhnliches Argument wie oben. Vorbereitend berechnen wir
zuerst fir n > 1 das Produkt

2
(1—5) (1—3) (1+x+y>—1—W+a€(1+w>—1+cg,
n n n n n n n

wobei ¢, fir

r+y
n

e =—(2* +y°) —zy + zy

steht. s gilt —(2? +y?) — 2y < 0 wegen x # 0 und y # 0, womit wir ¢, < 0 und % > —1 fiir

hinreichend grosse n erhalten. Aus der Bernoulli-Ungleichung folgt nun
1+ < (14 5) <
n n

und also gilt lim (1+ 2)" = 1 nach dem Sandwich-Lemma. Unter Verwendung von (6.5)

n—oo
erhalten wir

_epEtY) (1-2) (1=2) (14 258) = i (145)" =1
exp(z)exp(y) n—oo n n n oy oo n2
Dies beweist die Funktionalgleichung (6.6). Es bleibt, Stetigkeit, Monotonie und Bijektivitét

der Exponentialfunktion nachzuweisen. Die Abschéitzung
exp(z) > 1+x (6.7)

wird sich dabei als hilfreich herausstellen. Fiir x < —1 ist das klar, da exp(z) > 0 gilt. Fiir
r>—1gilt (1+ )" > 1+ fiir alle n > 1 aufgrund der Bernoulli-Ungleichung 4.4, und also
(6.7) wie behauptet.

Behauptung: Die Funktion exp ist stetig. Wir zeigen zuerst die Stetigkeit der Exponen-
tialfunktion von bei 0 € R. Sei € > 0 und wihle § = min{e, 1 — 1—;} womit § < 1 und auch
5 <1+ ¢ gilt. Fiir 2 € (—4,0] wenden wir (6.7) an und erhalten

l—e<1-d<1l+4+z<exp(x) <1,

also insbesondere |exp(z) — exp(0)| < e. Fur « € [0,d) wenden wir obiges Argument fiir —x
an und erhalten 1 — § < exp(—z) < 1 oder dquivalenterweise 1 < exp(z) < ﬁ <1l4e¢
nach Wahl von 4, und dadurch wiederum |exp(xz) — exp(0)| < e. Dies zeigt Stetigkeit der
Exponentialfunktion bei 0. Um Stetigkeit bei einem beliebigen z¢p € R zu zeigen, schreiben
wir

exp(z) = exp(x — xo + z9) = exp(z — zg) exp(zo).
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Wir kénnen die Exponentialfunktion damit als Verkniipfung exp = p o exp ot schreiben, mit
7:R—=Rund i : R — R gegeben durch

T(x) =2 — 20 und pu(x) = x - exp(xo)

Die Funktionen 7 und p sind stetig. Insbesondere ist 7 stetig bei xg, und exp ist stetig bei
0 = 7(xp). Es folgt die Stetigkeit von exp bei xy aus Proposition 4.51.

Behauptung: Die Funktion exp ist streng monoton wachsend. Fiir x > 0 gilt exp(0) =
1 <1+ x <exp(x) wegen (6.7). Fiir alle reellen Zahlen x < y folgt daraus exp(y — =) > 1,

also

exp(z) < exp(z) exp(y — =) = exp(y),

und daher ist exp : R — R streng monoton wachsend wie behauptet.
Behauptung: Die Funktion exp : R — Ry ist bijektiv. Die Exponentialfunktion ist streng
monoton wachsend, und also injektiv. Um Surjektivitat zu zeigen, wihle a € R+ beliebig.

Setzen wir 29 = —a~! und z; = a, so folgt
exp(zp) < a < exp(xy)

aus der Ungleichung (6.7). Da exp auf ganz R stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz 4.57,
dass es ein x € R mit 29 < & < x1 und exp(z) = a gibt. Dies zeigt die Behauptung, und
beendet den Beweis von Satz 6.84. O

UBUNG 6.85. — Zeigen Sie fiir > 0 die Ungleichung 1 + x + % < exp(x).

6.3.3 Der natiirliche Logarithmus

6.86. — Im Satz 6.84 haben wir gezeigt, dass exp : R — R eine bijektive, streng monoton

wachsende stetige Funktion ist. Die eindeutige Umkehrfunktion
log:Ryg— R

. der bijektiven Abbildung exp : R — R~ nennen wir Logarithmus.

KOROLLAR 6.87. — Der Logarithmus log : Ryg — R ist eine streng monoton wachsende,
stetige und bijektive Funktion. Des Weiteren gilt

log(1) = 0, (6.8)
log(a™') = —log(a) fir alle a € Rso, (6.9)
log(ab) = log(a) + log(b) fir alle a,b € Rsg. (6.10)
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Beweis. Das folgt direkt aus Satz 6.84 und und dem Umkehrsatz 4.62. Die Funktionalglei-
chungen (6.8), (6.9) und (6.10) folgen aus den Funktionalgleichungen der Exponentialfunktion,

wenn wir x = loga und y = log b einsetzen. O

expl) 3

Figur 6.3: Die Graphen der Exponentialfunktion und des Logarithmus. Die Hilfslinien zeigen
exp(z) > = + 1 sowie log(z) <z — 1.

6.88. — Man nennt die hier definierte Logarithmusfunktion auch den natiirlichen Loga-
rithmus, um sie von Logarithmus zu einer anderen Basis a > 1, typischerweise a = 10 oder
a = 2 zu unterscheiden. Sei a > 1 eine reelle Zahl. Wir kénnen den Logarithmus log, : Ryg — R

zur Basis a definieren. Die Notation

_ logx

1 —
0g, () oz a
fiir a > 1 und alle x € R+ ist gebriuchlich. Uberpriifen Sie, dass log;,(10") = n fiir alle n € Z
gilt. Wir werden diese Definition aber nicht benutzen, auch nicht fiir a = 10, und log(z) wird

immer den natiirlichen Logarithmus von x € Ry zur Basis e bezeichnen.

6.89. — Den Logarithmus und die Exponentialabbildung kénnen wir verwenden, um allge-
meinere Potenzen zu definieren. Fiir eine positive Zahl a > 0 und beliebige Exponenten x € R
schreiben wir

T

a” := exp(zlog(a)).

Insbesondere schreiben wir e” = exp(z log(e)) = exp(x) fiir alle z € R.
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-
X=X e werxd

H

W = W

Figur 6.4: Die Graphen von a +— a” fiir verschiedene Exponenten x € R.

UBUNG 6.90. — Zeigen Sie, dass fiir € Q und a > 0 diese Definition mit der Definition
von rationalen Potenzen aus Beispiel 4.63 iibereinstimmt. Uberpriifen Sie des Weiteren die

Rechenregeln
log(a®) = zlog(a), a“a¥ =a*"¥, (a®)¥ =a™

flir a > 0 und z,y € R.

UBUNG 6.91. — Sei a > 0 eine positive Zahl. Zeigen Sie, dass eine reelle Zahl C, > 0
existiert, derart, dass log(z) < Cpz® fiir alle z > 0 gilt.

UBUNG 6.92. — Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen z > —1 und p > 1 die stetige
Bernoulli Ungleichung

(I1+2z)P >1+px.
gilt.

Applet 6.93 (Rechenschieber). Berechnen Sie mit dem Rechenschieber einige Produkte und
Quotienten. Erinnern Sie sich an die Figenschaften des Logarithmus um zu erkennen, wie
man diese Berechnungen durchfithrt. Vor der Einfiihrung von elektronischen Taschenrechnern

waren diese mechanischen Hilfsmittel weit verbreitet.
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6.4 Grenzwerte von Funktionen

Wir betrachten Funktionen f : D — R auf einer Teilmenge D C R und wollen Grenzwerte
von f(x) fur den Fall definieren, wenn x € D gegen ein xy € R strebt. Typische Situationen
sind D =R oder D = [0,1] oder D = (0, 1), und z¢p = 0 in allen Fallen.

6.4.1 Grenzwert in der Umgebung eines Punktes

6.94. — Wir legen fiir diesen Abschnitt eine nichtleere Teilmenge D C R fest, sowie ein
Element zy € R das ein Haufungspunkt von D, oder ein Element von D ist. Das bedeutet,

dass
DN(xg—0,x0+0) # D (6.11)

fiir alle § > 0 gilt, oder dquivalent, dass es eine Folge in D gibt, die gegen xg strebt.

DEFINITION 6.95. — Sei f : D — R eine Funktion. Eine reelle Zahl A heisst Grenzwert
von f(z) fir x — xg, falls fur jedes € > 0 eine § > 0 existiert, mit der Eigenschaft

x€DN(xg—6b,xz0+9) = |f(zx)— Al <e.

6.96. — Grenzwerte von f(x) fiir x — x( miissen natiirlich nicht existieren. Falls aber ein
Grenzwert existiert, dann ist er eindeutig bestimmt. Deshalb sprechen wir ab jetzt von dem

Grenzwert, und schreiben

lim f(z)=A

T—T0
falls der Grenzwert von f(x) fiir # — =z existiert und gleich A ist. Informell ausgedriickt

bedeutet dies, dass die Funktionswerte von f beliebig nahe bei A liegen wenn x € D nahe an

o heranriickt.

6.97. — Der Grenzwert erfiillt Eigenschaften analog zu Proposition 6.41. Sind f und g

Funktionen auf D, derart, dass die Grenzwerte

lim f(z)=A und lim g(z) =B

T—x0 T—T0

existieren, so existieren auch die Grenzwerte

lim f(z)+g(x)=A+B und lim f(z)g(x) = AB.

T—T0 T—T0
Die Ungleichung f < g impliziert A < B. Schliesslich gilt das Sandwich-Lemma: Ist h eine
weitere Funktion auf D mit f < h < g, so folgt aus A = B dass der Grenzwert von h(x) fir
x — xg existiert und gleich A = B ist.
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LEMMA 6.98. — Sei f : D — R eine Funktion. Ist xg ein Element von D, so ist f genau

dann stetig bei xg, wenn lim f(z) = f(zo) gilt.
Tr—T0

Beweis. Falls f bei x( stetig ist, dann existiert zu jedem £ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle
x € D die Implikation |z — z9| < § = |f(z) — f(z0)| < € gilt. Vergleicht man dies mit der
Definition 6.95, so erhélt man gerade Iliﬁ\rglo f(z) = f(xo). Falls umgekehrt Iliﬁ\rglo f(z) = f(zo)
gilt, so bedeutet dies nach Definition 6.95 gerade, dass f bei zq stetig ist. O

6.99. — Angenommen xg sei ein Element von D und auch ein Hiufungspunkt von D.
Dann ist xg auch ein Haufungspunkt von D\ {zo}. Sei f : D — R eine Funktion, und schreibe
f*: D\ {zo} — R die Einschrankung von f auf D\ {x¢}. Es ist durchaus moglich, dass f an
der Stelle zy unstetig ist, aber der Grenzwert

A= xli_)nggo ff(x) (6.12)

trotzdem existiert. Unter diesen Umstdnden nennt man den Punkt xg € D eine hebbare
Unstetigkeitsstelle von f. Die Funktion f: D — R, definiert durch

Fla) = f(z) fallsz e D\ {zo}

A falls x = zg

ist stetig an der Stelle xy. Wir haben damit die Unstetigkeit der Funktion fbehoben, in dem
wir den Wert der Funktion f an der Stelle g durch A ersetzt haben. Wir nennen den durch
(6.12) definierten Grenzwert auch Grenzwert von f in einer punktierten Umgebung von

xo. Als Notation dafiir verwenden wir gelegentlich

A= Jim f(x). (6.13)
r#x0
6.100. — In der Literatur, nicht ausschliesslich, aber insbesondere wenn es sich um &lte-

re Quellen handelt, werden Grenzwerte oft systematisch als Grenzwerte in einer punktierte
Umgebung verstanden. Wir iibernehmen hier die Konventionen aus J. Dieudonné’s Eléments
d’analyse |Die1990|. Die Buchreihe Eléments d’analyse ist ein klassisches Referenzwerk, und
besteht aus 9 Béanden. Der erste Band erschien 1960 auf englisch unter dem Titel Foundations
of Modern Analysis. Er ist aus einem Analysis Vorlesungsskript von Dieudonné an der Univer-
sitdt Michigan entstanden. Dieser erste Band, der auch in deutscher Ubersetzung verfiigbar

ist, deckt das Grundwissen in Analysis fiir angehende Mathematiker und Physiker ab.

6.101. — Angenommen x( sei ein Haufungspunkt von D, aber nicht Element von D. Sei

f : D — R eine Funktion. Existiert der Grenzwert A von f(x) fiir x — ¢, so ist die Funktion
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f:DU{zo} — R, definiert durch

f(z) fallszeD
A falls x = zg

stetig an der Stelle zg. Wir nennen in dieser Situation die Funktion fdie stetige Fortsetzung
von f auf DU {xo}.

LEMMA 6.102. — Sei f : D — R eine Funktion. Dann gilt A = lgn f(z) genau dann,
T—xT0

wenn fiir jede gegen xo konvergierende Folge (yn)22 in D auch li_>m flyn) = A gilt.
n oo

Beweis. Angenommen A sei der Grenzwert von f(z) fiir + — xo. Sei (y,)5, eine Folge in
D mit Grenzwert xg. Wir wollen zeigen, dass die Folge (f(yn))52, gegen A konvergiert. Sei
€ > 0. Dann existieren ein § > 0 und ein N € N mit

O0<|lzr—z0| <d = |f(zx)—Al<e und n>N = 0<|a, — x| <0
fiir alle z € D und n € N. Gemeinsam ergibt das
n>N = |f(ay,) — Al <e

was zeigt, dass die Folge (f(yn))n> gegen A konvergiert. Fiir die Umkehrung nehmen wir an,
dass A sei nicht Grenzwert von f(x) fir £ — x¢. Dann existiert ein £ > 0, so dass fiir alle

0 >0 ein z € D existiert mit
|z —xo| <6 und |f(z) — Al > ¢
Wir verwenden dies fiir § = 27" > 0 mit n € N, und finden also fiir jedes n € N ein y,, € D
|y — o] < 27" und |f(yn) — A| > €.

Daraus schliessen wir, dass die Folge (yn)22 gegen o konvergiert, und dass (f(yn))52, nicht

gegen A konvergiert. O

UBUNG 6.103. — Benutzen Sie Lemma 6.102, um die in 6.96 und 6.97 gemachten Behaup-

tungen zu beweisen.

PROPOSITION 6.104. — Sei E eine Teilmenge von R, und sei f : D — E eine Funktion,
so, dass der Grenzwert yo = lim f(x) existiert und in E liegt. Sei g : E — R eine bei yo
T—T0

stetige Funktion. Dann gilt lim g(f(x)) = g(yo)-
T—rT0

Beweis. Wir wenden das in Lemma 6.102 gebene Kriterum an. Sei (2y,)32, eine Folge in

D die gegen z( konvergiert. Nach Lemma 6.102 gilt dann lim f(z,) = f(zo) = yo. Die
n—oo

Stetigkeit von g bei yo impliziert nun mit Satz 6.38, dass lim g¢(f(z,)) = ¢(yo) gilt. Da
n—oo
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(zn)o2 eine beliebige gegen yo konvergierende Folge war, folgt wiederum aus Lemma 6.102,

dass lim g(f(z)) = g(yo) gilt. O
T—>T0
6.105. — Wir konnen, wie bereits fiir fiir Folgen, Konventionen fiir uneigentliche Grenz-

werte von Funktionen einfithren. Wir sagen zum Beispiel, dass f(x) gegen +oo fir z — g
divergiert und schreiben lim f(z) = 400, falls fiir jede reelle Zahl R > 0 ein § > 0 existiert,
mit der Eigenschaft dass e

|zt — x| <6 = f(z) >R

fiir alle x € D gilt.

6.4.2 Einseitige Grenzwerte

Neben Grenzwerten bei einem Punkt xg nach Definition 6.95, und Grenzwerten in einer punk-
tierten Umgebung wie in 6.99 diskutiert, sind noch eine Reihe weiterer Grenzertbegriffe niitz-
lich, bei denen es darauf ankommt, von welcher Richtung her man sich dem Grenzpunkt xq

ndhert, und bei denen der Grenzpunkt xy auch eines der Symbole 400 oder —oo sein darf.

DEFINITION 6.106. — Seien D C R und z¢ € R derart, dass D N [z, 29 + 0) # & fiir alle
0 > 0 gilt. Sei f : D — R eine Funktion. Eine reelle Zahl A heisst rechtsseitiger Grenzwert

von f(x) bei xg, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, mit

x € DNxg,z0+0) = |f(x) — Al <e.

6.107. — Rechtsseitige Grenzwerte kann man als Spezialfille von Grenzwerten von Funk-
tionen ansehen. Bezeichnet namlich f>,, die Einschrankung von f auf D N [zg,00), so ist
ein rechtsseitiger Grenzwert von f bei xo einfach ein Grenzwert von f>,, bei xg wie in 6.95
definiert. Insbesondere iibertragen sich alle in 6.96 und 6.96 gegebenen Eigenschaften auf
rechtsseitige Grenzwerte. Existiert der rechtsseitige Grenzwert A von f an der Stelle xg, so

benutzen wir die Notation

A= xh—>nxlo f(z). (6.14)
ro<x

um dies auszudriicken. Falls zy ein Haufungspunkt von D N (zp, c0) ist, so konnen wir wie in
6.99 auch die punktierte Version des rechtsseitigen Grenzwertes
A= lim, /(@)
ro<T
definieren. Analog zu rechtsseitigen Grenzwerten kénnen wir auch linksseitige Grenzwerte
definieren. Schliesslich kénnen wir auch fiir einseitige Grenzwerte die Symbole +o0o0 und —oo

zulassen, wie in 6.105. Wir fassen alle Varianten in 6.110 zusammen.
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DEFINITION 6.108. — Seien D C R und zp € R derart, dass D N (R,00) # @ fir alle
R > 0 gilt. Sei f : D — R eine Funktion. Eine reelle Zahl A heisst Grenzwert von f(x) fiir

x — oo, falls fiir jedes € > 0 ein R > 0 existiert, mit

reDN(R,0) = |f(z) — A] <e.

6.109. — Falls ein Grenzwert A von f(x) fiir x — oo existiert, so ist er eindeutig, und wir
schreiben
A= lim f(z).
T—>00

Grenzwerte fiir £ — oo kann man in rechtsseitige Grenzwerte fiir x — 0 iiberfiihren. Sind D
und f wie in Definition 6.108 gegeben, so kann man die Menge E und die Funktion g : £ — R
gegeben durch

E={reRs| a7t eD} g(z)=f(a™)

betrachten. Es gilt
lim f(z) = lim g(z)

T—00 x—0

was insbesondere bedeutet, dass der eine Grenzwert existiert wenn und nur wenn der andere

Grenzwert existiert.

6.110. — In den folgenden Tabellen fassen wir alle Grenzwertbegriffe fiir Funktionen zu-
sammen. Es bezeichnet D C R eine Teilmenge, f : D — R eine Funktion, zg € R, und A eine
reelle Zahl.

Tabelle 1: Echte Grenzwerte fiir x — zg

Notation Us, nichtleer fiir alle § > 0 | Bedingung: Ve > 036 > 0
lim f(z)=A (xo —d,20 +0)N D x € Us |f(z) — Al <e

limof(x):A (xog — 0,20 +0) N (D \ {xo}) | x € Us |f(x) — Al <e

T—T(
TH#TQ
xlgr&lg flz)y=A [x0, 20 +0) N D x € Us
T>x0
xh—g:lo flz)=A (xo, o +0) N D x € Us
>T0
xli_)rgo flz)y=A (xo — 0, zo) N D x € Us
r<xo
xlggjlo flz)y=A (xo — d,20) N D x € Us
x<xo

[f(z) — Al <e
[f(z) — Al <e

f(x) — Al <e

el

[f(z) — Al <e

Tabelle 2: Uneigentliche Grenzwerte fiir z — zg

Notation Us, nichtleer fiir alle 6 > 0 | Bedingung: VM > 03§ > 0
Jim f(z) = +oc | Entspr. % wie in Tabelle 1 | z € Us = f(z) > M
0
*
Jim f(z) = —oco | Entspr. % wie in Tabelle 1 | z € Us = f(z) < -M
0
*
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Tabelle 3: Echte Grenzwerte fiir x — +o00

Notation | Ug, nichtleer fiir alle R > 0 | Bedingung: ¥e > 0 3R > 0

xEIfoof(x):A (R,00)N D relUr = |f(z)—A|<e
xgrjloof(x):A (—o0,—R)N D relUr = |f(z)—A|<e

Tabelle 4: Uneigentliche Grenzwerte fiir © — +oo

Notation ‘ Ugr, nichtleer fiir alle R > 0 | Bedingung: VM > 03dR > 0
lin; f(z) = +oo | Entspr. % wie in Tabelle 3 |z € Up = f(z) > M
z—

lim f(z) = —oo | Entspr. % wie in Tabelle 3 |z € Up = f(z) < —-M

T—%

UBUNG 6.111. — Stellen Sie eine Sammlung von Funktionsgraphen zusammen, die die
verschiedenen Grenzwerte in den Tabellen 1,2,3,4 aus 6.110 illustrieren. Geben Sie ebenfalls

Beispiele in denen diese Grenzwerte nicht existieren.

DEFINITION 6.112. — Sei D C R eine Teilmenge, sei f : D — R eine Funktion, und sei
xg € D. Falls der rechtsseitige Grenzwert
A= xli_)ng}g f(z) (6.15)
r>x0
existiert, dann sagen wir, dass f rechtsseitig stetig bei z( ist. Analog dazu definieren wir

linksseitige Stetigkeit. Wir nennen xy € D eine Sprungstelle, falls die einseitigen Grenz-

werte
Jim f(z) und Jim f(z) (6.16)
<o r>x0

beide existieren, aber verschieden sind.

6.113. — Der Leser sei gewarnt, dass die Definitionen von links- und rechtsseitiger Stetigkeit
in der Literatur nicht einheitlich sind. Insbesondere kommt es vor, dass etwa rechtsseitige
Stetigkeit als Existenz des Grenzwertes (6.15) mit z > xg definiert wird. Die folgende Graphik

stellt eine Funktion mit drei Unstetigkeitsstellen x1, xo, x3 dar.

£

Die Unstetigkeit 21 ist eine hebbare Unstetigkeit. Bei x; ist die Funktion weder links- noch

rechtsseitig stetig. Der Punkt z; ist auch keine Sprungstelle. Zwar existieren beide Grenzwerte
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(6.16) fiir x — x1, aber sie sind gleich. An der Stelle x9 ist die Funktion f linksseitig stetig, aber
nicht rechtsseitig stetig. Der Punkt xo ist eine Sprungstelle. Am der Stelle z3 ist f rechtsseitig

stetig. Schliesslich ist x3 keine Sprungstelle, da der linksseitige Grenzwert nicht existiert.

BEISPIEL 6.114. — Der Definitionsbereich fiir alle Funktionen in diesem Beispiel ist D =
R<g. Wir wollen zeigen, dass der Grenzwert fiir £ — 0 der Funktion f : D — R, gegeben
durch

f(x) = 2® = exp(xlog(x))

existiert und ihn berechnen. Dazu wollen wir zuerst zwel weitere Grenzwerte berechnen. Wir

behaupten, dass
lim yexp(—y) =0 (6.17)
y—00

gilt. Auf Grund der Monotonie der Folge ((1 + £)")o2 fiir y > 0, die in Abschnitt 6.3 fiir
die Definition der Exponentialabbildung verwendet wurde, gilt exp(y) > (1 + %)2 fiir y > 0.
y

Daraus ergibt sich 0 < yexp(—y) < % < 2

e < ) was wegen dem Sandwich-Lemma eben (6.17)
g y

impliziert. Als néchstes wollen wir

iig%xlogx =0 (6.18)
zeigen. Sei also € > 0. Dann gibt es wegen (6.17) ein 0 > 0 so dass |yexp(—y)| < ¢ fiir alle
y > % Sei nun z € (0,exp(—%)) und setze y = —logz. Dann gilt y > % auf Grund der
strengen Monotonie des Logarithmus und damit |zlogz| = |exp(—y)y| < €, was (6.18) zeigt.
Auf Grund von Proposition 6.104 und da die Exponentialabbildung stetig ist, ergibt sich aus
(6.18) nun

lim 2% = lim exp(xlogz) = exp(0) = 1.

x—0 x—0

Hieraus ergibt sich auch ein weiterer Beweis fiir Beispiele 6.46 und 6.47.

UBUNG 6.115. — Sei a € R. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren.
B L ) .3 et +1 . et . log(x)
lim , lim ————, lim —, lim ——=
z—2 x—2 T—00 2e2z ] z—00 ¢ z—oo @

Waihlen Sie dabei in jedem Fall einen geeigneten Definitionsbereich, auf dem die angegebene

Formel eine Funktion definiert.

UBUNG 6.116. — Seien p,q € R[T] Polynome, mit ¢ # 0. Sei X C R die Menge der
Nullstellen von q. Wir betrachten die Funktion z — % auf R\ X. Beschreiben Sie, wie man

die Grenzwerte

lim pf(w) und lim pi(ac)
2 () o5 gla)
fur zg € X berechnet. An welchen Punkten zg € X kann man g stetig fortsetzen? Welche

Punkte xp € X sind Sprungstellen?
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6.4.3 Landau Notation

Wir fithren nun zwei geldufige Notationen ein, die das asymptotische Verhalten einer Funktion
mit dem asymptotischen Verhalten einer anderen Funktion vergleichen — also ein relatives
asymptotisches Verhalten beschreiben. Diese Notationen sind nach dem Deutsch-Jiidischen
Mathematiker Edmund Georg Hermann Landau (1877 - 1938) benannt. Landau nahm die
Bedrohung durch die Nationalsozialisten lange nicht ernst. Als ihm ein Freund 1923 von Planen
fiir Konzentrationslagern fiir Juden erzéhlte, meinte er, in diesem Fall wiirde er sich ein Zimmer

mit Balkon und Ausblick nach Siiden sichern.

6.117. — Sei D C R eine Teilmenge und sei g € R ein Element von D oder ein Haufungs-
punkt von D. Seien f,g: D — R Funktionen. Wir schreiben

f(z) =0(g(x)) fir z — xo,
falls ein § > 0 und eine reelle Zahl M > 0 existieren, so dass die Implikation
[z —xo| <0 = |f(2)] < Mlg(z)|

fiir alle z € D gilt. Man sagt f sei Gross-O von g fiir x — . Falls g(x) # 0 fiir alle x € D\ zg
geniigend nahe an xg gilt, ist f = O(g) gleichbedeutend damit, dass % in einer Ungebung
von xg beschrankt ist. Wir konnen fiir g auch die Elemente +o00 und —oco der erweiterten

Zahlengerade zulassen. Dann bedeutet
f(z)=0(g(x)) fir x — xo,

dass es ein R > 0 gibt und eine reelle M > 0 gibt, so dass die Implikation
R<z = |f(x)] < Mlg(x)]

fiir alle x € D gilt. Der Vorteil dieser Notation ist, dass wir den Namen fiir die obere Schranke
| M| nicht einfiihren miissen. Falls uns diese Konstante nicht besonders interessiert, dann kén-
nen wir uns dadurch bei Rechnungen auf das Wesentlich konzentrieren. Man spricht in diesem

Zusammenhang auch von der impliziten Konstante.

BEISPIEL 6.118. — Sind f beschriankt und g stetig in einer Umgebung von x mit g(zg) # 0,

so gilt f(x) = O(g(x)). Es gilt

2> =0(z) firz—0

aber nicht x = O(2?), da -7 in keiner punktierten Umgebung von 0 beschrinkt ist. Es gilt

33

aber nicht x%,f3 = O(z?) fir a < 0.
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6.119. — Wenn f nicht nur durch g beschriankt ist, sondern asymptotisch gegeniiber g
vernachlassigbar ist, das heisst, falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert mit, so dass die
Implikation

[z —mo| <6 = |f(2)] < elg()]

fiir alle z € D gilt, dann sagen wir dass f Klein-o von g ist fiir x — xg, und schreiben
f(x) = o(g(x)) fir 2 — o,

Falls g(x) # 0 fiir alle x in einer Umgebung von xzq gilt, so ist f(z) = o(g(x)) fir x — xo

gleichbedeutend mit

lim @ = 0.

v—ao g(x)

Wir definieren f(x) = o(g(x)) fiir x — oo auf die iibliche Art und Weise.

BEISPIEL 6.120. — Zum Beispiel gilt z = o(2?) fiir z — oo und 2% = o(z) fiir z — 0. Fiir
jedes a < 1 gilt
323 a ..

aber nicht fiir a > 1. Tatséchlich existiert fiir jedes a < 1 der Grenzwert

lim L = lim |ac]1_o‘L 3y
20 | |z|*(222 + 210) | 20 (2428) 2

und ist gleich 0. Fiir o = 1 existiert zwar der Grenzwert, aber ist nicht 0, und fiir a > 1 ist

der Grenzwert +oo0.

UBUNG 6.121. — Zeigen Sie, dass die Asymptotiken

aP = o(x) fir z — 0, x = o(aP) fir z — oo

x® = o(e") fiir x — oo, log(z) = o(z?) fiir x — oo

fiir jedes p > 1, a € R und b > 0 zutreffen. Benutzen Sie dazu Ubung 6.91.

UBUNG 6.122. — Seien D C R und zp € R wie oben, und f1, f2, g reellwertige Funktionen
auf D. Zeigen Sie, dass falls fi(x) = o(g(x)) und fo(x) = o(g(x)) fiir x — x9, dann auch

a1 fi(z) + asfo(x) = o(g(x)) fir @ — xo

flir aq, g € R gilt. Formulieren und zeigen Sie die analoge Aussage fiir Gross-O.

6.123. — Die Landau Notation wird in vielen Situationen auch als Platzhalter verwendet,

um beispielsweise auszudriicken, dass ein Term in einer Summe schneller anwéchst oder abfallt
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als die anderen. In einem Ausdruck der Form
f(z)+o(g(x)) firz— xo

steht der Term o(g(z)) fir die Klasse einer Funktion h : D — R mit der Eigenschaft
h(z) =o(g(z)) fir x — xo.

Entsprechend symbolisiert f(z)+o(g(z)) die Klasse einer Funktion s mit s(x)— f(x) = o(g(x))

fiir x — xg. Dies gilt analog ebenso fiir die Gross-O Notation.

6.124. — Beispielsweise schreibt man

23— Te? + 6x+2
24+ x—34

= z—8+40(l) firz— oo
= x4+0() firz— o0

= z+o(x) firz— oo,

und erinnert sich auf der rechten Seite somit nur an jene Terme, die den Hauptteil der Be-
wegung x — oo ausmacht. Es mag vielleicht iiberraschen, dass im obigen Beispiel alle drei
Formeln zutreffen oder niitzlich sein kénnten. Die Behauptungen folgen alle direkt aus der
Polynomdivision mit Rest, und je nach Zusammenhang will man vielleicht die etwas genauere

Aussage mit Fehler o(1) oder die grobere Aussage mit Hilfe des Fehlers o(x) verwenden.
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6.5 Normen und Konvergenz auf Vektorraumen

Der Absolutbetrag auf R, beziehungsweise die Norm auf C, kann man dazu benutzen um
Metriken zu definieren. In Analogie dazu definieren wir den Begriff einer Norm auf Vektor-
rdumen. Auf endlich dimensionalen Vektorrdumen definieren und besprechen wir die fiir die

Euklidische Geometrie natiirliche Norm.

6.5.1 Normen und Skalarprodukte

Eine Norm auf einem Vektorraum V {iber R oder iiber C ist eine Abbildung von V nach R, die
jedem Vektor eine nichtnegative Zahl, informell seine Ladnge zuordnet. Auf einem Vektorraum
V' # {0} gibt es viele verschiedene Normen, und wir kénnen jede davon benutzen, um eine
Metrik auf V' zu konstruieren. Eine speziell interessante Klasse von Normen sind diejenigen,
die man aus Skalarprodukten erhélt. Wir legen fiir diesen Abschnitt eine Korper K fest, der
entweder R oder C ist.

DEFINITION 6.125. — Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
|- || : V— R, die folgende drei Eigenschaften erfiillt.

1. (Definitheit) Fiir alle v € V gilt ||v|| > 0, und |[v|| =0 <= v =0.
2. (Homogenitét) Fir alle v € V und alle o € R (bzw. a € C) gilt [|av|| = |a||v]].
3. (Dreiecksungleichung) Fiir alle v, ve € V gilt ||y 4+ v2|| < [Jur]| + [Jv2]|-

Man nennt V' gemeinsam mit der Norm || - || einen normierten Vektorraum.

BEISPIEL 6.126. — Sei n € N. Die Maximumsnorm oder Unendlichnorm || - ||o, und
die 1-Norm || - [|; auf K" sind definiert durch

n

[llo0 = max{fur]. val, ... vnl} und ol = _ 1]
j=1
fir v = (v1,...,v,) € K" Die Eigenschaften der Definitheit und Homogenitét, ebenso wie

die Dreiecksungleichung priift man leicht nach. Ist V' der Vektorraum der stetigen K-wertigen

Funktionen auf [0, 1] so definiert man analog die 1-Norm und die Unendlichnorm durch

1
1£1l2 :/o |fldx und [flloo = sup{|f(z)| | 2 € [0,1]}

Definitheit der Einsnorm wurde in Ubung 5.48 behandelt, die Dreiecksungleichung in 5.26.
Schliesslich bemerken wir noch, dass wenn || - || eine beliebige Norm auf einem K-Vektorraum

ist, dann ist fiir jede positive reelle Zahl X die Abbildung v — A||v|| auch eine Norm auf V.

DEFINITION 6.127. — Sei V ein Vektorraum iiber K und seien || - ||; und || - |2 zwei Normen

auf V. Wir nennen || - |1 und || - |2 &quivalent, falls Konstanten A > 0 und B > 0 existieren
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mit
[vf[1 < Allv]|2 und [v]l2 < Blv]lx

fir allev e V.

BEISPIEL 6.128. — Sein € N. Die in Beispiel 6.126 gegebene 1-Norm || - ||; und Maximums-

norm || - ||« sind dquivalent, denn es gelten die Ungleichungen
[0]lce < [vll1 und [o]l1 < nf|vfloo

fiir alle v € K™. Wie werden in Satz 6.147 zeigen, dass {iberhaupt alle Normen auf einem endlich
dimensionalen Vektorraum iiber K zueinander dquivalent sind. Bei unendlich dimensionalen
Vektorrdumen ist das nicht der Fall. So sind zum Beispiel die in 6.126 gegebenen Normen auf

dem Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1] nicht dquivalent.

UBUNG 6.129. — Sei V ein Vektorraum iiber R, und es bezeichne N die Menge aller Normen

auf V. Zeigen Sie, dass Aquivalenz von Normen tatsichlich eine Aquivalenzrelation auf der
Menge N definiert.

LEMMA 6.130. — Sei V ein Vektorraum iber R und || - || eine Norm auf V. Dann ist
d:VxV—=R d(v,w) = ||jv — wl|

eine Metrik auf V.

Beweis. Wir priifen Definitheit, Symmetrie und Dreiecksungleichung in der Definition einer
Metrik 6.3. Fir v,w € V gilt d(v,w) = ||v — w|| > 0, und

dv,w) =0 <= [vr—w|=0 <= v-—w=0 <= v=w
nach Definitheit der Norm. Nach Homogenitét der Norm fiir o« = —1 gilt fiir v,w € V
d(v,w) = [lv—w| = [[(=D)(v = w)[| = [w = o] = d(w,v)

und somit erhalten wir die Symmetrie von d. Zuletzt verwenden wir die Dreiecksungleichung

der Norm und erhalten
d(u,w) = [[u —w| = [|(u —v) + (v —w)[| < |lu—2| + [[v —w| = d(u,v) + d(v,w)

fiir alle u,v,w € V. Dies zeigt die Dreiecksungleichung fiir d, womit also d eine Metrik auf V'

ist. O
DEFINITION 6.131. — Wir bezeichnen die in Lemma 6.130 gegebene Metrik die von der
Norm || - || induzierte Metrik auf V.
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DEFINITION 6.132. — Sei K der Korper R oder der Korper C, und sei V' ein Vektorraum
iiber K. Ein inneres Produkt oder Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung

(—,—):VxV =K

die folgende Eigenschaften erfiillt.

1. (Sesquilinearitit) Fiir alle u,v,w € V und «, 8 € K gilt

(au + po,w) = alu,w)+ S (v,w) und
(u,av + pw) = a@(u,v) + B (u,w)

2. (Symmetrie) Fiir alle v,w € V gilt (v, w) = (w,v).

3. (Definitheit) Fiir v € V ist (v, v) reell und nichtnegativ, und (v,v) =0 <= v =0.

6.133. — Die lateinische Vorsilbe sesqui- steht fiir eineinhalb: das innere Produkt ist linear
im ersten Argument und halblinear im zweiten Argument. Bei Skalarprodukten auf R? hat die
komplexe Konjugation keinen Effekt, und die Sesquilinearitét wird zu Bilinearitat, also die
Linearitdt in beiden Argumenten bei festgehaltenem anderem Argument. Dass die von einem
Skalarprodukt induzierte Norm tatséchlich eine Norm auf V ist iiberpriifen wir in Korollar
6.137. Ein wichtiges Beispiel fiir ein Skalarprodukt ist das Euklidische innere Produkt
oder standard Skalarprodukt auf K¢ Es ist gegeben durch

d
(—,—):VxV =K (U,u)):kauTk
k=1
fir v = (v1,...,v4) und w = (wy,...,wy). Den Nachweis der Sesquilinearitdt und der Sym-
metrie iiberlassen wir als Ubung. Wir iiberpriifen Definitheit. Sei v = (v1,...,v4) € K% Dann

ist
d d
o) = vz = 3 gl > 0
k=1 k=1
eine nichtnegative reelle Zahl. Wenn v = 0 ist, dann ist auch (v,v) = 0. Wenn (v,v) = 0 ist,

dann muss jeder Summand |vy|? null sein, und also gilt vy, = 0 fiir alle k, und damit v = 0.

PROPOSITION 6.134 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). — Sei V' ein Vektorraum iber K, sei
(=, —) ein Skalarprodukt auf V und sei || - || : V — R gegeben durch ||v| = \/(v,v). Dann gilt
die Ungleichung

| (v, w) [ < [|vfl[Jw] (6.19)

fiir alle v,w € V. Des Weiteren gilt Gleichheit in (6.19) genau dann, wenn v und w linear
abhdngig sind.

Beweis. Falls v = 0 oder w = 0 gilt, so steht auf beiden Seiten von (6.19) Null, und die

Vektoren v, w sind linear abhéngig. Wir nehmen also an, dass v # 0 und w # 0. Dann gilt fiir
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a = (v,w) |lw|~?

v — aw|?® = (v — aw,v — aw) = (v,v — aw) — a (w,v — aw)

— {0,0) — @ (v, 0) — o {w, 0) + 0@ (w,10) = o>~ {v,w) — al,@) + o]
_ 2 | (v, w) |2 | (v, w) |2 2 _ 2 |{v,w) |2

Die reelle Zahl ||v — aawl|? ist nicht-negativ, und es folgt

2
||UH2 _ | <ané| > 0.
]

Somit folgt ||v||?||w]|? > | (v, w) |?, was die gewiinschte Ungleichung (6.19) impliziert. Gleich-

heit gilt genau dann, wenn ||v — aw|| = 0 und somit v = aw ist. O

UBUNG 6.135 (Schreibstil). — Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in dem Sie

folgt vorgehen: Es seien Vektoren v und w in R™ gegeben.

1. Zeigen Sie, dass f(z) = ||v + zw||? als ein Polynom von Grad 2 in  mit reellen Koeffi-

zienten aufgefasst werden kann und finden Sie dazu die Koeffizienten.

2. Das Polynom f(z) = ax? + bx + ¢ nimmt nur nicht-negative Werte an, und hat damit
héchstens eine reelle Nullstelle. Folgern Sie, dass die Diskriminante D = b? — 4ac von f

nicht-positiv ist.
3. Berechnen Sie die Diskriminante von f.

UBUNG 6.136 (Schreibstil). — Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in dem Sie
folgt vorgehen: Sei a > 0. Zeigen Sie, dass alle v,w € R™ die Abschétzung

2
| (v, 0) | < G [[v]|* + g4 ||wl]|?
erfiillen und schliessen Sie daraus auf die Cauchy-Schwarz Ungleichung.
KOROLLAR 6.137. — Sei V' ein Vektorraum tber K, sei (—,—) ein Skalarprodukt auf V.

Die durch (6.20) definierte Abbildung || - || : V' — R ist eine Norm.

Beweis. Defnitheit und Homogenitét folgen direkt aus der Definitheit und Sesquilinearitat
des Skalarprodukts. Es verbleibt die Dreiecksungleichung zu beweisen. Seien v, w, € V. Wir
benutzen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in der Abschitzung

lv+wl* = (v +w,v+w) = [Jv]]* + (v, w) + (w,v) + [|Jw]?
= |[v]l* + 2Re({v, w)) + [[w]® < [[v]]* + 2| (v, w) | + [|w]|?
< lol* + 2llvll[lwll + [lwl® = (o]l + [lwl)?,
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womit die Aussage nach Ziehen der Wurzel folgt. O

6.138. — Sei V ein Vektorraum iiber K. Ist (—, —) ein Skalarprodukt auf V', so nennen wir
die in Korollar 6.137 behandelte Norm

-1V =R, [o]] = V/{v,v) (6.20)

die von (—,—) induzierte Norm. Insbesondere aus dem euklidschen inneren Produkt auf
V = K" lasst sich nun eine Norm auf V' = K" definieren. Die Euklidsche Norm auf V' = K"
ist gegeben durch

n
loll = Vv, 0) = [ D lowl?
k=1
fir alle v = (v1,...,v,) € K". Sie wird auch die 2-Norm genannt und als || - ||2 geschrieben.

Die euklidische Norm nimmt eine Sonderstellung unter allen Normen auf K" ein. Auf R?
oder R3 misst sie die ,,physikalische* Linge von Vektoren. Die euklidische Norm auf K" ist

dquivalent zur 1-Norm und zur Maximumsnorm, denn es gilt
[vll2 < [lvflx und ol < vnllvl2
fir alle v € K™,
6.139. — Wir konnen den n-dimensionalen C-Vektorraum C"™ mit dem 2n-dimensionalen

R-Vektorraum R?" identifizieren, via dem Isomorphismus reeller Vektorriume ¢ : R?* — C»

gegeben durch

o(x1, T2, 23, ..., %) — (1 +ix2, T3 + %4, ..., Top—1 + iT2p).
Der Isomorphismus ¢ hat die Eigenschaft, beziiglich den euklidischen Normen || - ||o auf R?"?
und || - [|2 auf C™ eine Isometrie zu sein: Es gilt
[oll2 = lle(v)ll2

fir alle v € R™.

6.5.2 Folgenkonvergenz in normierten Vektorradumen

Wir schreiben weiterhin K fiir einen Korper der entweder R oder C ist. Sei V' ein Vektor-
raum iiber K und || - || eine Norm auf V. Wir untersuchen Konvergenz von Folgen in V| mit

besonderem Augenmerk auf den Fall in dem || - || die Euklidische Norm auf V' = K" ist.

6.140. — Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum und sei || - || eine Norm auf V.

Die Norm || - || induziert eine Metrik auf V' beztiglich welcher wir von Konvergenz von Folgen
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sprechen kénnen. Ein Grenzwert einer Folge (v,)0%, in V ist demnach ein v € V mit der

Eigenschaft, dass es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass
n>N = (v, —v| <e

gilt. Um die Abhéngigkeit des Grenzwertbegriff der Norm hervorzuheben sagen wir auch, dass

die Folge (vy,)22, beziiglich der Norm || - || gegen v konvergiert.

LEMMA 6.141. — Sei V' ein K-Vektorraum und sei || - || eine Norm auf V. Sei (v,)52, eine

beziiglich der Norm || - || konvergierende Folge in V' mit Grenzwert w € V.. Dann gilt
lim_{|op[| = flwl].
n—oo

Beweis. Sei ¢ > 0. Da (vy,)72, gegen w strebt, existiert ein N € N derart, das fiir alle n > N
die Abschétzung ||v, —w]|| < € gilt. Die Folge (||v, —wl)52, konvergiert also gegen 0. Aus der

Dreiecksungleichung erhalten wir

[wll = fon = wll < lon]l < flvn — w]| + [w]
und das Lemma folgt damit aus dem Sandwich-Lemma fiir Folgen reeller Zahlen. O
LEMMA 6.142. — Sei V' ein K-Vektorraum und seien ||-||1, ||-||2 zwei dquivalente Normen auf

V. Sei (vy,)52, eine Folge in V. Falls die Folge (vy,)52, beziiglich der Norm || - ||1 konvergiert,

dann konvergiert sie auch beziiglich der Norm ||-||2. Die Grenzwerte sind in diesem Fall gleich.

Beweis. Da die Normen || - ||; und || - |2 dquivalent sind, existieren positive Zahlen A, B mit
[olls < Afjvll2 und [oll2 < Bllv]lx

fiir alle v € V. Sei (vy,)22, eine Folgen in V' die beziiglich || - ||; gegen v € V konvergiert. Sei
e > 0. Dann gibt es ein N € N mit ||v, — v||; < /B fiir alle n > N. Insbesondere gilt

[on = vll2 < Bllon vl <e

fiir alle n > N. Also konvergiert (vy,)5, auch beziiglich der Norm || - || gegen v. O

6.143. — Lemma 6.142, Beispiel 6.128 und die Diskussion in 6.138 zeigen, dass in K"
Konvergenzbegriffe beziiglich der 1-Norm, der Maximumsnorm und der euklidischen Norm
dquivalent sind. Wie schon erwédhnt, sind in der Tat alle Normen auf K" &quivalent, was
wir mit nachfolgenden Satz 6.147 beweisen werden. Insbesondere héngt also die Antwort auf
Frage, ob eine gegebene Folge (vy,)o, in K" konvergiert, beschrankt ist, Haufungspunkte
besitzt, oder eine Cauchy Folge ist, nicht von der Auswahl einer Norm ab. Sobald wir den

Satz 6.147 bewisesn haben konnen wir folgern, dass nachstehendes Lemma 6.144, sowie Satz
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6.145 und Korollar 6.146 beziiglich einer beliebigen Norm auf K" gelten. Alle diese Aussagen

sind im Allgemeinen falsch fiir unendlich dimensionale normierte Vektorrdume.

LEMMA 6.144. — Sei d € N. Eine Folge in K¢ konvergiert genau dann beziiglich der eukli-

dischen Norm, wenn sie koordinatenweise konvergiert.

Beweis. Da wir bereits wissen, dass die euklidische Norm &quivalent zur Maximumsnorm ist,
geniigt es, das Lemma fiir die Maximumsnorm ||- ||« anstelle der euklidischen Norm zu zeigen.

Sei (v,,)22, eine Folge in K. Wir schreiben
m: K? = K j=1,2,...,d

fiir die kanonischen Projektionen, und zeigen, dass (vy,)52, genau dann gegen v € K¢ konver-
giert, wenn fiir alle j = 1,...,d die Folge der Komponenten (7;(vy))ne, gegen m;(v) konver-
giert. Angenommen (v,,)2%, konvergiert gegen v € K¢ und sei ¢ > 0. Es gibt somit ein N € N
mit [|v, — v||eo < € fiir alle n > N. Insbesondere gilt fir j =1,...,d

|mj(on) = mj(0)] = |mj(vn = 0)| < lon = v]joo <€

fiir alle n > N, womit gezeigt ist, dass (mj(vp))ne gegen 7;(v) konvergiert. Wir nehmen nun
umgekehrt an, dass fiir jedes j = 1,...,d die Folge (mj(v,))22, gegen m;j(v) konvergiert. Sei
e > 0. Dann gibt es zu j € {1,...,d} ein N; € N mit |r;(v,) — 7 (v)| < € fiir alle n > Nj. Sei
N = max{Ny,..., Nyg}. Dann gilt fir alle n > N

[on = vljoe = max{|m;(vn) —m;(v)| [ 1 <j < d} <e.

Daraus folgt Konvergenz von (v,), gegen v, was das Lemma beweist. O

SATZ 6.145 (Heine-Borel). — Sei d € N. Jede beziiglich der euklidischen Norm beschrinkte

Folge in K besitzt eine konvergierende Teilfolge, und einen Héiufungspunkt.

Beweis. Falls K der Korper der Komplexen Zahlen ist, so betrachten wir mittels der in 6.139
gegebenen Isometrie den Vektorraum wir C? als R??. Das &ndert weder etwas an den Hy-
pothesen, noch etwas an der Schlussfolgerung. Wir konnen somit ohne Beschrankung der

Allgemeinheit annehmen, dass K der Kérper R ist. Wir schreiben

7R - R j=1,2,....d

fiir die kanonischen Projektionen. Sei (vy,)02, eine beziiglich der euklidischen Norm beschrénk-
te Folge in R?, das heisst, es existiert ein M > 0 mit der Eigenschaft, dass ||v,| < M fiir alle

n € N gilt. Da die Folge reeller Zahlen

(m1(vn))nZo
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beschrinkt ist, ndmlich durch |71 (v,)| < M, existiert nach Korollar 6.56 eine Teilfolge (vf(,n))neg
derart, dass (71(vy(n)))neo konvergiert. Es geniigt zu zeigen, dass die Folge (71 (vy(,)))ne eine
konvergente Teilfolge besitzt. Wir konnen also die urspriinglich gegebene Folge durch diese
Teilfolge ersetzen. Damit haben wir erreicht, dass (71 (vy,))52, konvergiert. In dem wir wieder
eine geeignete Teilfolge aus (vy,)32, betrachten, kénnen wir einrichten, dass auch (w2 (vp))neg
konvergiert. Schliesslich erhalten wir so, formell mit einem Induktionsargument, eine konver-

gente Teilfolge von (vy,)5%. O

KOROLLAR 6.146. — Sein € N. Beziiglich der euklidischen Norm ist jede Cauchy-Folge in

K™ konvergent.

o

0, eine Cauchy-Folge in K% Dann ist (v;,)%, beschrinkt, und besitzt also

Beweis. Sei (vy,)
nach dem Satz von Heine-Borel eine konvergente Teilfolge. Eine Cauchy-Folge konvergiert

genau dann, wenn sie eine Konvergente Teilfolge besitzt. O

SATZ 6.147. — Sein € N. Alle Normen auf K" sind dquivalent.

Beweis. Sei || - || eine beliebige Norm auf K™, und es bezeichne || - ||; die in 6.128 gegebene
1-Norm auf K™. Wir zeigen, dass || - || und || - |1 dquivalent sind. Zusammen mit Ubung 6.129
beweist das den Satz.

Es bezeichne ey, .. ., e, die Standardbasis von K", und A = max{||e1]|, ||e2]], - ., |lexn| }. Fiir
jeden Vektor v = x1e1 + -+ - + xpe, € V gilt damit

n n
loll <> Lol - lewll < A okl = Aflolh
k=1 k=1

was bereits eine der beiden geforderten Abschétzungen zeigt. Fiir die zweite Abschétzung
betrachten wir die Menge
S={veV]|vlh=1}

und die reelle Zahl B = inf{||v| | v € S}. Es existiert eine Folge (v,)2, in S, so dass die
Folge (|lun||)o2, gegen B konvergiert. Da (vy,)32 fiir die 1-Norm beschrénkt ist, enthélt sie
nach dem Satz von Heine-Borel eine konvergente Teilfolge. Indem dem wir (v,,)22, durch so
eine Teilfolge ersetzen koénnen wir erreichen, dass (v,), beztiglich der 1-Norm gegen w € V

konvergiert. Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, so, dass
n>N = |w—u|1 <A = |lw—uv,|| <e

gilt. Wir folgern daraus, dass die Folge (v,), auch beziiglich der Norm || - || gegen w kon-

vergiert. Wir folgern daraus

Jwlly =1 und lwll = B
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und deshalb gilt insbesondere w # 0 und B > 0. Fiir jeden Vektor v # 0 in V ist Wv ein
Element von S, und es gilt
1
-2

[v]l1

ol _ ‘

ol

also |[v|l1 < B7Y||v]| fiir alle v # 0 in V. Da letztere Abschiitzung auch fiir v = 0 gilt, ist damit

gezeigt, dass die Normen || - || und || - ||; &quivalent sind. O

6.5.3 Stetigkeit und Integrierbarkeit vektorwertiger Funktionen

DEFINITION 6.148. — Seien (V, || - ||v), (W, || - |lw) normierte Vektorrdume tiber K, D C V
eine Teilmenge und sei f : D — W eine Abbildung. Wir nennen f stetig bei einem Punkt
xg € D, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 mit

|z —zollv <0 = [[f(z) = f(zo)llw <e

fiir alle x € D existiert. Die Funktion f ist stetig, falls sie bei jedem Punkt in D stetig ist.

6.149. — Seien (V, || - |lv), (W, | - [[w) normierte Vektorrdume iiber K. Wir nehmen an W
sei endlich dimensional, und es sei B = {b1,...,b,} eine Basis von W. Sei D eine Teilmenge
von V und f : D — K? eine Funktion. Fiir jedes = € D konnen wir f(z) € W in eindeutiger

Weise als Linearkombination

f@) =" frlx)by
k=1

mit fi(z) € R schreiben. Wir erhalten damit Funktionen fj : D — K die wir Komponenten
von f bezliglich der Basis B nennen. Stetigkeit von f lasst sich, genauso wie Konvergenz von

Folgen, tiber ihre Komponenten charakterisieren.

LEMMA 6.150. — Sei f : D — W wie in 6.149. Die Funktion f ist stetig wenn und nur

wenn alle thre Komponenten beziiglich einer beliebigen Basis von W stetig sind.

Beweis. Ubung. O
UBUNG 6.151. — Sei V ein Vektorraum iiber K und seien || - ||; und || - ||2 Normen auf V.
Zeigen Sie, dass die Normen || - || und || - ||2 genau dann &quivalent sind, wenn die Identi-

tatsabbildung idy : V' — V stetig ist, und zwar aufgefasst als Abbildung zwischen normierten

Vektorraumen
VoAl 1) = (Vo[- l2) und Vo AF-ll2) = (VoI - 1)
6.152. — Sei (W, ||-]|) ein endlich dimensionaler normierter Vektorraum iiber R. Seien a < b

reelle Zahlen, und f : [a,b] — V eine Funktion. Wir sagen f sei Riemann integrierbar
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falls beziiglich einer Basis bq,...,b, von W alle Komponenten fi,...,f, von f Riemann

integrierbar sind. Wir nennen in diesem Fall den Vektor

/b f(x)dz = zn: (/b fk(:p)dx) by (6.21)
“ =\,

das Integral von f.

LEMMA 6.153. — Sei f : [a,b] — V eine Funktion wie in 6.152. Sowohl der Begriff der
Integrierbarkeit, als auch das Integral (6.21) sind unabhdngig von der Wahl der Basis B.

Beweis. Seien B = {by,...,b,} und B’ = {b),...,b,} Basen von V. Die Komponenten

fi,..., fnuns g1,..., g, von f beziiglich diesen Basen sind durch
F@) =" fila)b und F@) =" gelx)b}
k=1 k=1

definiert. Wir nehmen an die Funktionen f1, ..., f, seien integrierbar, und miissen zeigen, dass

auch gi,..., g, integrierbar sind. Da B und B’ Basen von V sind, gibt es eindeutige z;; € R

n

/

b= il
=1

fir alle k. Daraus folgt fiir alle z € [a, b] die Gleichheit

mit

n n n

F@) =" fr@be =Y fale)d aub=> ( wklfk($)>bf
k=1 =1 1

k=1 =1 k=

und mit Koeffizientenvergleich somit
n
gi(@) =Y apfu(x) (6.22)
k=1

fiir alle x € [a, b]. Die Funktion g; ist also eine Linearkombination der Funktionen fi,..., fnu,

und somit integrierbar nach Satz 5.21. Die Gleichheit

n b " ,
Z (/a fk($)dx)bk = ;21 (/a gk(x)d:n)bk

k=1
folgt unmittelbar aus 6.22 und Linearitdt des Integrals. O
UBUNG 6.154. — Beweisen Sie die Dreiecksungleichung fiir vektorwertige Integrale: Fiir
eine stetige Funktion f : [a,b] — R? und eine Norm || - || aud R ist ||f]| : [a,b] — R stetig,

daher integrierbar, und es gilt

| /abf(:v)dxH < /ab 1 (x)da. (6.23)
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6.155. — Die Diskussion 6.152 enthéalt auch den wichtigen Fall von komplexwertigen Funk-
tionen

f:la,b) = C

wenn man C als zweidimensionalen Vektorraum iiber R auffasst. Eine Basis von C als Vektor-
raum iber R ist {1,7}. Eine komplexwertige Funktion f ist demnach genau dann Riemann-
integrierbar sind, wenn Re(f) und Im(f) Riemann-integrierbar sind. Das Riemann-Integral

ist in diesem Fall gegeben durch

/abf(x)daz = /abRe(f(a:))d:z:+i/ab1m(f(x))dx'
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Kapitel 7

Reihen, Funktionenfolgen und

Potenzreihen

Wir werden in diesem Kapitel sogenannte Reihen also ,,unendliche Summen® betrachten, was
uns zu den Definitionen bekannter Funktionen fithren wird, insbesondere zu den Definitionen

trigonometrischer Funktionen.

7.1 Reihen komplexer Zahlen

DEFINITION 7.1. — Sei (ay)52 eine Folge komplexer Zahlen, und sei A eine komplexe Zahl.

Die Notationen
00 N
A:z%an und A:A}gnooz%an
n= n=

sind gleichbedeutend. Im Zusammenhang, in dem wir uns fiir den Grenzwert der Partialsum-

o0

men der Folge (aj)x interessieren, sprechen wir {iblicherweise nicht von einer Folge (a,)5,

oo
>_an
n=0

und Konvergenz dieser Reihe. Wir nennen a,, das n-te Glied oder den n-ten Summanden

sondern von der Reihe

der Reihe. Wir nennen die Reihe )77 a; konvergent, falls der Grenzwert existiert, wobei

wir diesen dann als Wert der Reihe bezeichnen. Ansonsten nennen wir die Reihe divergent.

PROPOSITION 7.2. — Falls die Reihe Y 3 a konvergiert, dann ist die Folge (ay)y eine
Nullfolge, das heisst, es gilt lim a, = 0.
n—oo

Beweis. Nach Annahme haben die Partialsummen s,, = Zzzl ap fir n € N einen Grenzwert

limy, o0 8 =S = > po ar und damit gilt

lim a, = lim (s, — $p—1) =S5 —S5S=0.
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BEISPIEL 7.3. — Die geometrische Reihe > >° ;¢ zu ¢ € R (oder C) konvergiert genau

dann, wenn |g| < 1 ist. In diesem Fall ist
o0

gL
> d' = 1—¢
k=0

In der Tat impliziert Konvergenz der Reihe mittels Proposition 7.2, dass |¢| < 1. Umgekehrt gilt
fiir |¢| < 1 auf Grund der geometrischen Summenformel in Proposition 4.7 undder Konvergenz

der geometrischen Folge in Beispiel 6.78, dass

n

1— gt 1
Yat= o
k=0

1—gq 1—gq

fir n — oo.

BEISPIEL 7.4 (Harmonische Reihe). — Die Umkehrung von Proposition 7.2 gilt nicht. Bei-
spielsweise ist die harmonische Reihe }"/7, % divergent. Wir beweisen die Divergenz mit
einer konkreten Abschitzung. Sei n = 2¢, dann erfiillt die Partialsumme der harmonischen
Reihe fiir n die Abschétzung

14
i11+1+1+1+1+1+1+1+1+ +$+ +i
~k 2 3 45 6 7 89 20-1 41 2t
>1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+ +1—1+
- 2 4 4 8 8 8 8 16 20 20 2
=32 =32 =32

Da ¢ € N beliebig war, erkennen wir, dass die Partialsummen nicht beschrénkt sind, und daher

ist die harmonische Reihe divergent.

LEMMA 7.5. — Seien Y ;2 ak, > pey bk konvergente Reihen und o, 8 € C. Dann gilt

Z(aak + Bbr) = Oézak +szk-

o
k=1 k=1 k=1

Insbesondere bilden konvergente Reihen einen Vektorraum iiber C und der Wert der Reihe

stellt eine lineare Abbildung auf diesem Vektorraum nach C dar.

Beweis. Ubung. O

LEMMA 7.6. — Sei > ;2 ax eine Reihe. Fir jedes N € N ist die Rethe Y -\ ap genau

dann konvergent, wenn die Reihe Y ;- aj konvergent ist. In diesem Fall gilt

N-1

&)
ag + Z ag.

k=1 k=N

00
> an=
k=0
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Beweis. Fir n > N gilt

3
I
—
3

Insbesondere konvergieren die Partialsummen von Y p- y ax genau dann, wenn die Partial-

summen von y -, aj konvergieren und das Lemma folgt. O
LEMMA 7.7. — Sei Y | a, eine konvergente Reihe und (ny)y, eine streng monoton wach-

sende Folge natiirlicher Zahlen. Definiere Ay = a1 + -+ + ap, und A = an, 41+ -+ ap,
fiir k > 2. Dann gilt

[e.e] o0

> A=Y

k=1 n=1
Beweis. Die K-te Partialsumme von > ;2 | Ay, ist

K ng
> Ap=(ar+...4an) + (@1t Fan) oA (g i1 ang) = an.
k=1 n=1

Somit bilden die Partialsummen von ;2 ; Ay eine Teilfolge der konvergenten Folge der Par-

tialsummen von y >0 | ap. O
BEISPIEL 7.8. — Die Umkehrung von Lemma 7.7 gilt im Allgemeinen nicht. Beispielsweise
ist die Reihe °°° ,(—1)" nach Proposition 7.2 divergent, aber die Reihe >3, ((—1)%*~1 +

(—1)%k), die aus zusammengefiigten Gliedern von >_°° | (—1)" besteht, ist konvergent, da jedes
Glied Null ist.

7.1.1 Reihen mit nicht-negativen Gliedern

PROPOSITION 7.9. — Flir eine Rethe > ;- | ap, mit nicht-negativen Gliedern a, > 0 fir alle
k € N bilden die Partialsummen s, = Y ;_, ai eine monoton wachsende Folge. Falls diese

Folge der Partialsummen beschrinkt ist, dann konvergiert die Reihe Y ;- | ai. Ansonsten gilt

o0

g ap = lim s, = co.
n—oo

k=1

Beweis. Aus anp4+1 > 0 folgt sp11 = sy + ant1 > sy, flir alle n € N. Falls die Partialsummen
{sn | n € N} zusétzlich noch beschrankt sind, dann sind diese konvergent nach Satz 6.49. [
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KOROLLAR 7.10. — Seien Y po, ak, > peq b zwei Reihen mit der Eigenschaft 0 < ay, < by,
fiir alle k € N. Dann gilt > 72 ap <> poy by und insbesondere gelten die Implikationen

o0 oo
Zbk konvergent — Zak konvergent
k=1 k=1

o0 oo
Zak divergent — Zbk divergent .
k=1 k=1

Diese beiden Implikationen treffen auch dann zu, wenn 0 < a, < b, nur fir alle hinreichend

grossen n € N gilt.

Beweis. Aus ay, < by, fir alle k € N folgt >y, ar, < > p_; by fiir alle n € N. Somit gilt nach

Monotonie der Folge der Partialsummen

iak :sup{zn:ak |n € N} < sup{zn:bk |n e N} :ibk'
k=1 k=1 k=1 k=1

Die letzte Aussage der Proposition ist nun eine Konsequenz von Lemma 7.6. O

7.11. — Man nennt unter den Annahmen des Korollars die Reihe Y - | by, eine Majorante
der Reihe )77, ag, und letztere auch eine Minorante der Reihe ) 7, by. Daher spricht man

auch von dem Majoranten- und dem Minorantenkriterium.

UBUNG 7.12. — Zeigen Sie, dass die Annahme in Korollar 7.10, dass die Reihen Y rey Gk,
> py b nicht-negative Glieder haben, notwendig ist.

BEISPIEL 7.13. — Die Reihe > ;2 k% ist konvergent. Tatséchlich gilt ay = k;% < k(kll) = by
fir £ > 2 und die Reihe ) 77 | by, ist konvergent, da deren n-te Partialsumme unter Auflésen

einer Teleskopsumme (siehe Abschnitt 4.1.1) durch

i 1 " 1 1 1

_— [ I [ —
Zk(k—l) Z(k—l k:) n
k=2 k=2

gegeben ist.

BEISPIEL 7.14. — Wir wollen zeigen, dass die Reihe
i " 2n — 10
a mi Gp =
= " n?—10n+100

konvergiert. Es gilt lim,,—,oc na, = 2, und daher gibt es ein N € N mit n™! < a,, < 3n~? fiir

alle n > N. Aus Korollar 7.10 und Beispiel 7.13 ergibt sich somit die Konvergenz der Reihe.
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PROPOSITION 7.15 (Verdichtungskriterium). — Sei (ay)32, eine monoton fallende Folge

nichtnegativer reeller Zahlen. Dann gilt:

[ee] oo
Zan konvergiert < ZQ”agn konvergiert.

Beweis. Auf Grund der Monotonie der Folge (ay)22, gilt die Ungleichung
Qna2n+1 < Aony1 + ...+ Gon+1 < Qnagn

fiir alle n € N. Fiir die Partialsummen ergeben sich daher die Ungleichungen

n+1 on+1 gn+1 n
Z 2k71a2k < Z ay und Z ap < Z 2kG2k
k=1 =2 =2 k=0
und wir erhalten die Proposition durch den Grenziibergang n — co und Korollar 7.10. O
BEISPIEL 7.16. — Die Reihe ) 7, n—lp fiir p € R konvergiert genau dann, wenn p > 1.

Fir p < 0 ist n—lp > 1 fiir alle n € N und die Reihe nach Proposition 7.2 somit divergent.
Fir p < 1 gilt % < n—lp fiir alle n € N und die Reihe divergiert nach Korollar 7.10, da die
harmonische Reihe divergiert. Wir wenden nun Proposition 7.15 an. Fiir p > 0 ist (%)n eine
monoton abnehmende Folge und wir erhalten aus Proposition 7.15, dass > >~ ; # genau dann

konvergiert, wenn

St =)

k=1 k=1
konvergiert. Diese geometrische Reihe konvergiert aber nach Beispiel 7.3 genau dann, wenn

p > 1 ist.

UBUNG 7.17. — 1. Zeigen Sie fiir p € R, dass die Reihe Yo, m genau dann kon-

vergiert, wenn p > 1 ist.

2. Ist die Reihe ) konvergent oder divergent?

00 1
n=3 nlog(n)log(log(n))

UBUNG 7.18. — Seiq € N, ¢ > 1. In Ubung 4.6 haben wir gezeigt, dass jede ganze Zahl eine
Ziffernentwicklung zur Basis ¢ besitzt. In dieser Ubung wollen wir die analoge Aussage fiir reelle
Zahlen formulieren und beweisen. Sei x € R. Wegen Ubung 4.6 wollen wir sogar annehmen,
dass x € [0,1). Zeigen Sie, dass eine Folge von Ziffern (ay)x mit o € {1,...,q — 1} fiir alle

k € N existiert, so dass die Reihe > 77, aiq® konvergiert und z darstellt im Sinne von

o0
Z akq_k =z.
k=1

Sind die Ziffern (ag)x zu € R wie oben eindeutig bestimmt?
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7.1.2 Bedingte Konvergenz

7.19. — Wir sagen, dass eine Reihe ) ° | a,, mit komplexen Summanden absolut kon-
vergiert, falls die Reihe Y7 | |a,| konvergiert. Die Reihe >

falls sie konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.

n—1 On ist bedingt konvergent,

BEISPIEL 7.20. — Wir wollen zuerst zeigen, dass die alternierende harmonische Reihe
o (1)t 11 1 1
=l—=—4+-=——+_-4+...
At RN
n=1

bedingt konvergiert. Nach Beispiel 7.4 divergiert die harmonische Reihe

n=1 n=1

n+1|

(nach unendlich). Wir miissen also nur noch Konvergenz der alternierenden Reihe beweisen.

Wir betrachten zuerst zu n € N die 2n-te Partialsumme

Die Folge (s2y)n ist somit monoton wachsend und beschrénkt (wegen Beispiel 7.13) und kon-

vergiert damit. Wegen so,_1 = so, + 5= konvergiert aber ebenso die Folge (s2;,—1)n und gegen
2n

00 (712;1-&-1 (

den gleichen Limes.! Also konvergiert die Reihe Y °° wieso?). Des Weiteren folgt

n+l . . . ..
Yo % > %, da nach obigem Argument die Partialsumme ss, als Summe von positiven

Summanden geschrieben werden kann, wovon der erste Term gleich % ist.

Satz 7.21 (Riemann’scher Umordnungssatz). — Sei > > | a,, eine bedingt konvergente Rei-

n=1

he mit reellen Gliedern, und sei A € R. Es existiert eine Bijektion ¢ : N — N, so dass

A= Z aw(n) (7.1)
n=0

gilt.

Beweis. Sei Y o7

>0 1 lan| = 0o nach Annahme. Wir teilen die natiirlichen Zahlen N in die zwei Mengen

e On eine bedingt konvergente Reihe. Dann gilt a,, — 0 fiir n — oo und

P={neN| a, >0}, N={neN]|a, <0}

"Wir werden den Wert dieser Reihe erst spéter berechnen kénnen.
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auf. Wir zdhlen die Elemente in P und N in geordneter Reihenfolge auf, also P = {pg, p1, ...}

und N = {ng,n1,...} mit pg < p1 < pa < --- sowie ng < ny < ---. Es gilt
oo (o.)
Zapk = 400 und Z —ap, = +00 (7.2)
k=0 k=0

denn falls eine der beiden Reihen konvergiert, dann wiirde Y > | |a,| konvergieren oder aber
> o2, ay divergieren. Wére zum Beispiel Y p2 ;| ap, = 00, aber Y 22 (—ay, ) < 0o, dann wire
auch Y ° a, = oco. Zu dem gegebenen A € R konstruieren wir die bijektive Abbildung
¢ : N = N rekursiv auf folgende Weise: Falls A < 0, setze ¢(0) = nj, und falls A > 0, setze
©(0) = p1. Dann, angenommen wir haben bereits ¢(0), ¢(1),...,¢(n) definiert, so setzen wir

Sn = Qyp(0) T Ap(1) T T Gy(n) und

min(P \ {p(0),p(1),...,0(n)}) fallss, <A
min(N \ {¢(0),¢(1),...,¢(n)}) fallss, > A

pn+1)=

Die so definierte Abbildung ¢ : N — N ist injektiv durch Konstruktion, und surjektiv auf-
grund der Divergenz der Reihen (7.2). Da (ay);2, gegen O strebt, konvergiert die Folge der

Partialsummen (s,)72, nach A, was (7.1) zeigt. O

UBUNG 7.22. — Erginzen Sie die im Beweis von Satz 7.21 unterlassenen Details. Zeigen

Sie ebenfalls, dass man fiir A auch eines der Symbole —oco oder +00 nehmen kann.

7.1.3 Konvergenzkriterien von Leibnitz und Cauchy

Fiir eine Folge (ay,), nichtnegativer Zahlen bezeichnen wir die Reihe Y °°  (—1)"*1a,, als eine

alternierende Reihe.

PROPOSITION 7.23 (Leibniz-Kriterium). — Sei (ay)52, eine monoton fallende Folge nicht-

negativer reeller Zahlen, die gegen Null konvergiert. Dann konvergiert die alternierende Reihe
S o(=D)*ay, und es gilt

2n—1 o) 2n
> (-DFap <D (~DFap <> (-DFa (7.3)
k=0 k=0 k=0
fir alle n € N.
Beweis. Fiir n € N sei s, = > 1_,(—1)k1ay. Es gilt
Sop = S2n—2 — A2p—1 + a2p < S2p2, Sopt1 = Son—1 + Q2p — A2nt1 = S2n—1

fiir alle n € N. Die Folge (s25,)22 ist also monoton fallend. Sie ist von unten durch s; = ap—a;

beschrénkt, und ist also konvergent. Genauso ist die Folge (s2,41)52 monoton wachsend und
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konvergent. Setzen wir

A= lim s9, und B = lim son41
n—oo n—oo

so gilt A > B einerseits, und
A < s9p = Sop—1 + agn < B +azy

andererseits, woraus A = B folgt, da (a2,)52, gegen 0 konvergiert. Die Konvergenz der al-
ternierenden Reihe sowie die Abschédtzungen 7.3 ergeben sich daraus und aus dem Sandwich-

Lemma 6.44 fiir Folgen reeller Zahlen. O

SaTz 7.24 (Cauchy-Kriterium). — Die Reihe komplexer Zahlen Y 32 | aj, konvergiert genau
dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass firn>m > N

n

> a

k=m

<e€

erfillt ist.

Beweis. Die Hypothese im Satz ist gleichbedeutend damit, dass die Folge (s,)5%, der Parti-
alsummen s, = »_;_, aj eine Cauchy-Folge ist. Nach Satz 6.146 konvergieren Cauchy-Folgen
in C. O

BEISPIEL 7.25. — Um die Divergenz der harmonischen Reihe zu sehen, kénnen wir auch

das Cauchy-Kriterium verwenden. Wir setzen dazu € = % Fiir ein beliebiges N € N gilt dann

1 1 n +1>N+1
N N+1 "~ 2N~ 2N

>

)

ww
N =

was wegen dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen (Satz 7.24) die Divergenz impliziert.
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7.2 Absolute Konvergenz

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit absolut konvergenten Reihen auseinandersetzen und

einige Konvergenzkriterien beweisen.

7.2.1 Kriterien fiir absolute Konvergenz

PROPOSITION 7.26. — Eine absolut konvergente Reihe y > | a,, ist auch konvergent und es

gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

)
>_an
n=1

o0
< Z|an|-
n=1

Beweis. Da die Reihe y > | |a,| konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium 7.24 fiir
jedes € > 0 ein N € N, so dass fiir n > m > N die Abschétzung

n

D laxl <e

k=m

gilt. Daraus folgt

n

>

k=m

n
< arl <e
k=m

mit der Dreiecksungleichung. Da € > 0 beliebig war, beweist dies nach dem Cauchy-Kriterium

die Konvergenz der Reihe Y07 | ap. Der zweite Teil folgt nun aus der Ungleichung

n

D

n

<D lal

k=1 k=1
fiir alle n € N und dem Grenziibergang fiir n — oc. O
KOROLLAR 7.27 (Majorantenkriterium von Weierstrass). — Sei (an)n eine komplexe und

(bp)n eine reelle Folge mit |a,| < b, fir alle hinreichend grossen n € N. Falls > > by

konvergiert, dann ist 37 | an absolut konvergent, und daher auch konvergent.

Beweis. Da endlich viele Startglieder vernachldssigt werden koénnen, diirfen wir annehmen,
dass die Ungleichung |a,| < b, fiir alle n € N gilt. Nach dem Vergleichssatz 7.10 ist Y > | a,

dann absolut konvergent und Konvergenz folgt aus Proposition 7.26. 0l

KOROLLAR 7.28 (Cauchy-Wurzelkriterium). — Sei (ay,), eine Folge komplexer Zahlen und

a = limsup {/|a,| € RU {oo}.

n—oo
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Dann gilt

oo o
a<l = Zan konvergiert absolut, und a>1 = Zan divergiert.

n=1 n=1

Beweis. Angenommen « < 1. Dann gibt es ein n € N mit

1+«
sup Vak| < q= <1
>n

2

und somit |ag| < ¢* fiir alle k > n. Die Reihe > 72, a) konvergiert somit absolut nach dem
Majorantenkriterium 7.27 und Konvergenz der geometrischen Reihe in Beispiel 7.3. Falls o > 1
gilt, so gibt es eine Teilfolge (an, )3, mit "{/|an,| > 1 fiir alle k. Daraus folgt aber |a,, | > 1,

und insbesondere ist (ay, ), keine Nullfolge und Y ° | a,, divergiert. O

BEISPIEL 7.29. — Sei (ay)22, eine Folge komplexer Zahlen und o = limsup,, ,., {/|an| wie
im Wurzelkriterium. Falls o = 1 gilt, dann kann anhand des Wurzelkriteriums keine Entschei-
dung iiber Konvergenz oder Divergenz der Reihe Y 7 | a, gefillt werden. Nach Beispiel 6.47
gilt (L/l/in — 1 fiir n — oo, und nach Beispiel 7.4 divergiert die Reihe ) 7, % Andererseits
gilt auch ’{/W — 1 fiir n — oo, aber die Reihe > >, % konvergiert nach Beispiel 7.13.

KOROLLAR 7.30 (D’Alemberts Quotientenkriterium). — Sei (ay,), eine Folge komplezer
Zahlen mit a, # 0 fir alle n € N, so dass

existiert. Dann gilt

[e.e] o0
a<l = Zan konvergiert absolut, und a>1 = Zan divergiert.
n=1 n=1
UBUNG 7.31. — Beweisen Sie Korollar 7.30. Erkldren Sie auch, wieso man nicht den Limes

superior anstelle des Limes verwenden kann.

7.2.2 Umordnen von Reihen

SaTz 7.32 (Umordngssatz fiir absolut konvergente Reihen). — Sei > 07 ay eine absolut
konvergente Reihe komplexer Zahlen. Sei ¢ : N — N eine Bijektion. Dann ist die Reihe

Yol Ay (n) absolut konvergent, und es gilt

doan =) g (7.4)
n=0 n=0

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 176


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 7.2 Absolute Konvergenz

Beweis. Sei ¢ : N — N eine Bijektion und € > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium 7.24 gibt es
ein N € N, so dass Y, |ag| < e fir alle natiirliche Zahlen n > m > N gilt. Daher gilt auch

o0
<Yl <e
k=m

fiir alle m > N nach der Dreiecksungleichung in Proposition 7.26. Sei M das Maximum der
endlichen Menge {o (k) | k < N}. Fiir alle n > M gilt

oo
>
k=m

n 0o n N e
Doapy = Dk = Y apny =Y _ak— Y a
=0 k=0 =0 k=0 k=N-+1
o0
<| Dl s t| D ak| < D lagpl+e <2,
£<n, k=N+1 I<n,
p(l)>N j/—/ p)>N
<e

wobei wir verwendet haben, dass ¢ eine Bijektion ist. Insbesondere treten damit, und wegen
n > M, alle k € {0,..., N} genau einmal als ¢(l) fiir I € {0,...,n} auf, und die Differenz
Yo Ay — Zé\fzo aj, enthilt nach Kiirzen dieser Terme nur mehr eine Summe iiber gewisse
ar mit k > N. Da £ > 0 beliebig war, zeigt dies die Gleichung (7.4).

Wenden wir dasselbe Argument wie oben auf die Reihe Y 77 [ay ()| an, ergibt sich auch

die absolute Konvergenz von Y% ay(y).- O

7.2.3 Produkte

SATz 7.33 (Produktsatz). — Seien Y 2 a, und Yy > b, absolut konvergente Reihen, und
sei eine Bijektion o : N — N x N durch a(n) = (¢(n),1(n)) gegeben. Dann gilt

Z aw(n)bw(n) = ( Z an> ( Z bn> . (7.5)
n=0 n=0 n=1
und die Reihe linkerhand konvergiert absolut.

Beweis. Wir wiithlen zuerst eine Bijektion o : N — N2 geschrieben als a(n) = (¢(n), ¥ (n)),
so dass {a(k)| 0 < k < n?} = {0,1,...,n — 1}? fiir alle n € N gilt. Zum Beispiel kénnte
(a(n)), die Menge N? wie im folgenden Bild durchlaufen.
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v
.
\4
L
4
L
.

*—>e
<
<

[ ]
!

—>—0
8 <
]

s—>8
<—8

Fiir jedes n € N gilt dann

gr%(miiw)i - (Zu) (gwmo < (iu) <mi |bm|)

fiir alle n € N. Da fiir eine Reihe mit nichtnegativen Termen die Folge der Partialsummen
monoton wachsend ist, folgt daraus dass die Reihe Y777 |ag(x)l[by (k)| konvergiert und damit,
dass die Reihe links in (7.5) absolut konvergent ist. Die Gleichung (7.5) selbst erhalten wir
aus

n2-1 n—1

D Gpvbu) = (Z“l) <Z bm)

k=0 m=0
und Grenzwertiibergangs n — oo.

Betrachten wir eine beliebige Bijektion 8 : N — N2, so kénnen wir diese als 8 = a o~y

fiir eine Bijektion 7 : N — N schreiben. Die Gleichung (7.5) folgt dann aus obigem und dem
Umordnungssatz 7.32. O

KOROLLAR 7.34 (Cauchy-Produkt). — Falls >">° jan und Y .2 b, absolut konvergente

Reihen mit komplexen Gliedern sind, dann gilt
2 (2] = (35 (350)
n=0 k=0 n=0

wobei die Reihe Y 0 o (Y p_g an—kbi) absolut konvergent ist.

Beweis. Dies folgt, indem wir die Abzdhlung ¢ von N x N aus dem Bild unten auf den Pro-

duktsatz anwenden und dann entsprechend Lemma 7.7 Glieder zusammenfassen.
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*S—>e
L L

NOWAL L
INOSNONNL
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L 2

L 2

Die absolute Konvergenz folgt ebenso aus Satz 7.33 und

Z Zan—kbk < ZZ |an—1br| < o0.

n=0 | k=0 n=0 k=0

O

BEISPIEL 7.35. — Sei ¢ € C mit |¢| < 1. Dann konvergiert >, ¢" absolut. Wenden wir

das Cauchy-Produkt auf diese Reihe und sich selbst an, so erhalten wir
n—k k n

Auf diese Weise erhalten wir auch eine Summenformel fiir
- q
S =St =03 =
n=1 k=0 q
wobei wir die Indexverschiebung & = n — 1 durchgefiihrt haben.

UBUNG 7.36. — Formal ldsst sich auch fiir bedingt konvergente Reihen > °° ja, und
>0 o bn das Cauchy-Produkt o° o (Y-7'_ an—kby) bilden. Es muss jedoch nicht mehr kon-
vergent sein: Zeigen Sie, dass das Cauchy-Produkts der bedingt konvergenten Reihe

= (-

nz:o vn+1

mit sich selbst divergiert.
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7.3 Konvergenz von Funktionenfolgen

7.3.1 Punktweise Konvergenz

Mit dem allgemeinen Begriff der Konvergenz von Folgen in metrischen Raumen, und insbe-
sondere in normierten Vektorrdaumen, konnen wir iiber Konvergenz von Folgen von Funktonen
sprechen, in dem wir einen geeigneten normierten Vektorraum festlegen, dessen Elemente
Funktionen sind. In diesem Abschnitt fiihren wir zwei Begriffe von Konvergenz ein, die wir

nicht in diesem Rahmen erklaren konnen.

DEFINITION 7.37. — Sei D eine Menge, sei (f,,)22, eine Folge von Funktionen f, : D — C,
und sei f : D — C eine Funktion. Wir sagen die Folge (fy,)52, konvergiert punktweise gegen
f, falls fiir jedes € D die Folge komplexer Zahlen (f,(z))52, gegen f(x) konvergiert. Wir

bezeichnen die Funktion f in dem Fall als den punktweisen Grenzwert der Folge (f,,)0 .

UBUNG 7.38. — Zeigen Sie, dass der punktweise Grenzwert einer Folge von Funktionen

eindeutig bestimmt ist, falls er existiert.

7.39. — Wir haben in Abschnitt 6.3 bereits ein Beispiel einer punktweise konvergenten
Funktionenfolge gesehen, da wir die reelle Exponentialabbildung exp durch

exp(z) = lim <1 + %)n

n—oo

fiir x € R definiert haben. In den nachfolgenden Beispielen zeigen wir, dass im allgemeinen
weder die Eigenschaft der Stetigkeit noch das Riemann-Integral unter punktweiser Konvergenz

erhalten bleiben.

BEISPIEL 7.40. — Sei D = [0,1] und sei f, : D — R gegeben durch f,(x) = z". Dann
konvergieren die Folge stetiger Funktionen (f,)7, punktweise gegen die nicht stetige Funktion
f D — R gegeben durch

F@) = Ly (2) = lim fula) = tm an = 0 O FS!
z) =1 (z) = lim f,(x) = lim 2" =
o =00 =00 1 firz=1.
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S
f2

f20

(0]

BEISPIEL 7.41. — Sei D = [0, 1] und sei f, : D — R gegeben durch

n2z fir xz € [0 %]
(@)= {n*(% —x) firz €[4, L]
0 fiir z € [% 1]

fir € [0,1] und n € N. Dann ist f,, stetig und insbesondere integrierbar. Die Folge (f5,)0
konvergiert punktweise gegen die konstante Funktion f : z — 0. Jedoch gilt fiir alle n € N

/Olfn@c)d =% 0—/f

Also ist der Grenzwert der Integrale nicht gleich dem Integral der Grenzwertfunktion, obwohl

alle Funktionen f,, sowie auch f stetig sind.

I3

BEISPIEL 7.42. — Sei D = [0, 1] und fiir n > 0 schreibe A,, = {z € D| n! -z € Z}. Dann ist
fiir jedes n € N die charakteristische Funktion f, = 14, integrierbar mit fo fn(x)dz = 0. Die
Folge (fn)52, konvergiert punktweise gegen die charakteristische Funktion Lgno,1), die nach
Beispiel 5.19 nicht integrierbar ist.
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7.3.2 Gleichmissige Konvergenz

DEFINITION 7.43. — Sei D eine Menge, sei (fy,)22, eine Folge von Funktionen f,, : D — C,
und sei f : D — C eine Funktion. Wir sagen die Folge (f,)22, konvergiert gleichméssig
gegen f, falls fiir jedes € > 0 ein NV € N existiert, so dass fiir alle n > N und alle x € D die

Abschétzung
[fn(z) = f(2)| <e
gilt.
7.44. — Fiir reellwertige Funktionen f,,, f, € > 0 und z im Definitionsbereich ist die

Abschétzung |fn(z) — f(z)| < € zu f(x) —e < fuo(z) < f(x) + € dquivalent. Dadurch ldsst
sich gleichméssige Konvergenz auch durch den Graphen einer Funktionenfolge und deren Li-
mesfunktion beschreiben, wie folgende Figur zeigt: Die Funktionenfolge f,, konvergiert gleich-
méssig gegen f, wenn fir jedes € > 0 der Graph von f, fiir alle hinreichend grossen n im

»e-Schlauch® um f liegt.

R f+e
f
In
f—e
X
UBUNG 7.45. — Sei D eine Menge, V der Vektorraum aller beschriinkten, komplexwertigen
Funktonen auf D, und sei || - ||oo die durch

[flloo = sup{[f(x)[| = € D}

gegebene Norm auf V. Sei (f,,)22, eine Folge beschrénkter Funktionen f,, : D — C, und sei
f: D — C eine beschréankte Funktion. Zeigen Sie, dass (f,)52, genau dann gleichméssig gegen

f konvergiert, wenn (f,,)02, beziiglich der Norm || - | gegen f konvergiert.

UBUNG 7.46. — Sei D eine Menge und sei (f,,)%, eine Folge von Funktionen f,, : D — C.
Zeigen Sie, dass wenn (f,)5, gleichméssig gegen eine Funktion f konvergiert, dann konver-

giert (fn)o2, auch punktweise gegen f.
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Sarz 7.47. — Sei D C C und sei (f,)52, eine Folge stetiger Funktionen (f,)s2, die
gleichmdssig gegen f : D — C konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei o € D und € > 0. Dann existiert ein n € N, so dass |f,(z) — f(z)| < § fiir alle
x € D gilt. Da f,, bei xg stetig ist, existiert ein § > 0, so dass
[z —wo| <0 = |fu(x) = falzo)| < 5
fir alle z € D gilt. Fiir alle € D mit |x — x| < § folgt daraus
[f (@) = fzo)| < [f(2) = fu(@)| + | ful@) = fulzo)| + [fu(xo) — flwo)| <5+ 5+ 5 =¢
und da & > 0 beliebig war, ist f bei xg stetig. Da x¢g € D beliebig war, folgt der Satz. O
SATZ 7.48. — Sei [a,b] ein Intervall und sei (fy : [a,b] — C)o, eine Folge integrierba-

rer Funktionen die gleichmdssig gegen eine Funktion f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist f

integrierbar und es gilt

/a b = Tim / "o (7.6)

Beweis. Wir kénnen fiir den Beweis annehmen dass alle Funktionen f, und f reellwertig
sind. Sei € > 0. Dann gibt es ein N mit f —e < f, < f 4 ¢ fiir alle n > N. Da f, nach
Annahme Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen u, o auf [a,b] mit u < f, < o

und f;(o —u)dz < e. Daraus folgt, dass fiir die Treppenfunktionen v/ =u —ec und o' =o0+¢

b
u < f<o und / (o' —u')dz < &(2b —2a + 1)

gilt. Da € > 0 beliebig war, folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f aus Proposition 5.14.
Aus der Monotonie und Dreiecksungleichung fiir das Riemann-Integrals in Sétzen 5.24 und
5.26 folgt nun

/abfd:c—/abfnd:v

was Gleichung (7.6) und damit den Satz beweist. O

b b
- /(f—fn)d:v g/ (f = fo)lde < =(b— )

UBUNG 7.49. — Sei (f,)32, eine Folge beschriinkter, komplexwertiger Funktion auf einer
Menge D, und sei f : D — C eine weitere komplexwertige Funktion auf D.

1. Angenommen es gelte D = D U Dy fiir zwei Teilmengen, (f,|p,)5e, strebt gleichméssig
gegen f|p, und (fn|p,)52 strebt gleichméssig gegen f|p,. Zeigen Sie, dass dann auch
(fn)S gleichmissig gegen f strebt.

2. Zeigen Sie, dass sich Teil 1 fiir endliche Vereinigungen D = (J;_, D}, verallgemeinern

ldsst, aber nicht fiir unendliche Vereinigungen.
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UBUNG 7.50. — Sei (fy)32, eine Folge beschrinkter, komplexwertiger Funktion auf einer
Menge D. Zeigen Sie, dass falls (f,)0°, gleichméssig gegen eine Funktion f : D — C strebt,
dann ist auch f beschriankt. Finden Sie ein auch Beispiel in dem die Folge (f,,)22, punktweise

gegen eine unbeschrankte Funktion strebt.

UBUNG 7.51. — Sei D C C und (f,,)22, eine Folge gleichmiissig stetiger, komplexwertiger
Funktionen auf D, die gleichméssig gegen f : D — C strebt. Sei (2,,)52 eine Folge in D die
gegen z € D konvegiert. Zeigen Sie dass

lim fn(zn) = f(z) (7'7)

n—oo

gilt. Finden Sie ein Beispiel das zeigt, dass punktweise Konvergenz von (fy,)n2, gegen f nicht

geniigt um (7.7) zu folgern.

UBUNG 7.52. — Sei D C C und (f,,)22, eine Folge gleichmiissig stetiger, komplexwertiger
Funktionen auf D, die gleichméssig gegen f : D — C strebt. Zeigen Sie, dass f gleichméssig
stetig ist.
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7.4 Potenzreihen

7.4.1 Konvergenzradius

DEFINITION 7.53. — Sei K ein Korper. Eine Potenzreihe mit Koeffizienten in K ist eine

Folge (an)s, in K, suggestiv geschrieben als Reihe

FT) =" a,T"
n=0

wobei das sinnfreie Symbol 7" Variable, und das Element a,, € K Koeffizient von T™ genannt

wird. Addition und Multiplikation von Potenzreihen ist durch

i a,T" + i byIT" = i(an +b,)T" (7.8)
n=0 n=0 n=0
(Sar) (S0) = 5 (S} o
n=0 n=0 n=0 k=0

definiert. Wir schreiben K[77] fiir den dadurch entstehenden Ring von Potenzreihen mit Ko-

effizienten in K.

7.54. — Eine Potenzreihe ist ein Polynom wenn und nur wenn alle bis auf endlich viele
ihrer Koeffizienten Null sind. Im Gegensatz zu Polynomen kénnen wir Potenzreihen nicht in
Elementen von K auswerten. Selbst wenn K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen
ist, ist es nicht klar ob wir einer formalen Potenzreihe eine Funktion auf C, oder vielleicht auf
einer Teilmenge von C zuordnen koénnen. Die Antwort auf diese Frage hingt stark von den

Koeffizienten a,, ab, und wird in Satz 7.57 beantwortet.

DEFINITION 7.55. — Sei f(T) = >.>° ya,T™ € C[T] eine formale Potenzreihe mit kom-
plexen Koeffizienten. Der Konvergenzradius von f ist die Zahl R € R>¢ oder das Symbol
R = o0, definiert durch

0 falls p = 0o
p = limsup {/|ay,| und R=4{p7! falls0<p<oo
n—o0
00 falls p = 0.

UBUNG 7.56. — Finden Sie fiir jedes R € [0,00) U {co} eine Potenzreihe f(T) € C[T] mit

Konvergenzradius R.

SATZ 7.57. — Sei Y > ya,T™ € C[T] eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R,

und sei r eine positive reelle Zahl mit r < R. Schreibe D = B(0,r) und f, : D — C fir die
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Funktion gegeben durch fn(z) =1, anz".

1. Die Reihe Y .7 anz" konvergiert absolut fir alle z € C mit |z| < R, und divergiert fir
alle z € C mit |z] > R.

2. Firz € B(0,R), setze f(z) = > 0"y anz™. Die Folge von Funktionen (f,)5, konvergiert
gleichmassig gegen die Funktion f|p auf D.

Insbesondere definiert die Potenzreihe die stetige Abbildung f : B(0, R) — C.

Beweis. Sei z € C, und schreibe p = limsup,,_,., V/|an| wie in Definition 7.55. Es gilt

limsup {/[anz"] = limsup 3/Jan]2| = pl2]
n—oo n—o0
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe also absolut fiir alle z € C mir p|z| < 1
und divergiert falls p|z| > 1. Das ist nach Definition von R genau, was in der ersten Aussage
behauptet wird.
Um gleichméssige Konvergenz der Folge (f,)02, auf der Kreisscheibe D = m nach-
zuweisen, bemerken wir, dass nach obigem bereits Y 7 |a,|r"™ < oo gilt. Daher existiert fiir

jedes e > 0ein N € Nmit ) 7 \ |an|r™ < e. Fir alle z € D und n > N gilt damit

n [e9) e
E akzk — E akzk E akzk
k=0 k=0

k=n+1

|[fn(2) = f(2)] =

o0
< Z |ag|r® < e.
k=N

Dies beweist die gleichméssige Konvergenz der stetigen Folge ststiger Funktionen (f,)0%,
gegen f|p auf D. Nach Satz 7.47 ist f|p stetig. Da r < R beliebig war, zeigt dies, dass

f:B(0,R) — C stetig ist. O
unklar
R
Divergenz
0
Konvergenz
BEISPIEL 7.58. — Es ist im Allgemeinen nicht wahr, dass die Partialsummen f, : z —

> ro ayz" auf der offenen Kreisscheibe B(0, R) gleichmissig gegen die durch die Potenzreihe
definierte Funktion f : z — Y7, 2" streben. Wir illustrieren dies anhand der geometrischen
Reihe. Der Konvergenzradius der Reihe )7 ;2" ist R = 1, und die mittels der Potenzreihe
definierte Funktion auf B(0,1) ist f : z — . Falls die Konvergenz der Folge der Partial-

summen auf B(0,1) gleichméssig wére, dann gébe es insbesondere fir ¢ = 1 ein N € N so
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dass fiir alle n > N und z € B(0, 1) die Abschétzung
% 1
> -
1—-=2
k=0

gilt. Wir setzen n = N und erhalten mittels der Dreiecksungleichung daraus

<l=e¢

<1+ <2+N

1 A
‘l—z Zz

k=0

fir alle z € B(0,1). Dies ist ein Widerspruch, da limy || = +oo gilt.
T—

UBUNG 7.59. — Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe

o

Z (Vn2+n — \/n2+1)”Tn

n2

n=1

und zeigen Sie Konvergenz der Potenzreihe bei den Punkten —R, R € R.

LEMMA 7.60. — Sei ) 2 a,T" eine Potenzreihe mit a, # 0 fir alle n € N. Der Konver-

genzradius R ist gegeben durch

falls dieser Grenzwert existiert.
Beweis. Aufgabe. O
PROPOSITION 7.61. — Sei R > 0, und seien f(T) = Y 7 qa,T" und g(T) = > 07 by T"

Potenzreihen mit Konvergenzradius mindestens R. Dann haben auch die Summe f(T)+ g(T)
und das Produkt f(T)g(T) Konvergenzradien mindestens R.

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus Linearitét des Grenzwerts. Die zweite verwendet noch

Korollar 7.34. O
BEISPIEL 7.62. — Falls ) > a,2" mindestens Konvergenzradius 1 hat, so gilt
1 oo o0
EZanz" = Z(ao-i- o tan)2". (7.10)
n=0 n=0

fir alle z € C mit |2| < 1. In der Tat hat die Potenzreihe >~ 7 ; 2™ Konvergenzradius 1 und
fiir z € C mit |z| < 1 gilt >.°° ;2" = 1, womit (7.10) aus Proposition 7.61 folgt.

1—2°

UBUNG 7.63. — Berechnen Sie Y22, n27".
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7.4.2 Der Abel’sche Grenzwertsatz

Ist > qanT™ € C[T] eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R, so ist es im
Allgemeinen schwierig, etwas iiber die Konvergenz der Reihe Y > a,T™ auszusagen wenn
|z| = R gilt. Ein wichtiges Resultat in diese Richtung ist der Abel’sche Grenzwertsatz, benannt
nach dem Norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829). Abel starb im Alter

von nur 26 Jahren an Tuberkulose.

SATZ 7.64 (Abel'scher Grenzwertsatz). — Sei Y 2 a,T™ € C[T] eine Potenzreihe mit
positivem Konvergenzradius R, derart, dass die Reihe y > a,R"™ konvergiert. Dann ist die
Funktion f : (—R, R] — C gegeben durch f(t) = > "7 jant™ stetig, und es gilt insbesondere

o0 o0
no__ 1. n
ZanR = th_{r}l%Zant .
n=0 t<R n=0
Beweis. Wir nehmen ohne Beschréankung der Allgemeinheit an, dass der Konvergenzradius 1
ist, andernfalls ersetzt man a,, mit a, R"™ fir alle n. Wir definieren A,, = ag + ...+ a,. Nach
Beispiel 7.62 gilt
1 n n
T2t =D Ant
n=0 n=0
fiir alle t € (—1,1). Nach Annahme existiert der Grenzwert A = lim,,_,o A, und wir erhalten
mit b, = A, — A die Gleichung

F(t) = iant” =(1—1) iAnt" =(1-1 i(bn AR =(1-1) ibntn +A
n=0 n=0 n=0 n=0

fir alle t € (—1,1). Sei € > 0. Dann existiert ein N € N mit |b,| < ¢ fiir alle n > N. Daraus
folgt fiir ¢ € [0,1) die Abschéitzung

o0
+(1—t)) et < +e.

n=N+1

N N
|f(t) — Al = S| 1= but” (1=1)> bnt"
n=0 n=0

(1—1) i byt™
n=0

Da die Polynomfunktion (1 —¢) ZnNzo b,t™ auf R stetig ist und bei 1 verschwindet, gibt es ein
6 > 0, so dass

te(1-6,1) = <e

N
(1—1)) bpt"
n=0

gilt. Daher gilt |f(t) — A| < 2¢ fiir alle t € (1 — §,1) und der Satz folgt. O

7.4.3 Integration von Potenzreihen

Wir haben in Abschnitt 5.3.2 das Integral von Polynomfunktionen iiber ein Intervall [a,d]
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bestimmt. Wir verallgemeinern diese Resultate fiir Funktionen auf [a, b] die durch durch kon-

vergente Potenzreihen gegeben sind.

SATZ 7.65. — Sei f(T) = Y02 qa,T™ € C[I] eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Dann hat die Potenzreihe

o0
P(T) = 3 e

n=0

denselben Konvergenzradius R, und es gilt

b
| t@de = F@) - Fla)
fir alle a,b € (—R, R).

an

n+1-°

Beweis. Wir iiberpriifen zuerst die Behauptung iiber den Konvergenzradius. Sei ¢, :=
Es gilt tatsachlich

limsup V/|c,| = limsup {/|an|(n + 1)~1 = limsup V/|a,| lim {/(n+ 1)~ = limsup v/|ay,|
n—00 n—o0 n—00 n—oo n—00
da lim {/n + 1 = 1 gilt und aufgrund dem Resultat aus Ubung 6.60. Seien nun a,b € (—R, R)

mit a < b. Wir betrachten die Polynomfunktionen f,(z) = >~}'_, axz™ auf [a, b] und verwenden
Satz 5.41, um

n n

b
/ an(z)da = ag prtl _ Ak ak+l
a — k+1 — k+1

zu erhalten. Auf Grund von Satz 7.57 konvergiert die Funktionenfolge (fy)52, gleichméssig

gegen f auf [a,b]. Es ergibt sich

b b
/ f(z)dx = nh_}ngo/ fu(x)dz = F(b) — F(a)

unter Verwendung von Satz 7.48. O
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7.5 Trigonometrische Funktionen

7.5.1 Die komplexe Exponentialabbildung

Wir haben in Abschnitt 6.3 die reelle Exponentiabbildung gesehen und ihre wichtigsten Ei-
genschaften gezeigt. Wir zeigen nun, dass wir die Exponentialabbildung alternativ durch die

Exponentialreihe

1
exp(z) = R " (7.11)
k=0

mit definieren, und dadurch auf die gesamte komplexe Ebene fortsetzen koénnen. Aus dem

Quotientenkriterium folgt direkt, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe
= 1
d =T eC[T]
n!
n=0
unendlich ist, insbesondere ist also die rechte Seite von (7.11) wohldefiniert. Die Darstellung
der Exponentialabbildung als Potenzreihe ist in vielen Aspekten flexibler als die Darstellung

als Grenzwert. Sie wird uns spéter in diesem Kapitel beispielsweise dabei helfen, das Riemann-

Integral der Exponentialfunktion zu berechnen.

PROPOSITION 7.66. — F'ir jede reelle Zahl x € R gilt (7.11).

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass fiir jedes n > 0 die Gleichung

T\" " n! xk — Pa l
(S e WS | (R oL 1| (B

gilt. Sei nun z € R und € > 0. Es existiert, und wir fixieren N € N, so dass

oo

1
k=N+1
gilt. Fiir dieses IV gilt dann auch
Al =1 =1 =1
k k k k
ng —ng < Z ok < Z Hm <e (7.12)
k=0 k=0 k=N+1 k=N+1
und fir n > N ebenso
N n k—1 N k—1
1, 1, 0 1, . ‘
St Xt (-3 =gt (-0 7) )+
k= k=0 =0 k=0 £=0
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fiir alle k € {0,..., N} gilt, folgern wir aus letzterer Abschiatzung

N
Z —aF —exp(z)| <e
k=
woraus gemeinsam mit (7.12)
1 > AN
Exk—exp() < Z Zk— —exp(z)| < 2e.
k=0 k:N+1 k=0
folgt. Da & > 0 beliebig war, folgt die zu beweisende Gleichung (7.11). O

Figur 7.1: Der Graph der Exponentialabbildung, sowie die Graphen einiger Partialsummen
der Exponentialreihe.

DEFINITION 7.67. — Die komplexe Exponentialabbildung ist die Funktion exp : C — C
gegeben durch

o0

1 n
exp(z) = Z e

k=0
fiir alle z € C. Fiir eine positive reelle Zahl a € R~ und z € C schreiben wir a* = exp(z log(a)),

und insbesondere auch e* = exp(z) fiir alle z € C.

SATZ 7.68. — Die komplexe Exponentialabbildung exp : C — C ist stetig. Des Weiteren gilt
exp(z + w) = exp(z) exp(w) und |exp(z)| = exp(Re(z)) (7.13)

fir alle z,w € C. Insbesondere gilt |exp(iy)| =1 fir alle y € R.
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Beweis. Der Konvergenzradius der Reihe "> ; 242" ist unendlich. Nach Satz 7.57 ist damit
exp : C — C eine stetige Funktion. Fiir beheblge z,w € C erhalten wir aus der Cauchy-
Produktformel in Korollar 7.34, dass

n=0 n=0 n=0 k=0
<1 n <1
Il ) T
n=0 k=0 n=0

gilt. Es verbleibt die Formel fiir den Absolutbetrag zu beweisen. Da die Konjugation C — C

eine stetige Funktion ist, gilt
TL

—_— 1
exp(z) = lim E —zk* lim —zk* lim E —z = exp(Z2).

Daraus folgt mit der Additionsformel

2 2

|exp(2)|? = exp(2)exp(z) = exp(2) exp(Z) = exp(z +7) = exp(2Re(2)) = exp(Re(z))

woraus dann | exp(z)| = exp(Re(z)) nach Wurzelziehen folgt. O

b
PROPOSITION 7.69. — Fliir alle a < b e R gilt / exp(x)dxr = exp(b) — exp(a).

Beweis. Wir verwenden Satz 7.65 und erhalten

o0 oo

b
1 n+1 1 n+1
L exp(x) dx ng . (n 1)|b ng . (n 1)|a exp(b) exp(a) +

wie behauptet. O

UBUNG 7.70. — Zeigen Sie, dass exp(z) = lim (1+ %)n fiir alle z € C gilt.

n—oo

UBUNG 7.71. — Zeigen Sie fiir alle z € C mit |z| < 1 die Abschiitzung |exp(z)| < #e(z).

7.5.2 Sinus und Kosinus

7.72. — Wir definieren die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion bei z € C durch

n

sin(z) = Z (<_1)7122”+1 und cos(z) = Z ((;le)' 22n

|
= 2n+1)! =

(7.14)
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Diese Potenzreihen 7.14 konvergieren auf ganz C, und definieren nach Satz 7.57 stetige Funk-
tionen. Die Einschréinkungen der Sinus- und Kosinusfunktion auf R sind reellwertig, und wer-
den ebenso also Sinusfunktion und Kosinusfunktion bezeichnet. Die Sinusfunktion ist un-
gerade, das heisst es gilt sin(—z) = —sin(z), und die Kosinusfunktion ist gerade, es gilt

cos(—z) = cos(z) fiir alle z € C.

SATZ 7.73. — Fiir alle z € C gelten folgende Relationen zwischen Exzponenial, Sinus- und
Kosinusfunktion.

_exp(iz) + exp(—iz)

exp(iz) — exp(—iz) cos(z) =

exp(iz) = cos(z) +isin(z), sin(z) =

2i ’ 2
Fiir alle z,w € C gelten die trigonometrischen Additionsformeln:
sin(z +w) = sin(z)cos(w) + cos(z) sin(w) (7.15)
cos(z +w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w) (7.16)

Beweis. Fiir z € C gilt

22 2 24 20

exp(iz) = 1+iz—§ _i§+ﬂ+i§_'” = cos(z) + isin(z)

und analog exp(—iz) = cos(z) — isin(z) fiir alle z € C. Losen wir diese beiden Gleichungen
nach sin(z) und cos(z) auf, so ergeben sich die Formeln im Satz. Um die Additionsformeln zu
beweisen multiplizieren wir exp(iz) mit exp(iw) und erhalten mit der Additionsformel (7.13)

fiir die Exponentialabbildung

cos(z + w) + isin(z + w) = exp(i(z + w))
= exp(iz) exp(iw) = (cos(z) + isin(z))(cos(w) + isin(w))

= cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) + i(sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z)
und ebenso

cos(z + w) — isin(z + w) = exp(—i(z + w))
= exp(—iz) exp(—iw) = (cos(z) — isin(z))(cos(w) — i sin(w))

= cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) — i(sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z).

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir die Formeln (7.16) und (7.16). O

7.74. — Im Fall z = w € C ergeben sich insbesondere die Winkelverdoppelungsformeln

sin(2z) = 2sin(z) cos(z) und cos(2z) = cos(z)? — sin(z)?.
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Im Fall w = —z folgt aus (7.16) und der Tatsache, dass der Sinus ungerade und der Kosinus

gerade ist, die Kreisgleichung fiir Sinus und Kosinus

1 = cos(z)? + sin(z)?

fiir alle z € C.

UBUNG 7.75. — Seien a < b eine reelle Zahlen. Beweisen Sie, dass

b b
/ sin(t)dt = — cos(b) + cos(a) und / cos(t)dt = sin(b) — sin(a)

gilt.

Applet 7.76 (Potenzreihen). Wir betrachten die ersten Partialsummen der Potenzreihen,
welche exp, sin und cos (beziehungsweise sinh, cosh vom nachsten Abschnitt) definieren. Durch
Vergréssern des Ausschnittes kénnen Sie die Qualitit der Anndherungen der Partialsummen
tberpriifen. Bei den trigonometrischen Funktionen kann man auch im Bild gut erkennen, dass

die Potenzreihe alternierende Reihen bilden.

7.5.3 Die Kreiszahl

SATZ 7.77. — FEs gibt genau eine Zahl w € (0,4) mit sin(w) = 0. Fir diese Zahl gilt

exp(2mi) = 1.

Beweis. Die Folge reeller Zahlen (%7)%°, ist monoton fallend fiir alle z € (0,2]. Aus dem

Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen 7.23 folgen daher die Abschitzungen

3 . 3 5 2 2 4
0<z-—% <sin(z)<z—-%5+% und 1-% <cos(z) <1—-%+5;

fir alle z € (0,2]. Es gilt sin(0) = 0 und fiir = 1 ergibt sich aus obiger Abschétzung und
>

einer kurzen Rechnung sin(1) % Daher existiert nach dem Zwischenwertsatz 4.57 eine

Zahl p € (0,1) mit sin(p) = % Wegen sin?(p) + cos?(p) = 1 und cos(p) > 0 folgt ebenso

cos(p) = % Wir definieren m = 4p. Es gilt

| N 1+i
exp(pi) = cos(p) + isin(p) = V2

und damit
4 (14!
4

und also sin(7) = 0, cos(m) = —1 und exp(27i) = (—1)? = 1 wie behauptet.

=1

exp(mi) = exp(4pi) = exp(pi)

Es bleibt die Eindeutigkeit von 7 wie im Satz zu zeigen. Aus den obigen Abschédtzungen

wissen wir bereits, dass die Sinusfunktion keine Nullstelle in (0, 2] besitzt. Insbesondere gilt
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daher 7 € (2,4). Angenommen s € (2,4) erfiillt sin(s) = 0. Wir definieren

m—s falls2<s<m
T =

s—m falls2<m<s.
Dann gilt r € [0,2) und
sin(r) = £sin(r — s) = £(sin(m) cos(s) — cos(r) sin(s)) = +(0 — 0) =0

woraus r = 0 folgt. Daher ist # € (0,4) durch die Gleichung sin(7) = 0 eindeutig bestimmyt.

O
KOROLLAR 7.78. — Es gelten
sin(z + §) = cos(z) cos(z + %) = —sin(z)
sin(z4+m) = —sin(z) cos(z+m) = —cos(z)
sin(z+2m) = sin(z) cos(z +2m) = cos(z)

7.79. — Aus Korollar 7.78 ergibt sich, dass Sinus und Cosinus beides periodische Funk-
tionen mit Periodenlénge 27 sind. Um fiir eine gegebene reelle Zahl x den numerischen Wert

von sin(x) oder cos(z) zu kennen gentigt es, die Werte des Sinus auf dem Intervall [0, 5] zu

)
kennen.
1 .
><\ COS/ S11n /><
n N N o
v 4 2
UBUNG 7.80. — Zeigen Sie, dass die Nullstellen von sin : C — C genau die Punkte in

nZ C C sind und dass die Nullstellen von cos : C — C genau die Punkte in 7Z + 5 sind.
UBUNG 7.81. — Zeigen Sie die Formel
sin(z) — sin(w) = 2 cos <Z —; w> sin <z _2 w)

fiir alle z,w € C. Verwenden Sie dies, um zu zeigen, dass der Sinus sin : [—%, %] — [-1,1]

strikt monoton wachsend und bijektiv ist.
UBUNG 7.82. — Zeigen Sie, dass die Zahl cos (%) algebraisch ist.

UBUNG 7.83. — Zeigen Sie: sin(%F) = /10 + 2v/5.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 195



mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 7.5 Trigonometrische Funktionen

UBUNG 7.84. — Zeigen Sie, dass 3.1 < 7 < 3.2 gilt. Die Verwendung eines elektronischen

Hilfsmittels zur Berechnung von gewissen rationalen Zahlen kann hilfreich sein.

7.5.4 Polarkoordinaten und Multiplikation komplexer Zahlen

Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion kénnen wir komplexe Zahlen in Polarkoordi-

naten ausdriicken, das heisst, in der Form
z = rexp(id) = rcos(¥) + ir sin(¥)

wobei r der Abstand vom Ursprungspunkt 0 € C zu z ist, also der Betrag r = |z| von z, und

¥ der Winkel, der zwischen den Halbgeraden R>p und zR>( eingeschlossen ist.

Falls z # 0 gilt, so ist der Winkel ¥} eindeutig bestimmt, und wird als Argument von z be-
zeichnet und als ¢ = arg(z) geschrieben. Die Menge der komplexen Zahlen mit Absolutbetrag
Eins ist demnach

St={zeC]| |z| =1} = {exp(iv) | ¥ € [0,27)}

und wird als der Einheitskreis in C bezeichnet

PROPOSITION 7.85 (Existenz von Polarkoordinaten). — Fiir alle z € C* existieren eindeutig
bestimmte reelle Zahlen r > 0 und ¥ € [0,27) mit z = r exp(i?).

Beweis. Nach Division von z durch r = |z| > 0 kénnen wir r = |2| = 1 annehmen, und
zeigen, dass es ein eindeutiges ¥ € [0,27) mit z = exp(id) gibt. Wir betrachten zuerst den
Fall Im(z) > 0 und behaupten, dass ein 6 € [0, 7] existiert, so dass z = exp(i¥) gilt. In der
Tat ist Re(z) € [—1,1] und es gilt cos(0) = 1 und cos(m) = —1. Also existiert nach dem
Zwischenwertsatz ein ¥ € [0, 7] mit Re(z) = cos(¢). Nun gilt aber auch

sin(¥) = /1 — cos2() = /1 — Re(2)? = Im(2)
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da wir Im(z) > 0 angenommen haben, und somit folgt z = exp(i?). Falls Im(z) < 0 ist, dann
wenden wir obiges Argument fiir —z an und finden ein ¥ € (0, 7) mit —z = exp(i¢}), und also
z = exp(i(m + 17)).

Es bleibt die Eindeutigkrit von ¢ zu zeigen. Sind ¢, ¢ € [0, 27) mit z = exp(iv}) = exp(i?'),
dann gilt exp(i(¢ — ¥')) = 1 und daher auch sin(d — 9¥') = 0. Aus der Eindeutigkeit von 7
in Satz 7.77 und der Formel sin(x + m) = —sin(z) fiir alle z € R in Korollar 7.78 ergibt sich
daraus 9 — ' € {—m7,0,7}. Falls ¥ — ¢ € {—m, 7}, so gilt aber exp(i(¥d —¢')) = —1, und daher
muss 9 = 19 gelten. O

7.86. — In Polarkoordinaten ldsst sich die Multiplikation auf C neu interpretieren. Sind
z = rexp(ip) und w = sexp(iy)) komplexe Zahlen, dann gilt zw = rsexp(i(p + ¥)). Bei
Multiplikation von komplexen Zahlen multiplizieren sich die Langen der Vektoren und addieren

sich die Winkel.

Applet 7.87 (Geometrische Bedeutung der Komplexen Zahlen). Wir kénnen anhand der ein-
gezeichneten Polarkoordinatenlinien die geometrische Bedeutung der Multiplikation von kom-
plexen Zahlen und der Inversen und der Wurzeln einer vorgegebenen Zahl erkennen. Bei Be-
wegung von z um den Ursprung im Wurzelmodus ist ersichtlich, warum eine stetige Definition

von Wurzelfunktionen nicht mdglich ist.

UBUNG 7.88. — Sei w = rexp(id)) nicht Null. Zeigen Sie, dass die Nullstellen des Polynoms
p(z) = 2" — w durch
{¥/rexp (2mia + 2) la=0,1,2 . n-1}

gegeben sind und dass diese paarweise verschieden sind. Die n-ten Wurzeln von 1 nennen sich

die n-ten Einheitswurzeln.

n—1
UBUNG 7.89. — Zeigen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 die Identitit Z exp (27ri%) =

k=0
0.
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UBUNG 7.90. — Verallgemeinern Sie Ubung 4.17 und zeigen Sie, dass jedes Polynom vom
Grad 2 mit komplexen Koeffizienten als Produkt zweier Polynome mit Grad 1 geschrieben

werden kann.

7.5.5 Der komplexe Logarithmus

Wir haben den reellen Logarithmus als die inverse Abbildung von der bijektiven Abbildung
exp : R — Ry definiert. Wir wollen nun den Logarithmus fiir komplexe Zahlen definieren.
Leider gibt es hier aber ein fundamentales Problem: die komplexe Exponentialabbildung exp :
C — C ist nicht injektiv, da beispielsweise exp(2nmi) = 1 fiir alle n € Z gilt. Aus diesem Grund
miissen wir die Exponentialabbildung auf eine geeignete Teilmenge D von C einschrinken,
so dass die eingeschrankte Abbildung exp|p : D — C* bijektiv ist. Dies kann durch viele

verschiedene Teilmengen erreicht werden. Wir wollen hier zwei Moglichkeiten zeigen.

7.91. — Wir konnen zum Beispiel die Teilmenge
Dpo ={z€ C| Im(z) € [0,27m)}

betrachten. In diesem Fall entspricht das Exponential von x 4 iy € Dp, der Polarkoordina-
tendarstellung z = exp(z) - exp(iy) in Proposition 7.85 mit r = exp(z) und # = y. Da die
Polarkoordinatendarstellung von jedem z € C* eindeutig bestimmt ist, ist die Einschrankung
exp |ppy, © Dpol — C* bijektiv. Der Nachteil dieser Abbildung ist, dass die entsprechende
Umkehrabbildung

z + log(|z]) + i arg(z)

bei jeder positiven reellen Zahl unstetig ist.

7.92. — Die Unstetigkeit des komplexen Logarithmus lasst sich nicht vermeiden. Mit einer
anderen Wahl von D konnen wir die Unstetigkeitsstellen an eine andere Stelle platzieren. Wir
definieren

Dhaupt = {2z € C| Im(z) € (—m, 7]}

Man sieht auf die gleiche Weise wie oben, dass exp | Diiaupe © DPHaupt — C* bijektiv ist. In
der Tat entspricht dies leicht verdnderten Polarkoordinaten, wo wir einen Winkel ¢ € (—, 7]
verlangen. Die entsprechende Umkehrabbildung wird der Hauptzweig des komplexen Loga-

rithmus genannt, und
log : C* = Dyaupt = {z € C| Im(z) € (—m, 7]}

geschrieben. Er ist auf der negativen Halbachse R unstetig, und stetig auf C* \ Rg.
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7.5.6 Weitere Trigonometrische Funktionen

Neben der Exponentialfunktion, dem Sinus und dem Kosinus gibt es weitere dazu verwandte
Funktionen die man als trigonometrische Funktionen bezeichnet.

7.93. — Die Tangensfunktion und die Kotangensfunktion sind durch

sin(z) cotls) —
cos(2) und t(2)

tan(z) cos(z)

sin(z)

definiert, fiir alle z € C mit cos(z) # 0, beziehungsweise mit sin(z) # 0.

tan
cot /
T T
2 4 2

UBUNG 7.94. — Zeigen Sie, dass fiir z,w € C die Additionsformel

_ tan(z) 4 tan(w)
tan(z + w) T 1 tan(z) tan(’w)

gilt, wo definiert. Finden und beweisen Sie eine analoge Additionsformel fiir den Kotangens.

7.95. — Der Sinus Hyperbolicus und der Kosinus Hyperbolicus sind die durch die
Potenzreihen

= 1 e = 1
. _ 2k+1 _ _ 2k
sinh(z) = Z mz und cosh(z) = —5 = Z (21@)!2
k=0 k=0
definierten Funktionen. Es gilt
z_ o=z z —z
sinh(z) = —isin(iz) = % und cosh(z) = che” cos(iz)
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und also exp(z) = cosh(z) + sinh(z) fiir alle z € C. Der Tangens und der Kotangens
Hyperbolicus sind durch
sinh(z) e*—e™* cosh(z) e*4e7”?

anh(z) cosh(z) e*+e* o coth(z) sinh(z) e*—e™2

definiert, fiir alle z € C mit cosh(z) # 0, beziechungsweise mit sinh(z) # 0. Die Funktionen

sinh und tanh sind ungerade und cosh ist gerade. Es gelten die Additionsformeln

sinh(z + w) = sinh(z)cosh(w) + cosh(z) sinh(w),
cosh(z +w) = cosh(z)cosh(w) + sinh(z) sinh(w)

fiir alle z,w € C, sowie die Hyperbelgleichung
cosh?(z) — sinh?(z) =1
fiir alle z € C. Aus Proposition 7.69 ergibt sich
b b
/ sinh(z)dz = cosh(b) — cosh(a) und / cosh(z)dz = sinh(b) — sinh(a)

fir alle a < b € R.

cosh

sinh

UBUNG 7.96. — Beweisen Sie ausgehend von den Definitionen des hyperbolischen Sinus

und des hyperbolischen Kosinus die obigen Formeln.
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Wir behandeln Differentialrechnung in einer Variablen. Diese ist fiir das Verstandnis von Funk-
tionen auf Intervallen in R, aber auch fiir die Berechnung des Riemann-Integrals von funda-

mentaler Bedeutung.

8.1 Die Ableitung

8.1.1 Definition und geometrische Interpretation

Wir legen fiir diesen Abschnitt eine nichtleere Teilmenge D C R ohne isolierte Punkte fest,
das heisst, jedes element x € D ist ein Haufungspunkt von D. Das typische Beispiel fiir so eine
Teilmenge ist ein Intervall, das nicht leer ist und nicht nur aus einem Punkt besteht. Falls nicht
explizit anders erwiahnt, sind alle Funktionen als reellwertig vorausgesetzt. Wir iiberlassen es
dem Leser jeweils zu entscheiden welche Definitionen und Séatze auch fiir komplexwertige

Funktionen Sinn ergeben.

DEFINITION 8.1. — Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Wir sagen, dass f bei a

differenzierbar ist, falls der Grenzwert

oo f@) = fl@)  flath) - f(a)
fla)=fim == —— = o h (8.1)
v#a ho£0

existiert. In diesem Fall nennen wir f’(a) die Ableitung von f bei a. Falls f bei jedem Hau-
fungspunkt von D in D differenzierbar ist, dann sagen wir auch, dass f auf D differenzierbar

ist und nennen die daraus entstehende Funktion f’: D — R die Ableitung von f.

8.2. — Alternative Notationen fiir die Ableitung von f sind 8% I, % oder auch Df. Wir
werden gelegentlich % f benutzen. Falls @ € D ein rechtseitiger Haufungspunkt von D ist,

dann ist f bei a rechtsseitig differenzierbar, wenn die rechtsseitige Ableitung

f(x) — f(a) fla+h) - f(a)

! .
a) = lim = lim
+( ) T—a T —a h—0 h
r>a h>0
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existiert. Linksseitige Differenzierbarkeit und die linksseitige Ableitung f’ (a) werden

analog iiber die Bewegung x — a mit = < a definiert.

8.3. — Eine affine Funktion ist eine Funktion der Form x — sx+7, fiir reelle Zahlen s und r.
Der Graph einer affinen Funktion ist eine nichtvertikale Gerade in R?. Der Parameter s in der
Gleichung y = sz 4+ r wird die Steigung der Geraden genannt. Ist f : D — R differenzierbar
an der Stelle a € D, so wird die Funktion 2 — f’(a)(z — a) lineare Approximation von f

bei a oder die Tangente von f bei a genannt.

z = fla) + f'(a)(z —a)

\\!

Die geometrische Interpretation der Ableitung einer reellwertigen Funktion f bei a ist also
die Steigung der Tangenten des Graphen bei a. Denn wenn z gegen a strebt, ndhert sich die
Sekante, die durch (a, f(a)) und (z, f(x)) geht und den Differenzenquotienten als Steigung

besitzt, der Tangente des Graphen bei a an.

BEISPIEL 8.4. — Konstante Funktionen sind iiberall differenzierbar und haben die Null-
funktion als Ableitung. Die Identitétsfunktion f : x € R — x € R ist differenzierbar und ihre
Ableitung ist die konstante 1-Funktion, denn

r—a

f'(a) = lim =1
rT—=ar — @
fiir alle a € R.
BEISPIEL 8.5. — Die Exponentialfunktion exp : R — Ry ist differenzierbar und ihre

Ableitung ist die Exponentialfunktion. Allgemeiner behaupten wir, dass fiir ein festes a € C
die Ableitung der Funktion f : R — C gegeben durch f(z) = exp(ax) durch f'(a) = aexp(aa)
fiir alle a € R gegeben ist. In der Tat gilt fiir a € R:

/oy 1. exp(aa + ah) —exp(aa) . exp(ah) —1
fla) = i h = oxplaa) fim =
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o~ b
= exp(aa) %13%) kgl P h*™" = exp(waa)a,
da die Abbildung h — > "7, ak—fhk_l nach Satz 7.57 stetig ist.

BEISPIEL 8.6. — Sei f : R\ {0} — R gegeben durch f(z) = % Dann ist f differenzierbar
und es gilt f/(x) = —I—IQ fir alle x € R\ {0}. In der Tat ist

8=

1
. TR T . —(z+h) . 1 1 1
f2) = lim 2Py T @) _ _ 1
fz) hso  h 70 (x + h)xh hs0 (x + h)x limy_o(z + h)z x?

wegen der Stetigkeit von h — (z + h)z bei 0.

DEFINITION 8.7. — Sei f : D — R eine Funktion. Wir definieren die h6heren Ableitun-

gen von f, sofern sie existieren, durch

f(O) —f f(l) = f(2) = e f(n+1) = (f(n)),

fiir alle n € N. Falls f(™ fiir ein n € N existiert, heisst f n-mal differenzierbar. Falls die
n-te Ableitung f(") zusitzlich stetig ist, heisst f n-mal stetig differenzierbar. Die Menge
der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D bezeichnen wir mit C™(D). Es bezeichnet
also C%(D) die Menge reellwertigen, stetigen Funktionen auf D, und C*(D) die Menge aller
differenzierbaren Funktionen deren Ableitung stetig ist. Wir nennen solche Funktionen stetig

differenzierbar oder von Klasse C!. Rekursiv definieren wir fiir n > 1
C™(D) ={f: D — R| f ist differenzierbar und f' € C""}(D)}
und sagen f € C"(D) sei von Klasse C". Schliesslich definieren wir
Cc=(D) = (") C"(D)
n=0
und bezeichnen Funktionen f € C*°(D) als glatt oder von Klasse C*.

BEISPIEL 8.8. — Die Funktion f : R — R gegeben durch f(z) = sgn(z)2? ist differenzierbar.
Die Ableitung von f ist durch f/(x) = 2|z| gegeben. Das zeigt, dass f stetig ableitbar, also
von Klasse C! ist. Da die stetige Funktion f’ nicht ableitbar ist, ist f nicht von Klasse C?.

BEISPIEL 8.9. — Die Exponentialfunktion exp : R — R ist glatt. Polynomfunktionen sind
glatt.
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8.1.2 Ableitungsregeln

Wie schon bei stetigen und Riemann-integrierbaren Funktionen moéchten wir nicht immer
von Hand zeigen miissen, dass eine gegebene Funktion differenzierbar ist. Stattdessen wollen
wir allgemeine Regeln beweisen, auf die sich die Differenzierbarkeit verschiedener Funktionen

zurtuckfiithren lasst.

PropoSITION 8.10. — Set D C R eine Teilmenge und a € D ein Hdiufungspunkt von D.
Seien f,g: D — R bei a differenzierbar. Dann sind f + g und f - g bei a differenzierbar und
es gilt

(f+9)(a) = f(a)+g(a), (8.2)
(f9V(a) = fl(a)gla)+ fla)g'(a). (8.3)

Insbesondere ist jedes skalare Vielfache von f bei a differenzierbar und (af) (a) = af'(a) fir

alle a € R. Dies gilt ebenso fiir komplexwertige Funktionen.

Beweis. Wir berechnen unter Verwendung der Eigenschaften des Grenzwerts in Abschnitt
6.4.1

i U g)(x:z - ((zf 9 _ f(x; - if(a) .\ g<x; - ‘Z(a) @+
und
L 9@ = (9@ _ | (f@) — £(0)g(@) + f(a) (g(2) — g(a))
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
da g bei a stetig ist. O

KOROLLAR 8.11. — Seien f,g : D — R n-mal differenzierbar. Dann sind f+ g und f - g
ebenso n-mal differenzierbar und es gilt ™ + g™ = (f+ g)(”) sowie

o =3 (7) 0500
k=0

Insbesondere ist jedes skalare Vielfache n-mal differenzierbar und (af)(") = af™ fir alle
a e R.

Beweis. Fir n = 1 ist das Proposition 8.10, der allgemeine Fall folgt mit Induktion iiber
n > 1. O
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KOROLLAR 8.12. — Polynomfunktionen sind auf ganz R differenzierbar. Es gilt (1)) = 0

und (") = na™"! fir allen > 1.

Beweis. Die Félle n = 0 und n = 1 wurden bereits in Beispiel 8.4 besprochen. Die Formel
(2™)" = naz"™! folgt iiber Induktion aus der Produktregel (8.3). Angenommen fiir n > 1 gilt

bereits (z")" = nz"~!. Dann folgt aus (8.3), dass " *! = z2" differenzierbar ist und
(anrl)/ — ($$n)/ — 1" _’_w(nxnfl) — (n+ 1)%”

erfiillt, was den Induktionsbeweis abschliesst. Differenzierbarkeit einer beliebigen Polynom-

funktion folgt nun aus der Linearitdt der Ableitung (8.2). O

BEISPIEL 8.13. — Der Logarithmus f =log: (0,00) — R, = — log(z) ist glatt. In der Tat
gilt f'(z) =1, f"(2) = — %, G (z) = 2 oder allgemein fM(z) = (=1)" Y(n —1)lz™™, was
sich mit vollstandiger Induktion und der Leibnitz Regel beweisen lésst.

UBUNG 8.14. — Sei ¢ eine komplexe Zahl, und f : R — C die durch f(t) = exp(cw)
gegebene Funktion. Zeigen Sie, dass f ableitbar ist, und berechnen Sie die Ableitung f’ von
f. Folgern Sie aus den Spezilfdllen ¢ = £1 und ¢ = %4 in Beispiel 8.5, dass

% sin(t) = cos(t) % cos(t) = —sin(t)
% sinh(t) = cosh(t) % cosh(t) = sinh(t)

gilt.

SATz 8.15 (Kettenregel). — Seien D, E C R Teilmengen und sei xg € D ein Haufungspunkt.
Sei f: D — E eine bei xo differenzierbare Funktion, so dass yo = f(x¢) ein Héaufungspunkt
von E ist, und sei g : E — R eine bei yo differenzierbare Funktion. Dann ist go f : D — R in

xqg differenzierbar und

(g0 ) (z0) = g'(f(0)) f'(20)-

Beweis. Wir schreiben f(x) = f(zo) + f'(x0)(x — x0) + € ¢(z)(z — x0), wobei die Funktion e
auf D durch

— %ﬁm) — f'(zo) falls x € D\ {zo}
ef(r) =
0 falls x = xg

fur alle © € D gegeben ist, und genauso g(y) = g(vo) + ¢'(y0) (Y — yo) + €4(v)(y — yo) mit

A=) () falls y € B\ {0}
0 falls y = yo

fir alle y € E. Die Funktion e ist stetig bei 2o, und die Funktion ¢, ist stetig bei yg. Durch

Einsetzen von y = f(z) ergibt sich
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9(F () = 9(F(x0)) + ¢/ (F(20)) () = (o) + 9 f(@))((2) = f (o))
= 9/ (20)) +4'(/ (20) 1" (w0) (& — 20) + (4 (F (20)e () + £ ( (2)) (' (w0) & 5(1)) ) (&~ o).

fir alle x € D, und damit

9(f (=) — g(f((x0))

lim
T—T0 T — X0
= lim (¢'(f(20)).f" (z0) + 9'(f(x0))e s (x) + &4 (f (@) (f'(x0) +£()))
= ¢'(f(20))f'(x0)
wie behauptet. O

KOROLLAR 8.16. — Seien D, E C R Teilmengen, so dass jeder Punkt in D respektive E
ein Haufungspunkt von D respektive E ist. Seien f : D — E und g : E — R beides n-mal

differenzierbare Funktionen. Dann ist go f : D — R auch n-mal differenzierbar.

Beweis. Folgt aus der Kettenregel und Induktion. O
KOROLLAR 8.17 (Quotientenregel). — Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Haufungspunkt

und seien f,g : D — R bei a differenzierbar. Falls g(a) # 0 ist, dann ist auch 5 bei a

differenzierbar und es gilt

<f>' (a) = fla)g(a) — f(a)g'(a)
g

Beweis. Sei 1 : R\ {0} — R die Funktion gegeben durch ¢ (y) = %, welche nach Beispiel 8.6
differenzierbar ist. Wir kombinieren dies mit der Kettenregel (Satz 8.15) und erhalten, dass

die Funktion % = 1) o g bei a differenzierbar ist mit Ableitung

@ @ =~ e @

Verwenden wir nun die Produktregel in Proposition 8.10, so ergibt sich, dass g =f- % bei a

differenzierbar ist und

(ﬁ)l“‘) _ <f,;>'(a) — fla)—— — f(a) g'(a) _ f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

erfiillt, was zu zeigen war. O

BEISPIEL 8.18. — Wir bestimmen die Ableitung der Funktion f : R — R gegeben durch
f(x) = exp(sin(sin(z?))) mittels mehrmaligem Anwenden der Kettenregel. Da exp’ = exp

erhalten wir

f'(x) = exp(g(x))g (),
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wobei g(x) = sin(sin(2?)). Ebenso ist wegen sin’ = cos
g'(w) = cos(h(z))h'(x),
wobei h(z) = sin(z?) und A/(z) = cos(z?)2z. Dadurch erhalten wir
f'(z) = exp(sin(sin(z?))) cos(sin(x?)) cos(x?)2z

fir alle z € R.
UBUNG 8.19. — Bestimmen Sie die Ableitung von der Funktion z +— cos((sin(exp(z)))?).

SATZ 8.20. — Seien D, E C R Teilmengen und sei f : D — E eine stetige, bijektive Abbil-
dung, deren inverse Abbildung f~' : E — D ebenfalls stetig ist. Falls f in dem Héufungspunkt
xo € D differenzierbar ist und f'(xo) # 0 gilt, dann ist f=1 in yo = f(xo) differenzierbar und
es gilt

1

—1\7 _
(f ) (yO) - f,(x(])

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass yo ein Haufungspunkt von E ist, womit man von Dif-
ferenzierbarkeit bei yo sprechen darf. Tatséchlich ist nach Annahme zg ein Haufungspunkt
und es existiert eine Folge (zy,), in D \ {x¢} mit z,, — z¢ fiir n — oco. Da f stetig ist, gilt
flxn) = f(zo) = yo fiir n — oo und da f bijektiv ist, gilt f(z,) # yo fiir alle n € N.

Sei nun (y,,), eine Folge in E \ {yo}, die gegen yo konvergiert. Dann strebt z,, = f~1(y,)
in D\ {xo} gegen x¢, da f~! per Annahme stetig ist, und es gilt

D e ) SR T TR <f<xn>—f<xo>>1 P

nach der Charakterisierung der Konvergenz einer Funktion mittels Folgen in Lemma 6.102.

Da dies aber fiir jede Folge (yy, ), wie oben gilt, folgt der Satz wiederum aus Lemma 6.102. [
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/’ Steigung
f'(o)

Figur 8.1: Eine intuitive Darstellung von Satz 8.20. Spiegelt man den Graphen von f und die
Tangente beim Punkt (zg,%0) um die Gerade z = y in R?, so erhilt man den Graphen von
f~1 und, das ist die Behauptung, die Tangente bei (yo, z¢). Eine kurze Rechnung zeigt, dass
die Spiegelung einer Gerade mit Steigung m um x = y Steigung % hat.

BEISPIEL 8.21. — Die Funktion g : R\ {0} — R gegeben durch g(y) = log(|y|) ist differen-
zierbar mit Ableitung ¢’ gegeben durch ¢'(y) = é fir alle y € R\ {0}. Denn die Abbildung
log : Ryyp — R ist die Umkehrabbildung von exp : R — Rs ¢ und damit folgt aus Satz 8.20,
dass g bei allen Punkten y > 0 differenzierbar ist mit ¢'(y) = %, wobei z = g(y) = log(y).

Da exp’ = exp folgt nun

1 1 1

/ /
g9(y) =log'(y) = = =

W) =18 W) = pla) ~ explion(v) ~ v
Fir y < 0 ist g(y) = log(—y). Also folgt Differenzierbarkeit von g bei y sowie die Formel
d(y) = —log'(—y) = —%y = % aus der Kettenregel (Satz 8.15).

BEISPIEL 8.22. — Fiir ein beliebiges s € C ist die Funktion f : Ryg — C gegeben durch
f(x) = 2* differenzierbar und es gilt f'(x) = sz 1. In der Tat gilt 2° = exp(slog(z)) fiir
alle x > 0 per Definition beliebiger Potenzen in Abschnitt 7.5.1. Mit der bereits bekannten
Ableitung des Logarithmus folgt somit

f'(z) = exp(slog(x)) = exp(slog(x))s% = sexp((s — 1)log(z)) = sz !

fiir alle z > 0.
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BEISPIEL 8.23. — Die Funktion ¢ : R — R definiert durch

0 falls x <0
b(a) = 1
exp ( — 5) falls z > 0

fiir alle x € R ist glatt, das heisst, beliebig oft stetig differenzierbar.

Fiir x < 0 gibt es nichts zu zeigen, da die Ableitung der Nullfunktion die Nullfunktion ist.
Fiir z > 0 ergibt sich dies mittels Induktion, der Kettenregel (Satz 8.15), Beispiel 8.6, der
Produktregel in Proposition 8.10 und Korollar 8.12. In der Tat gilt fiir x > 0, dass

I\ 1 1\ 11 1\ -2
v =eo (1) v =eo (1) mmren () 7

und (da die konkrete Formel fiir ¢)(™ schnell kompliziert wird) allgemeiner

P () = exp (1) 2 <i) (5.4)

fiir gewisse Polynome f,, und jedes n € N. Fiir n = 1 und n = 2 haben wir diese Darstellung der
Ableitung bereits bewiesen, wobei f1(t) = t? und fo(t) = t* — 2t3. Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir (8.4) fir n € N an und erhalten
1\ —1
/

™) (z) = <exp (—i) In (i))l = exp (—i) %fn (i) + exp <—i>
= exp <—316> frt1 <31:> ;

wobei das Polynom f,, 41 als fn11(t) = t2(fu(t) — f(t)) gewiihlt wurde.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¥ auch in x = 0 beliebig oft differenzierbar ist. Dabei
kénnen wir nicht auf unsere Ableitungsregeln zuriickgreifen, sondern miissen dies direkt mit
der Definition der Ableitung iiberpriifen. Wir behaupten, dass 1/1(”)(0) = 0 fiir alle n € N.

Fiir den Beweis der Behauptung zeigen wir zuerst, dass fiir jedes Polynom f

lim ¢(:c)f(%) =0 (8.5)

z—0
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ist. Auf Grund der Linearitét des Grenzwerts und da i (z) = 0 fiir z < 0 gilt, geniigt es zu
zeigen, dass lim,\ o (x)z™™ = 0 fiir alle n € N gilt. Setzen wir y = %, so erhalten wir, dass

diese Behauptung wiederum zu
n

I

s exp(y)

dquivalent ist. Dies folgt aber mit dem Sandwich-Lemma aus der Ungleichung (1 + ;%) <
exp(y) fir alle y > 0 und n € N (siehe Abschnitt 6.3).

Wir zeigen nun (™ (0) = 0 fiir alle n € N per Induktion. Verwenden wir (8.5), so erhalten

wir

¢'(0) = lim Y@ =0y zp(x)l =0.

z—0 T z—0 T

Falls wir bereits 1™ (0) = 0 fiir ein n € N wissen, dann folgt ebenso

pr(0) =t L@ VOO _ o PG 20y, (e)eo

z—0 z—0 z—0 €T z—0 x/)x

Wir haben nun also gezeigt, dass alle Ableitungen von v auf ganz R existieren und somit ist
1 glatt.

UBUNG 8.24. — Finden Sie fiir beliebige reelle Zahlen a < b < ¢ < d eine glatte Funktion
¢ auf R, so dass ¢ gleich Null ist ausserhalb des Intervalls (a,d) und gleich 1 ist auf dem
Intervall [b, ¢].
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8.2 Zentrale Satze der Differentialrechnung

8.2.1 Lokale Extremwerte

DEFINITION 8.25. — Sei D C R eine Teilmenge und g € D. Wir sagen, dass eine Funktion
f D — Rin z¢ ein lokales Maximum hat, falls es eine Umgebung U von xg in D gibt,
auf der f durch f(xo) beschriankt ist. Genauer formuliert heisst dies, dass es ein § > 0 gibt,
so dass fiir alle z € DN (xg — 0,z + 0) gilt f(x) < f(xo). Falls es sogar ein § > 0 gibt, so
dass f(x) < f(xo) fiir alle x € DN (xg — 6,20 +0) \ {xo} gilt, dann hat f in ¢ ein isoliertes
lokales Maximum. Der Wert f(zp) wird auch ein lokaler Maximalwert von f genannt.
Ein lokales Minimum, ein isoliertes lokales Minimum und ein lokaler Minimalwert
von f sind analog definiert.

Des Weiteren nennen wir zp ein lokales Extremum von f und f(z¢) einen lokalen

Extremwert von f, falls f ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum in x( hat.

PROPOSITION 8.26. — Sei D C R eine Teilmenge und f eine reellwertige Funktion auf D.
Angenommen f ist in einem lokalen Ezxtremum xog € D differenzierbar und xg ist sowohl ein

rechtsseitiger als auch ein linksseitiger Haufungspunkt von D. Dann gilt f'(zo) = 0.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass f ein lokales Maximum
in g € D hat (sonst ersetzt man f durch —f). Da f bei xy differenzierbar ist und ¢ von links
und rechts angenahert werden kann, existieren sowohl der linksseitige als auch der rechtsseitige

Grenzwert der Differenzenquotienten bei 2y und beide sind gleich f/(zp). Dann ist

fe0) = Fiteo) = Jm, fie =Ll

<0

da f(z) — f(zo) <0 fur alle x hinreichend nahe bei z gilt, aber auch

f@) = fo)

/ ol IERT)
Fiwo) = f-(xo) = Jim = — s 20
x<xo
aus dem selben Grund. Damit erhalten wir f'(x¢) = 0. O
KOROLLAR 8.27. — Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Sei xo € I ein

lokales Extremum von f. Dann ist mindestens eine der folgenden Aussagen wahr.
1. x¢ ist ein in I enthaltener Endpunkt von I,
2. f ist bei xg nicht differenzierbar oder
3. f ist bei xq differenzierbar und f'(xg) = 0.

Insbesondere sind alle lokalen Extrema einer differenzierbaren Funktion auf einem offenen
Intervall Nullstellen der Ableitung.
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UBUNG 8.28. — Sei f : R — R die Polynomfunktion f(z) = 23 — x. Finden Sie alle lokalen

Extrema von f. Finden Sie alle lokalen Extrema der Funktion |f| auf [—3, 3].

8.2.2 Der Mittelwertsatz

Wir wenden uns nun allgemeinen Sétzen der Differentialrechnung und deren Konsequenzen zu.
Unsere erste Frage wird sein, ob die Ableitung einer differenzierbaren Funktion die Steigung

gewisser Sekanten annimmt, wobei folgender Satz unser Ausgangspunkt sein wird.

SATZ 8.29 (Rolle). — Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — R eine stetige Funktion,
die auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist. Falls f(a) = f(b) gilt, so existiert ein
€ € (a,b) mit ['(€) = 0.

Beweis. Nach dem Satz 4.70 werden Minimum und Maximum von f auf [a,b] angenommen.
Das heisst, es existieren zg,x; € [a,b] mit f(z9) < f(z) < f(x1) fiir alle z € [a,b]. Nach
Proposition 8.26 muss die Ableitung von f bei allen Extrema in (a,b) Null sein. Falls also
xo € (a,b) oder x1 € (a,b) gilt, dann haben wir bereits ein £ € (a,b) gefunden mit f/(£) = 0.
Falls aber z¢p und z; beides Endpunkte des Intervalles sind, dann muss wegen f(a) = f(b)
auch f(zo) = f(x1) gelten, womit die Funktion f konstant ist, und also f’(z) = 0 fiir alle
x € (a,b) gilt. O

SATZ 8.30 (Mittelwertsatz). — Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — R eine stetige

Funktion, die auf dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar ist. Dann gibt es ein £ € (a,b)

fb) = fla)
b—a

mat
f(€) =

Beweis. Wir definieren eine Funktion ¢ : [a,b] — R durch

fir alle = € [a,b]. Dann gilt g(a) = f(a) und g(b) = f(b) — (f(b) — f(a)) = f(a). Des Weiteren
ist g stetig an den Endpunkten und differenzierbar auf (a, b) nach Proposition 8.10. Nach dem

Satz von Rolle existiert also ein ¢ € (a,b) mit

J() — f(a
0=g(e = (e~ I
—a
wie gewiinscht. O
8.31. — In Worten besagt der Satz von Rolle also, dass wenn eine differenzierbare Funktion

auf einem Intervall an den Endpunkten den selben Wert annimmt, die Steigung irgendwo

zwischen den Endpunkten Null sein muss. Wir veranschaulichen dies in folgendem Bild links.
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R foo {

fla)

2\ b A b

Nach dem Mittelwertsatz gibt es also mindestens zu jeder differenzierbaren Funktion auf einem
Intervall einen Punkt, an dem die Steigung der Funktion genau der durchschnittlichen Steigung
ist. Dies sieht man im Bild rechts. Ebenfalls erkennbar ist hier, wie man den Beweis des
Mittelwertsatzes auf den Satz von Rolle zuriickfiihrt, in dem man den Graphen der Funktion
f rechts durch Scherung so modifiziert, dass danach f(a) = f(b) gilt.

UBUNG 8.32. — Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und f : [a,b] — R stetig differenzierbar.
Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist. Was geschieht, wenn man Kompaktheit als Hypothese

fallen lasst?

BEISPIEL 8.33. — Sei f : [0,27] — C die durch f(t) = exp(it) = cos(t) + isin(t) gegebene
komplexwertige Funktion. An den Endpunkten des Intervalles [0, 27] gilt f(0) = f(27) = 1.
Die Ableitung von f nimmt jedoch nie den Wert Null an, denn es gilt nach Beispiel 8.4

f'(t) = iexp(it) # 0

fiir alle ¢ € [0, 27]. Somit sind die Aussagen des Satzes von Rolle und des Mittelwertsatzes fiir

komplexwertige Funktionen in dieser Allgemeinheit falsch.

SATZ 8.34 (Mittelwertsatz nach Cauchy). — Seien f und g stetige Funktionen auf einem
Intervall [a,b] mit a < b, so dass f und g auf (a,b) differenzierbar sind. Dann existiert ein
¢ € (a,b) mit

g (f () = f(a)) = F()(9(b) — g(a)). (8.6)
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fiir alle z € R. Dann gilt

Dies beweist die erste Behauptung (8.6) des Satzes. Falls zusétzlich ¢'(x) # 0 fir alle x €
(a,b), dann folgt aus dem Satz von Rolle, dass ¢g(b) # g(a) gilt. Nach Division von (8.6) mit
g (€)(g(b) — g(a)) ergibt sich die zweite Behauptung des Satzes. O

8.35. — Genau wie der Mittelwertsatz 8.30 hat der Mittelwertsatz von Cauchy eine geo-
metrische Interpretation, nur muss man dieses Mal in der zweidimensionalen Ebene suchen.
Dort besagt der Mittelwertsatz von Cauchy unter den getroffenen Annahmen, dass die Kurve
t — (f(t),g(t)) eine Tangente besitzt, die parallel zur Gerade durch die Punkte (f(a), g(a)),

(f(b),g(b)) ist.

il

!

g{a)
R&} £(b

8.2.3 Korollare des Mittelwertsatzes und Kurvendiskussion

Der Mittelwertsatz erlaubt es uns, bekannte Eigenschaften von Funktionen mittels der Ablei-

tung zu charakterisieren.

PROPOSITION 8.36. — Sei I C R ein Intervall das nicht leer ist und nicht aus einem
einzigen Punkt besteht. Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion. Dann gilt

f'>0 <= f ist monoton wachsend

Die Funktion f ist genau dann streng monoton wachsend, wenn es kein nichtleeres, offenes
Intervall J C I gibt mit f'|; = 0.
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Beweis. Angenommen f sei monoton wachsend. Dann gilt fiir jedes © € 1

Fle) — fim L) =)

h—0 h

>0

da fir h > 0 auch f(x + h) — f(x) > 0 gilt. Ist umgekehrt f nicht monoton wachsend, so
existieren zwei Punkte x1 < 9 in I mit f(z2) > f(z1). Nach dem Mittelwertsatz existiert
dann ein & € [z1,22] mit f(ze) — f(z1) = f(§)(x2 — x1), woraus f'(§) < 0 folgt. Ist f
monoton wachsend aber nicht streng monoton, so existieren x1 < x2 € I so, dass f auf dem
Intervall J = (x1, z2) konstant ist. Damit gilt dann f’|; = 0. Existiert umgekehrt ein Intervall
J = (1, 72) auf dem f" nullist, so folgt wegen f'|; > 0 und f’|; < 0 aus dem bereits gezeigten,
dass f|; sowohl monoton steigend als auch monoton fallend ist. Also ist f|; konstant, und

damit ist f nicht streng monoton. O

KOROLLAR 8.37. — Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a < b und f : I — R eine
Funktion. Dann ist f genau dann konstant, wenn f differenzierbar ist und f'(x) = 0 fir alle

xz el gilt.

Beweis. Die Ableitung einer konstanten Funktion ist die Nullfunktion. Gilt umgekehrt f’ = 0,
also f' > 0 und —f’ > 0, so ist nach Proposition 8.36 sowohl f als auch — f monoton steigend,

woraus folgt, dass f konstant ist. O

UBUNG 8.38. — Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a < bund f : I — R eine Funktion.
Zeigen Sie, dass f genau dann eine Polynomfunktion ist, wenn f glatt ist und es ein n € N
gibt mit £ = 0.

DEFINITION 8.39. — Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. Dann heisst f
konvex, falls fiir alle a < b € I und alle ¢t € (0,1) die Ungleichung

f(A=t)a+tb) < (1—1t)f(a)+tf(b) (8.7)

gilt. Wir sagen, dass f streng konvex ist, falls in (8.7) eine strikte Ungleichung gilt. Eine
Funktion g : I — R heisst (streng) konkav, wenn f = —g (streng) konvex ist.

8.40. — Die Ungleichung (8.7) ist geometrisch folgendermassen zu verstehen: Sind a < b
Punkte im Definitionsbereich von f, dann liegt der Graph von f im Intervall [a, b] unterhalb der
Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)). Konvexitit kann man auch mittels Steigung
von Sekanten charakterisieren. Namlich ist f : I — R genau dann konvex, wenn fiir alle

a <z < b e I die Ungleichung

fle) = fl@) _ 1)~ f(@)

T —a b—=x

(8.8)

gilt. Geometrisch bedeutet diese Ungleichung, dass die Steigung der Geraden durch die Punkte
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(a, f(a)) und (z, f(z)) kleiner ist, als die Steigung der Geraden durch die Punkte (x, f(x))

und (b, f(b)).

a x b

UBUNG 8.41. — Zeigen Sie, dass die Ungleichung (8.7) fiir alle ¢ € (0,1) #dquivalent zur
Ungleichung (8.8) fiir alle z € (a,b) ist.

PROPOSITION 8.42. — Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a < b und f : I — R eine
differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann (streng) konvex, wenn f’ (streng) monoton

wachsend ist.

Beweis. Angenommen f sei monoton wachsend. Fiir drei Punkte a < x < b in I existieren

nach dem Mittelwertsatz £ € (a,z) und ¢ € (x,b) mit

ey = L@ = M)y F0) — f(z)
pe) =TT iy - T2,
Aus der Monotonie von f’ folgt damit die Ungleichung (8.8). Ist f’ streng monoton, so gilt
f(&) < f(¢), und wir erhalten (8.8) mit einer strikten Ungleichung.
Angenommen f ist konvex und a < b sind zwei Punkte in I. Dann folgt aus (8.8), dass fiir

alle gentigend kleinen h > 0

flath)—fla) _ fo—h)=flath) _ f(b) = f(b—h)
h = (b—h)—(ath) — h ’

(8.9)

gilt, woraus mit Grenzwertiibergang h — 0 die Ungleichung f’'(a) < f/(b) folgt. Falls f
streng konvex ist so gelten in (8.9) strikte Ungleichungen. Fiir A — 0 ist die linke Seite von

(8.9) monoton fallend, und sie rechte Seite monoton steigend, womit nach Grenziibergang
f'(a) < f'(b) folgt. O

UBUNG 8.43. — Uberpriifen Sie die letzten Aussagen im Beweis von Proposition 8.42. Ein
alternativer Beweis davon ergibt sich durch folgende Uberlegung: Ist f’ nicht streng monoton,
dann ist f’ auf einem Intervall J = (a, b) konstant. Auf diesem Intervall ist dann f durch eine

affine Polynomfunktion gegeben, und also nicht streng konvex. Geben Sie die Details dazu.
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KOROLLAR 8.44. — Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a < b und f : I — R eine
zweimal differenzierbare Funktion. Falls f"(x) > 0 fir alle x € I, dann ist f konvez. Falls

f"(z) > 0 fiir alle x € I, dann ist f streng konvez.

Beweis. Ergibt sich aus Proposition 8.36 und Proposition 8.42. O

UBUNG 8.45. — Die Funktion f : 2 € (0,00) — zlog(x) ist streng konvex. Dies ergibt sich
aus Korollar 8.44, da f glatt ist und

f(z) = log(z) + 3% =log(z)+1, f"(z)= % > 0.

fiir alle z > 0. Des Weiteren wissen wir bereits aus Beispiel 6.114, dass lim,_,o 2 log(z) = 0.

Zuletzt bemerken wir, dass lim,_,o f'(z) = —o0o, was alles im Graphen von f ersichtlich ist.

x — xlog(x)

LEMMA 8.46 (Jensen’sche Ungleichung). — Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine
konveze Funktion. Seien n € N, x1,x2,...,xy € I und t1,ta,...,ty, € [0,1] mat Y ) _ tp = 1.
Dann gilt

f(i%%) < itkf(xk)- (8.10)
k=1 k=1

Beweis. Wir verwenden Induktion tiber n > 2. Flir n = 1 haben wir Zi:l trx = o1,
S tef(xr) = f(x1) und (8.10) ist trivialerweise erfiillt. Fiir n = 2 ist (8.10) gerade (8.7)
(mit ¢; = 1 —1¢ und t2 = ¢ € [0,1]). Angenommen die Aussage ist fiir n > 2 erfiillt. Seien
Zly...yTpp1 € L und ty,...,tn41 € [0,1]. Falls t,41 = 0 folgt (8.10) direkt aus der Annahme

fiir n. Also angenommen ¢,,11 > 0. Dann gilt

n+1 n—1 ¢ ¢
trT = trrr + (6, + ¢ L T, + ntl x >>
f(; k k> f<z Kk + (b + tnt1) <tn+tn+1 e

k=1

n—1
tn tn—i—l
< tef(xr) + (tn + 1 Tn + T
< 321 pf(xr) + (tn + th1) f (tn+tn+1 s n+1>
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n—1
tn tn+1 )
<Y tpflzg) + (tn +tng1) | ————f(an) + —————f(x
S S aa) 4 o) (o) 5 S
n+1
=> trf(wx)
k=1
per Induktionsannahme angewendet auf x1, ..., x,_1, o J:gnﬂ Tp+ tntlelﬂ ZTpn+1 und Konvexitat
von f. O
UBUNG 8.47. — Zeigen Sie die Ungleichung
S — S ”xl...xng Q
fiir das harmonische, das arithmetische und das geometrische Mittel von x1,...,z, € Ryg.

UBUNG 8.48. — Sei ¢ : [0,1] — I stetig und sei f : I — R eine stetige, konvexe Funktion.

Beweisen Sie die Integralform der Jensen’schen Ungleichung

([ ewar) < [ sietaar

UBUNG 8.49 (Minima von konvexen Funktionen). — Sei I C R ein Intervall und f: I — R
eine konvexe Funktion. Zeigen Sie, dass jedes lokale Minimum von f ein (globales) Minimum

ist.

8.2.4 Die Regel von ’Hoépital

Die Familie von Resultaten, zusammengefasst bekannt als Regel von I’Hépital (oder I’Hospital),
ist benannt nach dem franzosischen Mathematiker und Adligen Guillaume Francois Antoine,
Marquis de I’'Hopital (1661-1704). Sie geht vermutlich auf Johann Bernoulli zuriick, wurde aber
von "Hépital in seinem Lehrbuch Analyse des Infiniment Petits pour U'Intelligence des Lignes
Courbes publiziert. L’Hopital’s einflussreiches Buch war die erste systematische Behandlung
der Infinitesimalrechnung. Seine Herangehensweise und Argumentation ist durch und durch
geometrisch - ’Hopital kennt weder einen strengen Grenzwertbegriff noch einen Begriff von

Differenzierbarkeit.
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Figur 8.2: Aus [Hos1715|, Section I. L’Hopital erklart Differentiale, und dass die Ableitung
einer konstanten Funktion Null ist. Anschliessend die Erklarung von Differnzierbarkeit.

SAaTZ 8.50 (Regel von de I'Hopital). — Seien a < b reelle Zahlen und f,g : (a,b) — R

Funktionen. Angenommen die folgenden Hypothesen sind erfillt.
1. Die Funktionen f und g sind differenzierbar.
2. Es gilt g(x) # 0 und ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b).

3. Es gilt 11_1)11 g(x) =0 und lim f(x) = 0.

Tr—a

4. Der Grenzwert A = lim % existiert.

z—a 9

Dann ezistiert auch der Grenzwert lim £&) und es gilt lim o) — 4.
T—a g(m) r—ra g(z)
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Beweis. Nach Hypothese (3) kénnen wir f und g stetig auf [a, b) fortsetzen, in dem wir f(a) =
g(a) = 0 setzen. Sei € > 0. Dann existiert nach Hypothese (4) ein § > 0 so, dass

1)
g (&)

fiir alle £ € (a,a+ &) gilt. Fiir ein beliebiges = € (a,a+ ) wenden wir den Mittelwertsatz 8.34

€E(A—eg,A+e)

auf [a, ] an und finden, dass

9@ " o) —gle) g )
fiir ein € € (a,x) C (a,a + 9) gilt. Da e > 0 beliebig war beweist dies den Satz. O
8.51. — Satz 8.50 ist eine von mehreren Versionen der Regel von I’'Hopital. Es ist insbe-

sondere die Hypothese (3) die verschiedene Moglichkeiten bietet: Anstelle eines Grenzwertes
x — a oder x — b kann man auch einen Grenzwert fiir x — —oco oder  — oo betrachten. Aus-
sage und Beweis bleiben dabei essentiell gleich. Man kann alternativ auch annehmen, dass die
Grenzwerte in (3) beides uneigentliche Grenzwerte sind, also zum Beispiel dass lim g(x) = 00
und lim f(z) = oo mit beliebigen Vorzeichen gilt. Diese Fille kann man auf die im Satz 8.50

angegeben Variante zuriickfithren, in dem man die Funktionen % und % betrachtet.

UBUNG 8.52. — Seien a < b reelle Zahlen. Formulieren und beweisen Sie die Regel von
I’Hopital fiir den Grenzwert
lim —f(x)
z—a g(x)

falls lim f(x) = oo und lim g(z) = oo gilt. Hlustrieren Sie mit einem Beispiel.
r—a T—ra

UBUNG 8.53. — Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe von 1’'Hépital’s Regel.
: _ T _ 1 4 4%
(a) lim 0@ =@ (b) lim &2~ (¢) lim =
a—0 2 sin(x) z—0 cosx — 1 =2 sinwz
x>0
x
N (s E o (Vi)
(d) lim z e (e) hH(l) (f) lgn — 7
"2 Vo't (Inx)
UBUNG 8.54. — Seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — R eine stetige Funktion.

Angenommen zy € [a,b] ist ein Punkt, so dass f auf [a,b] \ {zo} differenzierbar ist und
angenommen der Grenzwert lim,_,,, f'(z) existiert. Zeigen Sie, dass f bei z¢ differenzierbar

ist und dass f’ bei z stetig ist.
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UBUNG 8.55. — Sei I = (a,b) C R ein Intervall mit a < b und sei f : I — R zweimal

differenzierbar. Zeigen Sie die Formel

f”({L‘) — lim f(x+h) _Qf(x)+f(x_h)

h—0 h2

fiir alle x € I. Uberpriifen Sie anhand der Vorzeichenfunktion x + sgn(z), dass die Existenz

des obigen Grenzwerts nicht zweimalige Differenzierbarkeit impliziert.
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8.3 Ableitung trigonometrischer Funktionen

In diesem Abschnitt studieren wir die Ableitung und Monotonieeigenschaften trigonometri-
scher Funktionen. Zukiinftig werden wir die hier prisentierten Resultate meist ohne Referenz

auf diesen Abschnitt verwenden.

8.3.1 Sinus und Arcussinus

8.56. — Nach Ubung 8.14 sind sin : R — R und cos : R — R glatt, und es gelten die
Formeln
(sin(z))" = cos(z), (cos(z)) = —sin(z).
Nach Satz 7.77 und Ubung 7.80 sind die Nullstellen von cos : R — R die Menge {3 +kn|k € Z}
und es gilt cos(0) = 1. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass cos(x) > 0 fiir alle » € (-5, 3)
gilt. Die Funktion

sin: -2, 2] — [1,1] (8.11)

ist deshalb streng monoton steigend, und bijektiv, da sin(—7) = —1 und sin(5) = 1 gilt. Die

folgende Graphik zeigt den Graphen des eingeschrénkten Sinus (8.11).

™
2

stn(x) arcsin(x)

|
\ H
1
-
NH
[y

-1
2

Die Einschrankte Sinusfunktion (8.11) besitzt demnach eine Umkehrfunktion, die wir mit

]

arcsin : [—1,1] — [,

rolx

bezeichnen und Arcussinus nennen.

8.57. — Nach dem Satz 8.20 iiber die Differenzierbarkeit der inversen Funktion ist der

Arcussinus bei s differenzierbar, falls die Ableitung des Sinus bei x = arcsin(s) nicht Null ist.

T

In der Tat verschwindet die Ableitung des Sinus sin’ = cos genau an den Randpunkten — 5>

von [—Z,Z]. Fiir z € (—%,%) und s = sin(z) ergibt sich nach Satz 8.20
1 1

arcsin’(s) = =

cos(x) 1—s2

da cos(z) fiir x € (=%, %) positiv ist und somit cos(z) = /1 —sin(z)2 = 1 — s unter

Verwendung von sin(z)? + cos(z)? = 1.
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8.58. — Die Diskussion 8.56 iiber Monotonie des Sinus kann analog fiir den Cosinus durch-
gefiihrt werden. Es ergibt sich, dass der Cosinus bei 0 ein lokales Extremum annimmt, auf
dem Intervall [0, 7] streng monoton fallend ist, auf dem Intervall [—7, %] konkav ist und auf

dem Intervall [%,ﬂ'] konvex (nach oben gekriimmt) ist. Insbesondere ist die Eingeschrankte

Cosinusfunktion
cos : [0, 7] — [—1,1]
bijektiv.
™
1 "“\\\ \\
N cos(x) \\\
o) \ ™ \\\ arccos(x)
Ll TN
2 \ ol N
N \\
-1
-1 o) \11

Die Umkehrabbildung heisst Arcuscosinus und wird als
arccos : [—1,1] — [0, 7]
geschrieben. Ebenso wie fiir den Arcussinus kénnen wir die Ableitungsregeln fiir die Umkehr-

abbildung anwenden und erhalten bei s = cos(x) fiir x € (0,7)

1 1
arccos’(s) = =—

— sin(z) V1—g2

da der Sinus auf (0, 7) positiv ist.

8.3.2 Tangens und Arcustangens

8.59. — Wir betrachten die Einschrénkung tan : (—7, 5) — R der Tangensfunktion. Mit
der Quotientenregel in Korollar 8.17 ergibt sich

cos(z) cos(x)? - cos(z)?

o () = <sin(x) )’ cos(z) cos(z) — sin(z)(— sin(z)) 1

fiir alle € (%, 5). Insbesondere ist tan : (=5, %) — R streng monoton wachsend. Des
Weiteren gilt

sin(x) sin(x)

lim tan(z) = lim = +00 und lim tan(z) = lim = —00

by o5 cos(a) g g cos(z)

Aus dem Zwischenwertsatz folgt damit, dass die Tangensfunktion tan : (=75, 5) — R bijektiv

ist.
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tan(x)

L
N!:]
o
5
s}
™
S
A
%
s

Die Umkehrabbildung
arctan : R — (—E, E)
2°2
wird als Arcustangens bezeichnet. Nach Satz 8.20 ist der Arkustangens differenzierbar und
es gilt bei z € (=%, %) und s = tan(z)

202
/ 1 2
arctan’(s) = —5— = cos”(z).
cos?(x)
Des Weiteren gilt
I sin?(x) _ cos?(z) + sin?(x) _ 1 .
cos?(x) cos?(x) cos?(x)

Daraus folgt schlussendlich, dass fiir alle s € R

1
tan’(s) =
arctan’(s) T2
gilt.
8.60. — Der Kotangens und seine Umkehrfunktion verhalten sich &hnliches. Die Einschran-

kung cot |(g,x) : (0,7) — R ist streng monoton fallend und bijektiv. Die Umkehrabbildung
arccot : R — (0,7)

wird Arkuskotangens genannt und hat die Ableitung

1
1+ s2

arccot/(s) = —
fiir alle s € R.
BEISPIEL 8.61 (Brechungsgesetz von Snellius). — Wir leiten das Brechungsgesetz von Snel-

lius (1580-1624) der geometrischen Optik aus dem Fermat-Prinzip her. Das Fermat-Prinzip

besagt, dass das Licht immer den Weg der kiirzesten Reisezeit ,,wahlt*. Gegeben sei eine
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geradlinige Grenze zwischen Medien L = Luft und D = Diamant. Sei ¢;, und ¢p die Licht-
geschwindigkeit in diesen beiden Medien unter Normbedingungen bei der Wellenldnge von

589nm - das ist sichtbares Licht im gelb-orangen Bereich. Diese Geschwindigkeiten sind cirka
cr, = 0.999708¢ und cp = 0.414c

wobei ¢ = 299792458 ms~! die universelle Naturkonstante der Lichtgeschwindigkeit im Vaku-
um ist. Wir wéhlen einen Punkt ¢ im Medium L als Lichtquelle und wollen den Weg, den das

Licht zu einem Punkt A im Medium D nimmt, bestimmen.

Q

Wir wéhlen unser Koordinatensystem so, dass die Grenze zwischen den beiden Medien
genau die z-Achse und @ der Punkt (1,0) auf der positiven Hélfte der y-Achse ist, und
A = (a,b) mit @ > 0 und b < 0 ist. Die Reisezeit des Lichts, das zuerst geradlinig von @
nach (z,0), dem Ort des Grenziibertritts, und dann nach Brechung von (x,0) nach A geht,

ist durch ) )
tx)=—V1+a22+ —/b>+ (a—x)?

cr, cD
gegeben. Die so beschriebene Funktion ¢ : R — R ist auf ganz R differenzierbar und die
Abbildung ist durch

T a—T

aVitz® e/ + (a —x)?

fiir alle x € R gegeben. Diese hat genau eine Nullstelle, bei der die Funktion ¢ ihr Minimum

t'(z) =

annimmt. Ausgedriickt in Winkeln oy = arctan(z) und ag = arctan((a — z)b™!) ist diese
Nullstelle durch

x _ a—x _0 S?n(aA) _ <D
ceV1l+ a2 cpybi+ (a—1x)?2 sin(ag) oL

beschrieben. Die Gleichung, welche die Winkel a4, ag und die Lichtgeschwindigkeiten c1, ca

in Verbindung bringt, wird das Brechungsgesetz von Snellius genannt.

UBUNG 8.62. — Beweisen Sie die alle Aussagen in Beispiel 8.61.
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8.3.3 Hyperbolische Funktionen

Wir fiihren die analoge Diskussion fiir die hyperbolischen trigonometrischen Funktionen

et —e " et +e " sinh(z) e*—e™®
_— h(x) = ————, tanh(z) = =
2 () 2 (z) cosh(z) e*+e®

sinh(x) =

durch.

8.63. — Es gilt sinh’(x) = cosh(z) > 0 fiir alle x € R. Somit ist nach Proposition 8.36 der

Sinus Hyperbolicus streng monoton wachsend. Da lim sinh(x) = cound lim sinh(z) = —oo
T—00 T—>—00

gilt, erhalten wir nach dem Zwischenwertsatz 4.57, dass
sinh: R — R
streng monoton wachsend und bijektiv ist. Die Umkehrabbildung
arsinh : R — R

nennen wir den Areasinus Hyperbolicus. Nach dem Satz zur Differenzierbarkeit der inver-

sen Funktion ist arsinh differenzierbar und es gilt fiir x € R und s = sinh(z)

_ 1 _ 1 _ 1
cosh(z) \/1 + sinh? () V142

arsinh’(s)

Der Areasinus Hyperbolicus besitzt im Gegensatz zu den Umkehrfunktionen arcsin, arccos und

arctan eine geschlossene Form. In der Tat gilt
arsinh(s) = log (3 +v1+ s2>

fiir alle s € R, wobei man beachten sollte, dass der Ausdruck rechts fiir alle s € R Sinn ergibt.
Kurzes Nachrechnen ergibt fiir s € R und x = log(s + v/1 + s2)

xz

e —e 1 1 1 s — 1+ s2
-~ == 1 P — 1 2_ -2 Y= 1T ) =
5 2<s—i—\/ + s o T+32> 2(8—1—\/ + s 32—1—s2> s

wie gewiinscht.

8.64. — Der Kosinus Hyperbolicus erfiillt cosh’(x) = sinh(x) und cosh”(x) = cosh(x) > 0
flir alle z € R. Insbesondere ist der Kosinus Hyperbolicus streng konvex nach Korollar 8.44
und hat ein globales Minimum bei 0 nach Korollar 8.27. Fiir x > 0 gilt cosh’(x) > 0 und somit
ist cosh auf R>( streng monoton wachsend. Da cosh(0) = 1 und wlbn;o cosh(z) = +o0, folgt,

dass

cosh : RZO — Rzl
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streng monoton wachsend und bijektiv ist. Die Umkehrabbildung
arcosh : R>1 — R>q

wird der Areakosinus Hyperbolicus genannt, ist auf R~ differenzierbar und erfiillt

1 1
h/ = =
arcosh’(s) Snh(2) =

fir s > 1 und s = cosh(z) mit > 0. Des Weiteren gilt
arcosh(s) = log (s +Vs? - 1>

fiir alle s > 1. Der Nachweis der obigen Eigenschaften des Areakosinus Hyperbolicus und der

noch folgenden Eigenschaften iiberlassen wir Interessierten.

8.65. — Der Areatangens Hyperbolicus ist die Umkehrfunktion

1
artanh : (—1,1) = R, artanh(z) = 3 log (1 i x)
-z

der streng monoton wachsenden Bijektion tanh : R — (—1,1). Nach dem Satz zur inversen

Funktion 8.20 ist artanh differenzierbar und es gilt
, 1
artanh’(s) =

1= g2

fiir alle s € (—1,1).

UBUNG 8.66. — Uberpriifen Sie alle in 8.63, 8.64 und 8.65 aufgestellten Behauptungen.
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8.4 Erste Differentialgleichungen

Die Moglichkeit, Differentialgleichungen aufzustellen und zu lésen ist der Daseinsgrund der
Analysis schlechthin. Differentialgleichungen beschreiben Probleme im gesamten Spektrum der
Physik, und dariiber hinaus. Thermodynamik, Relativitdtstheorie, Quantenmechanik, Hydro-
dynamik, et cetera, aber auch Baustatik, moderne Okonomie oder Informationstechnologie
waren ohne Differentialgleichungen nicht denkbar.

Wir wollen hier weder den Versuch unternehmen zu definieren was eine Differentialgleichung
ist (eine gute allgemeine Definition gibt es sowieso nicht), noch systematisch Differentialglei-

chungen 16sen, sondern anhand einiger konkreter Beispiele aufzeigen, um was es geht.

8.4.1 Stammfunktionen

8.67. — Das einfachste nichttriviale Differentialgleichungsproblem ist die Frage nach einer
Stammfunktion. Gegeben sei eine Funktion g : D — R auf D C R. Wir méchten wissen, alle

differenzierbaren Funktionen u : D — R finden, fiir die
u=g (8.12)

gilt. Eine jede solche Funktion u, falls Sie existiert, nennen wir Stammfunktion von g. Eine

Stammfunktion braucht allgemein weder zu existieren, noch eindeutig zu sein.

UBUNG 8.68. — Zeigen Sie, dass es keine differenzierbare Funktion f : R — R gibt, so dass
f'(z) = sgn(x) fiir alle z € R gilt.

UBUNG 8.69. — Wir betrachten die Menge D = R\ {—1,0,2}. Beschreiben Sie die Menge

aller differenzierbaren Funktionen u : D — R fiir die «/(z) = « fiir alle z € D gilt.

8.70. — Sei I C R ein nichtleeres Intervall, das nicht nur aus einem isolierten Punkt

besteht. Die Ableitung kdnnen wir als lineare Funktion
D:CYI) —— C°I) ur D(u) =

auffassen. Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer Stammfunktion von g € C°(1)
wird von diesem Standpunkt zu einem Problem in linearer Algebra: Wir miissen das Bild und

den Kern von D bestimmen. Der Kern
ker(D) = {ue C'I)| v/ =0} =R-1;

ist der eindimensionale Vektorraum R1; der konstanten Funktionen auf I nach Korollar 8.37.
Der Fundamentalsatz der Differential und Integralrechnung 9.2, den wir im néchsten Kapitel

beweisen, sagt aus dass die lineare Abbildung D surjektiv ist. Folglich ist die induzierte lineare
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Abbildung
D:CYI)/R1; —— C°(1) [u] = D([u]) =

bijektiv. Wir nennen die zu D inverse lineare Funktion das unbestimmte Integral. Zu gege-
benem g € C°(I) ist also das unbestimmte Integral von g ein Element des Quotientenraumes
D : CY(I)/R1y, also die Klasse einer Funktion v € C'(I) modulo konstante Funktionen, mit
der eigenschaft dass v’ = g gilt.

8.71. — Sei I C R ein nichtleeres Intervall, das nicht nur aus einem isolierten Punkt

besteht, und g € C%(I). Die iibliche Schreibweise fiir das unbestimmte Integral von g ist

[ sta)ds = utw) + € (8.13)

wobei C' als unbestimmte konstante Funktion gelesen werden soll. Man bezeichnet C' als In-
tegrationskonstante. A priori hat die Notation (8.13) nichts mit dem Riemann Integral zu

tun, und ist gleichbedeutend mit der Aussage u' = g.

BEISPIEL 8.72. — Es gilt fiir s € R

L st 4 0 falls s £ —1
/(L‘Sd.’L' ={ st 7
log|z|+C  falls s =—1

nach Beispiel 8.21. Aus verschiedenen anderen Beispielen fiir Ableitungen erhalten wir

/exp(m)dm =exp(z) +C /cos(:c)dx =sin(z) + C
/1d = arcsin(z) + C / ! dx = arctan(z) + C
T dv = arcsin(z T g2 de = arctan(z

Weitere spezielle unbestimmte Integrale findet man in Tafelwerken. Im néchsten Kapitel wer-

den wir verschiedene Techniken zum Bestimmen von Stammfunktionen besprechen.

8.4.2 Grobe Klassifikation von Differentialgleichungen

Das Differentialgleichungsproblem fiir die Stammfunktion 8.67 lasst sich beliebig verkompli-
zieren. Wir zeigen ein paar in der Physik relevante Differentialgleichungsprobleme und fiihren

allgemein gebrauchliche Terminologie ein.

8.73. — Sei I C R ein nichtleeres Intervall, das nicht nur aus einem isolierten Punkt
besteht, und seien f,g € CY(I). Wir mdchten eine Funktion u € C*(I) finden, fiir die

u'(z) + f(z)u(z) = g(x) (8.14)
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gilt. Dieses Differentialgleichungsproblem ist beispielsweise beim Modellieren von Populati-
onswachstum oder von radioaktivem Zerfall relevant. Wir nennen (8.14) eine inhomogene,
lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Die Terminologie erklért sich wie folgt: Linea-
ritdt bezieht sich auf die linke Seite von (8.14) da diese einen linearen Ausdruck in u darstellt.

Wir kénnen wie fiir das Stammfunktionsproblem eine lineare Abbildung, ndmlich
L:CY 1) —— C(I) ur L(u) =u' + fu

betrachten, und deren Kern und Bild studieren. Inhomogenitét bezieht sich auf die rechte Seite
von (8.14), wo eine Funktion g steht die a priori nicht Null ist. Fiir ¢ = 0 wiirden wir von einer
homogenen Differentialgleichung sprechen. Erster Ordnung bedeutet, dass in (8.14) nur eine

erste Ableitung, und keine héheren Ableitungen von u vorkommen.

BEISPIEL 8.74. — Die Bessel-Gleichung mit Parameter a € R ist die Differentialgleichung

22 (z) + 2/ (x) + (2 — aP)u(z) =0
fiir die wir eine Losung u € C?(R) suchen. Die Bessel-Gleichung ist linear, homogen, zweiter
Ordnung. Losungen dieser Geleichung sind Bessel Funktionen, denen besonders in den Féllen
a € Z und o + % € 7 physikalische Bedeutung zukommt. Sie beschreiben Wéarmeleitung
oder Wellen in einem zylinderférmigen Medium, und treten auch in der Quantenmachanik
in der Losung der radialen Schrodinger-Gleichung auf. Ein verwandtes Beispiel ist die Airy-
Gleichung

u"(z) — o’zu(z) = 0

Die Airy-Funktion ist eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung. Sie steht in Zusam-

menhang mit der Schrédinger Gleichung fiir ein Teilchen in einem dreiecksformigen Potential.

8.75. — Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung, homogen oder inhomogen, sind

allgemein schwer, aber nicht unmoéglich zu 16sen, sofern in so einer Gleichung

fa(@)u™(z) + - + fi(a)d () + fo(z)u(z) = g(z)

die Koeffizienten fo, f1,..., fn € C°(I) nicht allzu pathologisch sind. Insbesondere wenn die
Koeffizienten fj;, Polynomfunktionen sind, so gibt es eine gut verstandene algebraische Theo-
rie wie solche Differentialgleichungen zu lésen sind. Ein besonders einfacher, und trotzdem

niitzlicher Fall ist jener, in dem die Koeffizienten f,, Konstanten sind, also
anu™ () + - + ar/ (z) + agu(z) = g(x)

mit axr € R. Man spricht dann von einer linaren Differentialgleichung der Ordnung n mit
konstanten Koeffizienten. Viele Differentialgleichungen aus der klassischen Mechanik sind

dieser Art, etwa die Gleichung fiir eine gedampfte Schwingung die wir in 8.87 ausfiihrlich
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besprechen.

8.76. — Eine Differentialgleichung der Form

u'(z) + f(z)u(z) + g(z)u(@)" = h(z)

fiir eine ganze Zahl n > 2 heisst Bernoulli-Gleichung. Sie ist nicht linear. Der Spezialfall n =
2 ist die Ricatti-Gleichung die oft als Beispiel fiir verschiedene Pathologien bei nichtlinearen
Differentialgleichungen zitiert wird. Der Spezialfall davon mit f = g = £1 und n = 2 ist
die Logistische Differentialgleichung, deren Losungen Sattigungsprozesse beschreiben. Weitere

Beispiel fiir nichtlineare Differentialgleichungen sind die Thomas—Fermi-Gleichung

u'(x) = iu(az)%

Jz

aus der Quantenmechanik, oder fiir o > 0 die De Boer-Ludford-Gleichung
u'(z) — zu(z) = 2u(z)lu(z)|*

aus der Plasmaphysik. Nichtlineare Differntialgleichungen sind allgemein sehr schwer zu l6sen.
Es gibt keine allgemeinen Techniken um solche Probleme anzugehen, weder praktisch noch in

der Theorie. In der Industrie greift man deshalb oft auf numerische Methoden zuriick.

8.77. — Wir haben bis jetzt nur von einzelnen Differentialgleichungen gesprochen. Es ist
klar, dass man auch Systeme von Differentialgleichungen studieren kann und muss. Oft ver-
langt man von den Lésungen w einer Differentialgleichung auch noch, dass sie gewisse einfache
Bedingungen wie u(0) = 0 oder w/(0) = 1 erfiillen. Diese nennt man Randbedingungen.
Schliesslich bemerken wir, dass wir bis jetzt nur von Differentialgleichungen fiir Funktionen in
einer Variablen gesprochen haben - sogenannten gew6hnlichen Differentialgleichungen. Viele
Probleme in der Physik verlangen aber das betrachten von Funktionen in mehreren Variablen,
die wir bezliglich jeder dieser Variablen ableiten konnen und damit sogenannte partielle Dif-

ferentialgleichungen bilden konnen.

8.4.3 Lineare Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung

Wir zeigen in diesem Abschnitt Rezepte, wie man lineare Differentialgleichungen erster Ord-
nung, sowie homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten 16sen kann. Wir legen ein Intervall I C R fest, das nicht leer ist und nicht aus einem

einzelnen Punkt besteht.

LEMMA 8.78. — Sei f : I — R eine Funktion und F' : I — R eine Stammfunktion von
f. Die Lésungen v : I — R der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung

' + fu =0 sind genau die skalaren Vielfachen der Funktion x — exp(—F(x)).
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Beweis. Sei A € R. Fiir die Funktion u : x — Aexp(—F(x)) gilt
u'(z) = Aexp(—F(z))(—F'(x)) = —f(x) Aexp(=F(x)) = — f(x)u(x)

fiir alle z € I, und somit u/(x)+ f(x)u(x) = 0. Sei nun u € C*(I) eine beliebige Lésung der Dif-
ferentialgleichung u'(x) + f(z)u(z) = 0. Wir definieren v € C*(I) durch v(z) = exp(F(z))u(x)

und berechnen

V(@) = exp(F(2)) f(z)u(z) + exp(F(z)u'(z) = exp(F(2))(f(z)u(z) - f(z)u(z)) =0

fiir alle z € I. Daher ist auf Grund von Korollar 8.37 die Funktion v konstant, sagen wir mit
Wert A € R, und es gilt u(x) = Aexp(—F(x)) fiir alle € I wie gewtlinscht. O

8.79. — Seien f,g: I — R stetige Funktionen. Angenommen uy € C(I) sei eine Losung

der inhomogenen Differentialgleichung

W (@) + f(@)u(z) = g(a). (8.15)

Dann ist jede weitere Losung u von (8.15) von der Form u = ug + v, wobei v die homogene
Gleichung v'(z) + f(z)v(x) erfiillt. Da wir homogene Gleichungen mit Lemma 8.78 l6sen kon-
nen, miissen wir nur eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (8.15) finden, um sie
vollstéandig zu 16sen. Ein niitzlicher Trick, um eine Losung von (8.15) zu finden, ist die Varia-
tion der Konstanten. Hierbei geht man davon aus, dass in der Losung v(z) = Aexp(—F(x))
der homogenen Gleichung A = A(z) eine differenzierbare Funktion der Variable x statt einer
Konstante ist. Das heisst, wir setzen v(x) = A(x)exp(—F(x)) fiir alle x € I. Damit ergibt

sich durch Nachrechnen
y'(z) + f(2)y(z) = A'(z) exp(—F(z))
und wir wollen also A'(x) exp(—F(z)) = g(x) losen. Dies fithrt zu A'(x) = g(x) exp(F(z)) und
Az) = / g(z) exp(F(x))dz + C

Zusammenfassend kann man also eine allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (8.15) durch

u(z) = A(z) exp(—F(x)) = exp(—F(z)) /9(96) exp(F(z))dx + Cexp(—F(x))

angeben. Die Schwierigkeit in einem konkreten Fall wird also sein, Stammfunktionen F' von f

und A von g(x)exp(F(z)) zu bestimmen.
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BEISPIEL 8.80. — Wir mochten das Anfangswertproblem
u'(z) — 2zu(z) = exp(x?) u(0) =1

auf R 16sen. Der Diskussion 8.79 folgend setzen wir f(z) = —2x und g(z) = exp(z?), und wih-
len als Stammfunktion von f die Funktion F(z) = —z2. Die allgemeine Lésung der homogenen
Differentialgleichung v’ — 2zv = 0 ist somit v = Aexp(z?) fiir A € R. Um eine spezielle Lo-
sung zu finden, brauchen wir eine Stammfunktion A(x) der Funktion g(x) exp(F(z)) = 1. Wir
setzen A(x) = x, womit eine spezielle Lésung durch ug(z) = A(z)v(z) = xexp(z?) gegeben

ist. Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung somit von der Form
u(z) = up(x) + Cov(z) = zexp(z?) + Cexp(z?)

Unter Verwendung der Randbedingung u(0) = 1 erhalten wir u(0) = A = 1 und somit ist die
eindeutig bestimmte Lésung des obigen Anfangswertproblems durch u(z) = (z + 1) exp(2?)

gegeben.

UBUNG 8.81. — Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems
u’—(%—l—l)u:m4 u(l) =1

auf dem Intervall (0, c0).

8.82. — Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind empfindlich schwieriger zu
l6sen als Gleichungen erster Ordnung. Wir wollen den einfachsten Typ einer Differentialglei-
chung zweiter Ordnung betrachten, ndmlich lineare Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten. Wir versuchen also alle v € C?(I) zu bestimmen, fiir die
u” + au' + apu = g (8.16)

fiir vorgegebene ag,a; € R und g € CY(I) gilt. Es empfiehlt sich, fiir die weitere Diskussion

ein paar Beispiele zur homogenen Gleichung
u” + ayu’ + apu = 0 (8.17)

zu betrachten.

BEISPIEL 8.83. — Die Losungen der homogenen Differentialgleichung «” = 0 sind genau
die affinen Polynomfunktionen, also u(x) = Cix + ca. Die Losungen der homogenen Differen-

tialgleichung v” — v’ = 0 sind genau die Funktionen der Form

u(x) = C1 + Cyexp(x)
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fiir Konstanten C7 und Cs. Losungen der homogenen Differentialgleichung v’ + v = 0 sind
genau die Funktionen der Form u(x) = C sin(x) 4+ Cy cos(z) fiir Konstanten C; und Cy. Falls

wir komplexwertige Funktionen zulassen, so kdnnen wir auch Funktionen der Form
u(x) = Dj exp(iz) + Dy exp(—ix)

fiir komplexe Konstanten Dy und Dy als Losungen der Differentialgleichung v” + u = 0 be-

trachten.
UBUNG 8.84. — Uberpriifen sie die in 8.83 gemachten Behauptungen.

8.85. — Obige Beispiele legen den Ansatz u(x) = exp(ax) fiir eine komplexe Zahl « als
Losung der homogenen Differentialgleichung (8.17) nahe. Dabei miissen wir @ € C derart
wéhlen, dass

'+ au + agu = &Pu+ arou + agu = 0

gilt. Mit anderen Worten muss « eine Nullstelle des sogenannten charakteristischen Poly-
noms
p(T) = T2 + alT + ap

sein. Wir unterscheiden drei Fille, je nach dem ob die Diskriminante A = a? — 4ag positiv,
negativ oder Null ist.

Fall 1: A > 0. In diesem Fall hat das charakteristische Polynom p(T") zwei verschiedene
reelle Wurzeln o und 5. Die Funktionen x +— exp(ax) und = — exp(fSz) sind damit reellwertig
und linear unabhéngig. Die Losungen der homogenen Differentialgleichung (8.17) sind genau
die Funktionen der Form

u(z) = Cy exp(ax) + Cyexp(Sx)

fiir reelle Konstanten Cq, Cs.

Fall 2: A < 0. In diesem Fall hat das charakteristische Polynom p(7T) zwei verschiedene,
zueinander konjugierte komplexe Wurzeln e+ und o —i3. Die Funktion z — exp((a+i3)z)
ist eine komplexwertige Losung von (8.17). Der Real- und Imaginérteil davon sind reellwertige

Losungen. Dies liefert die Losungen
u(z) = Cy exp(ax) sin(fx) + Ca exp(ax) cos(fx)

von (8.17), fiir reelle Konstanten C7, Cs.

Fall 3: A = 0. In diesem Fall hat das charakteristische Polynom p(T') nur eine, reelle Null-
stelle a. Damit ist schon einmal x +— exp(ax) eine Losung von (8.17). Eine weitere, dazu
linear unabhéngige Losung ist « — xexp(ax), wie man direkt nachpriifen kann. Dies liefert
die Losungen

u(z) = Cy exp(ax) + Coz exp(ax)

von (8.17), fiir reelle Konstanten Cp, Cs.
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UBUNG 8.86. — Zeigen Sie, dass die Menge der Losungen der homogenen Differentialglei-
chung (8.17) auf R einen zweidinemsionalen linearen Unterraum von C?(I) bilden. Folgern
Sie, dass die in 8.85 beschriebene Methode alle Losungen von (8.17) liefert.

BEISPIEL 8.87. — Wir héngen ein Gewicht an eine Feder an, so dass es frei in vertikaler
Richtung schwingen kann, und wollen die Position u(t) des Gewichts als Funktion der Zeit
t bestimmen. Das Koordinatensystem wéhlen wir so, dass © = 0 dem Gleichgewichtszustand
entspricht, wo sich das Gewicht nicht bewegt. Nach den Newtonschen Grundgesetzen der
Bewegung ist die zweite Ableitung u” multipliziert mit der Masse m des Gewichts gleich der
Kraft, die auf das Gewicht wirkt.

( 4 ( ( ( (

- ult)

Eine Komponente dieser Kraft entsteht durch die Ausdehnung der Feder und orientiert sich
in Richtung Ruhezustand. Nach dem Hookeschen Gesetz ist diese Kraft durch —ku gegeben,
wobei die reelle Zahl k£ > 0 Federkonstante genannt wird. Weiter wirken iiblicherweise Rei-
bungkrifte auf die Bewegung. Wir nehmen an, dass die entsprechende Krafteinwirkung durch
—du’ gegeben ist, wobei d > 0 die Dampfungskonstante ist. Die Differentialgleichung, die die
Bewegung u(t) der Masse beschreibt, ist somit mu” = —du’ — ku, oder
u”—l—iu'—{—ﬁu:()
m m

was also eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. Wir setzen zur
Vereinfachung der Notation m = 1. Das charakteristische Polynom obiger Differentialgleichung

ist dann

p(T)=T*+dT + k

mit Diskriminante A = d? — 4k. Falls A < 0 gilt, also falls die Reibungskréfte im Vergleich

zur Federstarke klein sind, erhalten wir ein als Losung
u(t) =exp (— %t) (Asin(yt) + Bcos(1t)),

mit v = ‘%

- k‘ Die Konstanten A und B héngen von der Anfangsposition «(0) und der
Anfangsgschwindigkeit «/(0) der Masse ab. Im Fall d = 0 ist die Schwingung ungedampft,
und u eine periodische Funktion. Falls die Reibung im Vergleich zur Federstérke gross ist und
A > 0 gilt, so verschwindet das oszillierende Verhalten, und das Gewicht bewegt sich monoton
gegen seinen Ruhezustand. Solch ein Verhalten ist etwa bei einem Tiirschliess-Mechanismus

erwinscht.
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Die Ableitung und das Riemann

Integral

In diesem Kapitel werden wir die Zusammenhénge zwischen dem Riemann Integral aus Kapitel
5 und der Ableitung aus Kapitel 8 untersuchen. Diese Zusammenhénge sind fiir die weitere

Theorie von fundamentaler Bedeutung.

9.1 Der Fundamentalsatz

Wir legen fiir diesen Abschnitt ein kompaktes Intervall I C R fest, das nicht leer ist und nicht

aus einem einzelnen Punkt besteht. Integrierbar heisst Riemann-integrierbar.

9.1.1 Der Fundamentalsatz und Korollare

DEFINITION 9.1. — Eine Funktion f : I — R heisst lokal integrierbar falls fiir alle

a < b € I die eingeschrinkte Funktion f ‘[a,b] integrierbar ist. Fiir a,z € I schreiben wir

[ ft)dt falls @ < x, im Sinne von Definition 5.12
/ ft)dt =<0 falls a = z
— [T f(t)dt falls a > x, im Sinne von Definition 5.12

Ist f: I — R lokal integrierbar, so nennen wir die Funktion F : I — R gegeben durch

Fla) = / "

ein partikuléres Integral von f.

SATZ 9.2. — Sei f : I — R eine integrierbare Funktion und sei F' ein partikuldre Integral
von f. Falls f bei g € I stetig ist, so ist F bei xo differenzierbar, und es gilt F'(xq) = f(x0).
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Beweis. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit |f(z) — f(xo)| < € fir alle z € [a, b] mit
|x—x0| < . Wir verwenden dies in Kombination mit der Dreiecks-Ungleichung fiir das Integral,
Satz 5.26, und der Intervalladditivitiat des Integrals. Fir x € (xg, 29 + 0) N I gilt

- |t / " ()t — (o)

F(z) = F(xo)
T — X0

— f(zo)

Tr — X

1 x 1 x
- |2 / foar - / f(xo)dt’

1
1 T
/ edt = e.
r — X zo

_ [ - e

Tr — X
1
Tr — X

<

150 - i <

Analog gilt fiir € (xg — J,0) N I die Abschétzung

F(zx)—-F F - F 1 o
=0 )| = | P )| = | [0 stowpar
1 [
< [ 110~ e <.
Da € > 0 beliebig war, beweist dies
lim 20 = F@) ey
T—x0 T — T
und damit den Satz. O

9.3. — Illustration 9.1 zeigt die essentielle Abschitzung im Beweis von Satz 9.2. Der Wert

F(z) — F(x0) lasst sich schreiben als f(zo)(z — xo) plus die Fléche in Rot, die kleiner ist als
e(z — xp). Somit ist %50(960)7 bis auf einen Fehler kleiner als ¢, durch f(xo) gegeben.

‘f("o> A - ‘f
<g
oot v \
i /
/ %\"‘“\\M“M/
Xo | X

Figur 9.1

Satz 9.2, wie aufgestellt oder in Form von einem der nachfolgenden Korollare, ist als Funda-
mentalsatz der Integral- und Differentialrechnung bekannt und geht auf die Arbeiten

von Leibniz, Newton und Barrow zuriick, die weitgehend die Ausgangspunkte der Analysis
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darstellen. Isaac Barrow (1630-1677) war Theologe, aber auch Physik- und Mathematikpro-

fessor in Cambridge. Sein berithmtester Student ist Isaac Newton.

KOROLLAR 9.4. — Sei f : I — R stetig. Dann ist das partikuldre Integral von f eine
Stammfunktion von f, und jede Stammfunktion F' : I — R von f hat die Form

F@ﬁ:i/xf@Mt+CY (9.1)

fiir alle x € I und eine Konstante C' € R.

Beweis. Nach Satz 5.45 ist f integrierbar. Nach Satz 9.2 ist das partikulére Integral

T /j f(t)dt

differenzierbar auf I und eine Stammfunktion von f. Da I ein Intervall ist unterscheidet sich

nach Korollar 8.37 jede weitere Stammfunktion um eine Konstante von dieser. O
KOROLLAR 9.5. — Sei f: I — R stetig und F : I — R eine Stammfunktion von f. Dann
gilt

b
/fmﬁ:F@—Fm)

Beweis. Nach Korollar 9.4 gilt (9.1). Setzen wir z = a erhalten wir fiir die Konstante C' = F'(a)

und das Korollar folgt nun indem wir z = b in (9.1) einsetzen. O

KOROLLAR 9.6. — Sei F': I — R stetig differenzierbar. Dann gilt fir alle x € I
X
F(z) = F(a) —I—/ F'(t)dt.
a

Beweis. Die Funktion Fp : z — f; F'(t)dt ist nach Korollar 9.4 ebenso wie F eine Stamm-
funktion von F’. Nach Korollar 9.4 existiert C' € R mit F(z) = Fy(z) + C fiir alle z € 1.

Setzen wir x = a ein, so erhalten wir daraus F'(a) = C, und somit gilt
x
F(z) = F(a) + Fo(x) = F(a) —l—/ F'(t)dt
a
fiir alle x € [a, b], wie zu zeigen war. O

UBUNG 9.7. — Sei f : I — R integrierbar und bei hochstens endlich vielen Punkten unstetig.
Zeigen Sie, dass die durch F(z) = [ f(t)dt fiir gegebene funktion F': I — R stetig ist, und

bis auf endlich viele Ausnahmen bei allen Punkten x € I differenzierbar ist mit F'(z) = f(z).

UBUNG 9.8. — Zeigen Sie, dass alle obigen Resultate fiir komplexwertige Funktionen zu-

treffen.
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UBUNG 9.9. — Sei f: I — R stetig. Zeigen Sie, dass ein £ € (a,b) existiert mit

b
/ f(@)de = F()(b— a).

Konnen Sie zwei verschiedene Beweise finden?

UBUNG 9.10. — Sei F : I — R eine differenzierbare, reellwertige Funktion deren Ableitung
integrierbar ist. Zeigen Sie, dass F(z) = )+ [ F'(t)dt fiir alle € I gilt.

9.1.2 Ableiten und Integrieren von Potenzreihen

Wir wenden den Fundamentalsatz an, um zu zeigen, dass sich Potenzreihen nicht nur integrie-

ren (siehe Satz 7.65), sondern auch ableiten lassen.

KOROLLAR 9.11. — Sei f(z) = > 07 cpz™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist f : (=R, R) — R differenzierbar und es gilt

[o¢]
= g nep,a™
n=1

fir alle x € (—R, R), wobei die Potenzreihe rechts ebenfalls Konvergenzradius R hat.

Beweis. Sei g(z) die Potenzreihe Y"°° | ne,a™ ™t = 302 ((k + 1)cpr12” und sei S der zugehs-
rige Konvergenzradius. Nach Satz 7.57 ist g auf (=S5, 5) stetig und nach Satz 7.65 darf g(z)
gliedweise integriert werden. Genauer gesagt besagt Satz 7.65, dass G : (—5,5) — R gegeben
durch

¥ = (k+1)c
G(x) :/0 g(t) dt:z(k_i_lkﬂ = chﬂw
k=0

wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius S darstellt. Nach Korollar 9.4 gilt weiters,
dass G eine Stammfunktion von g = G’ darstellt. Da dies aber abgesehen vom ersten Glied
der Reihe genau die Potenzreihe f ist, stimmen die Konvergenzradien R = S iiberein, f ist
differenzierbar und f'(z) = G'(z) = g(x) = Yo% | ncp,a™ ! fiir alle z € (—R, R). O

UBUNG 9.12. — Sei f(z) = Yo% 2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Zeigen Sie, dass f : (—R, R) — R glatt ist und finden Sie eine Darstellung von ) durch eine

Potenzreihe fiir jedes n € N.

UBUNG 9.13. — Seien f(z) =Y o0 jcpz™ und g(x) = > o0, dnz™ Potenzreihen mit reellen
Koeffizienten und positiven Konvergenzradien Ry, Ry. Sei R = min{ Ry, Ry} und angenommen
f(z) = g(x) fur alle x € (—R, R). Zeigen Sie, dass dann ¢, = d,, fiir alle n € N und damit
Ry = R, gilt.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 239


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 9.1 Der Fundamentalsatz

UBUNG 9.14. — Sei a € C. Wir wollen zeigen, dass
=

1 (e — n

1= (n)x

fiir alle x € (—1,1), wobei die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten fiir n € N durch

(a) IS —d) _ale-1)-(a=n+1)

n n! n!
definiert sind.

(a) Zeigen Sie, dass fiir a ¢ N die Potenzreihe

Konvergenzradius 1 hat.

(b) Berechnen Sie die Ableitung von g und zeigen Sie, dass f(z) = (1 4+ x)® und g(z) die
Differentialgleichung

erfiillen.

(c) Berechnen Sie die Ableitung von % und schliessen Sie die Behauptung.

BEISPIEL 9.15. — Wir haben bereits in Beispiel 7.20 gesehen, dass die alternierende harmo-
nische Reihe konvergiert, was auch aus dem Leibniz-Kriterium 7.23 folgt. Mit den Resultaten
von Kapitel 7 konnten wir den Wert der Reihe aber nicht bestimmen. Nun kénnen wir mit
Hilfe des Fundamentalsatzes der Integral- und Differentialrechnung die Identitat

©° n+1
Z = log(2)

n=1

nachweisen. Wir beginnen hierfiir mit

(log(1+ z)) = 1 ix = }—x) = Z<_1)ng;n
n=0

fir alle z € (—1,1), wobei die Reihe rechts Konvergenzradius 1 hat. Nach Korollar 9.6 und
Satz 7.65 folgt daraus die Identitéat

(—1)" w1 _ N~ DM
:0 k=1
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fiir alle x € (—1,1). Da die Potenzreihe rechts auch fiir = 1 konvergiert, ist die Funktion

k+1

frxe( 11r—>§:

=1

nach dem Abelschen Grenzwertsatz (Satz 7.64) auch bei z = 1 stetig. Da die Funktion mit
Definitionsbereich (—1, 1] definiert durch log(1 + z) fiir z € (—1, 1] ebenfalls stetig ist und fiir
€ (—1,1) mit f(x) iibereinstimmt, ist

0 (_1)n+1
log(2) = lim log(1 = lim = _
0g(2) L og(1l + ) xlﬂf(w) 7?1 -

BEISPIEL 9.16. — Wir verwenden obige Methode nochmals, um

= (=1)" s
7;)2(714-)1_4 (9:2)

zu beweisen. Nach dem Leibniz-Kriterium (Satz 7.23) ist die Reihe (9.2) konvergent. Wir

beginnen die Berechnung ihres Wertes mit

1 oo
arctan’(z) = 22— E (—1)"z?"
x

n=0

fir x € (—1,1). Nach Korollar 9.6 gilt

1 o~ (1" pnit
j— _ n
arctan(z) = arctan(0) + /0 e dt = nz_% mri®
Stetigkeit des Arkustangens bei x = 1, der Abelsche Grenzwertsatz 7.64 und die Identitdt
arctan(1) = 7 zeigen (9.2).

Manchmal fithren obige Methoden zur Bestimmung eines unbestimmten Integrals einer
Funktion zu keinem Ergebnis. Dies kann daran liegen, dass die gesuchte Stammfunktion sich

nicht mit den bisher bekannten Funktionen ausdriicken lasst.

BEISPIEL 9.17 (Integralsinus). — Der Integralsinus ist die Stammfunktion Si: R — R der

stetigen Funktion

sin(x) fall
2 ER - alls © #£ 0
1 falls x =0

mit der Normalisierung Si(0) = 0. Er ldsst sich als Potenzreihe schreiben, denn nach Satz 7.65

gilt

Si() = / dt / Z (2n + 1)! t2 dt = z;] (2n+ 1)!(2n + 1)$2 "
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fir alle z € R.

BEISPIEL 9.18 (Integralkosinus). — Der Integralkosinus Ci : (0,00) — R ist definiert als die
cos(x)

~~ € R mit der Normalisierung lim, ., Ci(z) = 0.

Stammfunktion von x € (0, 00)

Dabei méchten wir auf folgende Ubung verweisen, die zeigt, dass der Integralkosinus so

wohldefiniert ist.

cos(x)

UBUNG 9.19. — Sei F eine Stammfunktion von = € (0,00) + € R. Zeigen Sie,
dass der Grenzwert lim,_,o, F'(z) existiert. Driicken Sie Ci als Summe einer Konstanten (der
sogenannten Euler-Mascheroni Konstanten), der Logarithmusfunktion und einer Potenzreihe

aus.

Unter Verwendung uneigentlicher Integrale werden wir spéater weitere wichtige Funktionen
kennenlernen, die sich nicht in Termen bekannter Funktionen ausdriicken lassen — siehe zum
Beispiel 9.50.
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9.2 Integrationsmethoden

Sei I C R ein Intervall, und f : I — R eine Funktion. Wir erinnern daran, dass die Notation

/f(:v)dx =F(z)+C

bedeutet, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Im Ausdruck F(z) + C wird C als eine
unbestimmte Konstante gelesen - genannt Integrationskonstante . Da der Defintionsbereich
I von f ein Intervall ist unterscheiden sich zwei Stammfunktionen von f um eine Konstante,
was die Notation einigermassen sinnvoll macht. Man nennt F(x) + C' das unbestimmte
Integral von f. Unbestimmte Integrale spezieller Funktionen findet man in Tafelwerken oder
mittels Computeralgebrasystemen. In diesem Abschnitt zeigen wir allgemeine Methoden, um

Stammfunktionen, oder eben unbestimmte Integrale, zu bestimmen.

9.20. — Wir legen fiir den gesamten Abschnitt 9.2 ein nichtleeres Intervall I C R, das
nicht nur aus einem isolierten Punkt besteht. Falls nicht ausdriicklich anders erwéahnt, so
sind alle Funktionen in diesem Abschnitt reellwertige Funktionen mit Definitionsbereich I, die
auf jedem kompakten Intervall [a,b] C I integrierbar sind. Alle Resultate gelten analog fiir

komplexwertige Funktionen, mit essentiell den selben Beweisen.

9.2.1 Partielle Integration
9.21. — Seien f und g Funktionen, a und b reelle Zahlen. Aus der Linearitét der Ableitung
folgt
/af(x) + bg(x)dx = a/f(x)da: + b/g(x)dx +C
Auf dhnliche Weise lassen sich prinzipiell jede Eigenschaft der Differentiation in eine Eigen-

schaft fiir unbestimmte Integrale iibersetzen. Aus der Produktregel ergibt sich die partielle

Integration.

9.22. — Seien f und g Funktionen mit Stammfunktionen F, beziehungsweise G. Aus der
Produktregel fiir die Ableitung in Proposition 8.10 folgt (FG) = fG + Fg. Als partielle

Integration bezeichnet man die daraus folgende Identitéat
/F(x)g(x)d:v = F(z)G(x) — /f(m)G(x)dx +C. (9.3)

In der Leibniz-Notation ist f = % und g = %. Deswegen schreibt man partielle Integration
oft auch als

/FdG—FG—/GdF+C,

was als Kurzform der Formel (9.3) verstanden werden sollte.
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BEISPIEL 9.23. — Wir berechnen das unbestimmte Integral [ z exp(z)dz. Dafiir setzen wir
F(z) = z und g(z) = exp(x). Eine Stammfunktion von g ist G(z) = exp(x). Damit erhalten
wir

/mexp(w)dm = zexp(x) — /1 -exp(z)dz + C = zexp(x) — exp(z) + C.

Wir bemerken, dass es geniigt, in solchen Berechnungen nur eine Integrationskonstante C' zu

verwenden, da mehrere solche in eine einzige zusammengefasst werden kénnen.

BEISPIEL 9.24. — Wir berechnen das Integral [log(z)dz. Sei F(z) = log(x) und g(z) = 1.

Dann ist G(z) = x eine Stammfunktion von g, womit wir
1
/log(m) - 1dx = log(x) - x — / ;{Edl' +C =zxlog(x) —x + C.

erhalten. Dies kann man wiederum durch Ableiten verifizieren.

UBUNG 9.25. — Geben Sie eine rekursive Formel zur Berechnung der unbestimmten Inte-

grale
/x” exp(z)dzx , /a:” sin(z)dz , /x" cos(z)dx

fiir n € N an.

UBUNG 9.26. — Berechnen Sie
/ms log(x)dx , /e” sin(bx)dzx

fiir alle s, a,b € R. Beachten Sie hierbei, dass der Fall s = —1 getrennt zu behandeln ist.

9.2.2 Substitution

9.27. — Sei J ein weiteres Intervall und sei f : I — J eine differenzierbare Funktion. Ist
G : J — R differenzierbar mit Ableitung g = G’, so gilt nach der Kettenregel in Satz 8.15 gilt
G(f(z)) = g(f(z))f(x) fir alle z € I. Daraus ergibt sich

/(g o f)(x)f'(x)dx = G(f(z)) + C.

Die Funktion G ist eine Stammfunktion von g, es gilt also G(u) = [ g(u)du. Als Substituti-

onsregel bezeichnen wir die Identitat

/ (g0 F)(@)f'(x) dz = / g(w)du+ C (9.4)

wobei u = f(x). Die Substitutionsregel wird auch Variablenwechsel genannt, da man sozu-

sagen die Variable v in [ g(u)du durch u = f(z) ersetzt hat.
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BEISPIEL 9.28. — Mit u = f(z) = 1 + 2% und also f'(z) = 2z finden wir :

x R U B SR 1 )

Mit u = f(:):) = £ und also du = f'(z)dz = }dz, sowie einer zweiten Substitution v = tan(u),
dv =

———=du berechnen wir
cos( )

= | sgreme = | e

= [ v = toghl + 0 = log an (3) + €.

BEISPIEL 9.29. — Wir mochten fiir fixes » > 0 das unbestimmte Integral [ vr? — 22dx
berechnen. Auf Grund der trigonometrischen Identitaten /72 — r2sin(6)2 = r cos(#) bietet es

sich an, die Funktion

f:(=5,%) = (=n7) f(0) = rsin(0)

wola

fiir die Substitution zu verwenden. Die Funktion f ist bijektiv, mit Umkehrfunktion = —
arcsin(%). Die Ableitung von f ist durch f/(6) = r cos 6 gegeben, und also auf (-7, 7) ungleich

0. Gemeinsam mit dem Satz 8.20 iiber die Ableitung der inversen Funktion erhalten wir daraus

/ Vr? - atde = / (rcos(9)) f/(6)dd = r? / cos(6)2df = r? / 1+C‘2)S(29>d9
:%(9+%sin(29))+0 = arcsm( )—5-23;\/73524_0

wobei wir Winkelverdoppelungsformeln fiir cos(26) und sin(26) verwendet haben.

9.30. — Substitutionen wie in den Beispielen 9.28 und 9.29 nennt man trigonometrische
Substitutionen. Wir werden bei diesen Berechnungen nicht immer so sorgfiltig argumen-
tieren und vielmehr der Leibniz Notation vertrauen, doch muss immer Invertierbarkeit der
Funktion gegeben sein wenn wir die alte Variable durch die neue Variable ausdriicken. Fiir die

folgende Auflistung der trigonometrischen Substitutionen sei n € Z.

e In Ausdriicken der Form (a? —z2)? fiir a > 0 fiihrt wie bereits im obigen Beispiel oft die

Substitution x = asin(f) mit § € (=%, %) zum Ziel, wobei sich damit dz = acos(§) df

und (a? — :1:2)2 = acos(f) ergibt.

e In Ausdriicken der Form (a? + z2)2 fiir a > 0 fiihrt oft die Substitution z = a tan(6)
mit § € (=3, %) zum Ziel, wobei sich damit dz = COSQ( )dO und (a® + mQ)% = #(@
ergibt.

e Obwohl dies keine trigonometrische Substitution darstellt, bemerken wir noch Folgendes.
Falls ein ,einzelnes” 2 vor dem Ausdruck (a?—z2)? oder dem Ausdruck (a+22)? steht,

ist die Substitution u = a? — z? respektive u = a? + x? teilweise viel einfacher.
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BEISPIEL 9.31 (Trigonometrische Substitution). — (i) Es gilt fiir a > 0

# T = cos3(0) L =L [ cos = L sin
/( d —/ db = (0)do = 0)+C

a2 + 22) a3 acosz(ﬁ) o a?

3
2
T
= ————+C,
a’va? + z?
wobel wir z = atan(f), vVa? + 22 = aﬁl(e), dz = am df verwendet haben. (Veran-

schaulichen Sie sich die Substitution und obige Identitéten in einem Bild.)

(ii) Es ist
/x\/l—xde:—é/uédu:—égug—l—C:—é(l—xQ)g-i-C,
wobei u =1 — 22, du = —2zdxz.

Beispielsweise lassen sich gewisse unbestimmte Integrale mit hyperbolischen Substitutionen
berechnen. Sei n > —1. In Ausdriicken der Form (22 —a?)? fiir a € R fiihrt oft die Substitution

x = acosh(u) zum Ziel, wobei sich damit dz = asinh(u) du und (2% — az)% = asinh(u) ergibt.

BEISPIEL 9.32. — Wir berechnen

/ Va? —lde = / sinh2(u) du = cosh(u) sinh(u) — / cosh? (1) du
= cosh(u) sinh(u) — /sinhZ(u) +1du+C

= cosh(u) sinh(u) —u — /sinh2 (u)du+ C,

wobei & = cosh(u) und dz = sinh(u) du. Nach Auflésen ergibt sich somit

. 2 .
/\/ﬁdx _ /Sinh2(u) du — cosh(u) SIZDh(’LL) —U o Va2 —1 ; arcosh(z) )
Eine andere Methode, die wir hier kurz erwdhnen mochten, ist die sogenannte Halbwinkel-
methode (oder auch Weierstrass-Substitution). Diese ist dann niitzlich, wenn man das Integral
2 . . .
mﬁ% in die Integration
einer rationalen Funktion in v = tan (%) umwandeln méchte (siehe auch Beispiel 9.28).

einer rationalen Funktion in cos(x) und sin(z) wie zum Beispiel

cos(z)
2+sin(x)
u = tan (%) berechnen. Zeigen Sie dafiir zuerst die Identitdten

UBUNG 9.33. — Wir méchten das unbestimmte Integral J dz mit der Substitution

2u 1—u?

sin(x) = 152 und cos(z) = T

Zeigen Sie anschliessend, dass das obige Integral nach Substitution zu einem Integral einer

rationalen Funktion in « wird und berechnen Sie es.

Version: 2. Dezember 2019. Riickmeldungen an peter.jossen@math.ethz.ch 246


mailto:peter.jossen@math.ethz.ch

Kapitel 9.2 Integrationsmethoden

Manchmal fithrt man auch die eine oder die andere Substitution durch, weil in der zu
integrierenden Funktion eine verschachtelte Funktion vorliegt und man einfach keine ande-
re Methode zur Verfiigung hat. Zum Beispiel bei dem Integral [ sin(y/z)dz steht keine der
erwiahnten Methoden zur Verfiigung, doch ist man versucht « = /x zu setzen um zu sehen
was sich daraus ergibt. Dies fiihrt in der Tat zum Erfolg (wieso?). Ebenso in dem Integral
der Form [ m dz fithrt der Ansatz u = exp(z) zu einem unbestimmten Integral einer

rationalen Funktion (wieso?).

9.2.3 Leibniz-Notation

9.34. — Wir werden immer wieder die Leibniz-Notation in der Berechnung von unbe-
stimmten und bestimmten Integrale verwenden. Diese Notation verpackt in einem natiirlichen

Formalismus partielle Integration

/udv:uv—/vdu+0

und Substitution

[ otute)Grdo = [ gt und [ stuteds = [ gtw) - au,

wobei wir in der zweiten Formulierung der Substitution vorraussetzen, dass u : I — J bijektiv
mit nicht verschwindender Ableitung ist. Diese Hypothese erlaubt es, im linken Integral mit
1= %% multiplizieren, und die erste Formulierung der Substitutionsregel anzuwenden. Wie
wir gesehen haben, sind diese Regeln Umformulierungen der Produktregel fiir die Ableitung
und der Kettenregel fiir die Ableitung, gemeinsam mit der Ableitungsregel fiir die inverse

Abbildung.

9.35. — Bei konkreten Integralberechnungen verwenden wir mitunter auch Gleichungen, die
dx und du miteinander verbinden. Zum Beispiel bei der trigonometrischen Substitution x =
asin@ (fir » € (—a,a) und 6 € (-7, 7)) verwenden wir auch die Formel dz = acosfdf, die
formal gesehen keine Bedeutung hat (und deswegen auf keinen Fall in dieser Form in Beweisen
auftreten sollte), doch eben im Zuge der Substitution in der Formulierung der Leibniz-Notation

einen bequemen Zwischenschritt darstellt.

UBUNG 9.36 (Substitution fiir Riemann-integrierbare Funktionen). — Sei [a, b] ein kom-
paktes Intervall in R mit Endpunkten a < b und f : [a,b] — [c, d] eine stetig differenzierbare
Funktion mit f/(¢) # 0 fir alle ¢ € [a,b]. Dann ist fiir jede Riemann-integrierbare Funktion
g:[e,d] = R auch t € [a,b] — go f(t)f'(t) Riemann-integrierbar und

b f(b)
[oesrwa= [ g
a f(a)
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9.2.4 Integration rationaler Funktionen

Eine Funktion der Form f : x % fiir Polynome p und ¢ # 0 nennt man rationale
Funktionen. In diesem Abschnitt zeigen wir ein Verfahren um das unbestimmte Integral einer
rationalen Funktione f = % zu berechnen, auf einem Intervall I auf dem ¢ keine Nullstellen
hat. Durch Polynomdivision mit Rest kénnen wir f = % in die Form f =g+ 2 bringen, wobei
g und r Polynome mit degr < degq gilt. Die Polynomfunktion ¢ ist einfach zu integrieren.

Wir werden deshalb stets annehmen, dass der Grad von p kleiner als der Grad von ¢ ist.

9.37. — Wir beginnen damit, einige elementare Rationale Funktionen zu integrieren. Sei

a eine reelle Zahl, a # I, und sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Dann gilt:

/ ! dr = log|lx—a|+C (9.5)
r—a
/1d = L( —a)l™"+C (9.6)
@—ar v = ;—(&-a :
1 1 N
/a2+x2dx = Earctan (&) +C (9.7)
x 1
————dr = —log(a®+ z* :
/a2+x2da: 2og(a +2%)+C (9.8)
L — ; 2 2\1—n
/(a2—|—x2)”d$ B (9:9)

Die Integrale (9.5) und (9.6) berechnet man mit Substitution v = x — a, fiir (9.7) substituiert

man v = Z. Um (9.8) und (9.9) zu berechnen kann man u = a? + z* substituieren.

9.38. — Um eine allgemeine rationale Funktion zu integrieren, verwenden wir die sogenann-
te Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen. Seien p(7T") und ¢(7T') € R[T] teilerfremde
Polynome, mit ¢ # 0 und degp < degq. Das Polynom ¢ faktorisieren wir in n > 0 lineare und
m > 0 quadratische Faktoren

q(T) = (T —a)™ (T = an)"™ (T% + 01T + c1)" -+ (T? + by T + )™

Die rationale Funktion % kann, rein formal, eindeutig als Linearkombination von rationalen
Funktionen der Form
1 1 T

(T — ai)k ’ (T2 + bjT + Cj)l ’ (T2 + bjT + Cj)l

mit k& < k; beziehungsweise [ < [; geschrieben werden.

BEISPIEL 9.39. — Wir berechnen das unbestimmte Integral [ % dx. Als erstes fiihren

wir Division mit Rest durch
T4+ 1 T? +1
=T 14—
T3 + T2 T2(T +1)
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Um die Partialbruchzerlegung von % zu erhalten, setzen wir

T2 +1 _A+B+ c
TX(T+1) T2 T T+1

flir noch unbekannte reelle Zahlen A, B,C. Um A, B, C zu bestimmen, multiplizieren wir mit
T%(T 4 1), was
2> +1=A(T +1)+ BT(T + 1) + CT*?

liefert, und vergleichen Koeflizienten. Die Losung des sich daraus ergebenden linearen Glei-

chungssystems ist A =1, B = —1 und C = 2. Zusammenfassend gilt also

Tl o TR S
T2(T+1) ™ T  T+1
Daher ist
1 1 1
/ 2t + dx—/xd:z:/ldz:+/dx/d1:+2/ dx
x?(x +1 x z+1
1
= E—:17—f—10g]:r|+2log|x—|—1|—i—C’
2 z
BEISPIEL 9.40. — Wir berechnen das unbestimmte Integral [ mdx. Man beachte

dabei, dass das Polynom x2+2x+2 keine reellen Nullstellen hat. Fiir die Partialbruchzerlegung

machen wir den Ansatz

1 _A+ Bz +C
r(z2+22+2) = 22420 +2

Nun multiplizieren wir mit z(2% + 2z + 2) und erhalten
1=A(2? +22+2) + (Bx + O)z.
Fiir z = 0 ergibt sich A = % Daher ist
1=(3+B)2*+(1+C)z+1

und B = —% und C = —1. Es folgt

1 1 x+2
S —, [N S s PSR S [ —— |
/x(m2+2x+2) o 2/x o 2/:52+2:U+2 o
+2
_ 1 _1/93(1
zloglel =3 | G

1 1 u—+1
210g\x|—2/u2+1da¢

= Llog|z| — Llog|u® + 1| — § arctan(u) + D
= Llog|z| — tlog((z + 1)2+1)— $arctan(z + 1) + D,
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wobel wir u = x + 1 gesetzt haben und (9.8) und (9.9) verwendet haben.

In manchen Féllen kann obiges Verfahren auch auf das Integral [ dx fiirein a € R

1
und n > 2 fiihren, was wir mit der trigonometrischen Substitution tan(u) = 7 (siehe un-
ten) behandeln konnen. Eine andere, allgemeinere Herangehensweise mochten wir in folgender

Bemerkung fiir Interessierte behandeln.

9.41 (Integration rationaler Funktionen mit mehrfachen komplexen Nullstellen). — Wie
oben schon bemerkt, kann man nach der Partialbruchzerlegung ein Integral einer rationalen
Funktion auf die Integration von Ausdriicken der Form ﬁ oder von (213-{774-6) fir ke N
und fiir Konstanten a, A, B, b, ¢ € R zuriickfiihren, wobei die Polynome der Form z? + bx + ¢
keine rellen Nullstellen haben. Fiir die Berechnung eines Integrals des zweiten Typs mit k£ > 1
méchten wir hier einen Algorithmus erldutern, wobei wir uns auf den Fall 22 4+ bz +c¢ = 22 + 1
beschrianken (auf welchen man den allgemeinen Fall mit quadratischem Ergénzen zuriickfiihren
kann).

Seien also k£ > 1 und ein Polynom ¢ von Grad kleiner als 2k gegeben. Dann ist das unbe-

dx immer von der Form

stimmte Integral f( 2+1

(:I;QZj,_(ai))lc—l + acarctan(z) 4 Blog(z? 4 1) + C. (9.10)

fiir ein Polynom p von Grad kleiner 2k — 2 und Konstanten «, 5. Durch Ableiten, auf den ge-
meinsamen Nenner bringen und Vergleich der Koeflizienten lésst sich somit die Stammfunktion

ermitteln.

UBUNG 9.42. — Wir méchten in dieser Ubung den oben erklirten Algorithmus genauer

erkldren und beginnen mit einem konkreten Beispiel.
(i) Berechnen Sie das Integral f A +1 5 dz.
Sei nun k£ > 1 und ¢ ein Polynom von Grad kleiner als 2k.

(ii) Zeigen Sie, dass die Ableitung von fiir ein beliebiges Polynom p von Grad

kleiner als 2k — 2 durch

_plx)
(I2+1)k_1

(2% + 1)p'(x) — 2(k — 1)ap(z)
(z2 + 1)k

gegeben ist.

(iii) Berechnen Sie die Matrixdarstellung M der Abbildung

¢ p(x) = (2 + Dp(x) — 2(k — D)ap(x)

beziiglich der Basis der Monome.
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(iv) Schliessen Sie auf die Darstellung in (9.10), indem Sie zeigen, dass das Bild von ¢ zu-
sammen mit (22 + 1)*~! und 2x(2? + 1)¥~! den Vektorraum der Polynome von Grad

kleiner gleich 2k — 1 aufspannt.

9.2.5 Bestimmte Integrale mit uneigentlichen Integrationsgrenzen

Wir haben bis jetzt nur Funktionen auf Kompakten Intervallen [a, b] integriert. In diesem Ab-
schnitt erweitern wir den Integralbegriff, um auch iiber das Riemann-Integral von Funktionen

auf unbeschrankten und nicht unbedingt abgeschlossenen Intervallen, etwa

oo 1 1
J— 2 N —
/OO exp(—z*)dz und /0 p e 1)d;1:

sprechen zu konnen. Alle obigen Regeln zur Berechnung von Stammfunktionen lassen sich
nach dem Fundamentalsatz der Integral- und Differentialrechnung eins zu eins auch fiir das
Riemann-Integral, welches im Gegensatz zum unbestimmten Integral auch das bestimmte In-
tegral genannt wird, anwenden. Um ein bestimmtes Integral auszurechnen kénnen wir also
mit obigen Methoden zuerst das unbestimmte Integral berechnen und dann Korollar 9.5 zur
Berechnung des Riemann-Integrals zu verwenden. Falls wir nur an einem einzigen bestimmten
Integral interessiert sind, ist es oft einfacher, die Ausdriicke ausserhalb des Integrals so frith

wie moglich zu berechnen.

9.43. — Sei f eine reellwertige Funktion. Wir benutzen im Folgenden die Notation

fiir beliebige Elemente a,b des Definitionsbereichs von f. Sind nun a < b reelle Zahlen und

u, v stetig differenzierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b], so gilt

/abu(m)v'(a:)d:v = [uv]® — /ab o (z)v(z)dz.

Denn, ist F' eine Stammfunktion von v’ und G eine Stammfunktion von u/v ist, dann gilt
F(z) = u(x)v(z) — G(x) + C fir alle z € [a, b] fiir eine gewisse Konstante C', wie man durch

Ableiten iiberpriifen kann. Somit ist nach Korollar 9.5
b b
/ w'de = [F1° = [uv]’ — [G]2 + [C]° = [uv]® — / u'vdz + 0.

wie behauptet. Bei einer Substitution in Abschnitt 9.2.2 miissen wir die Grenzen fiir ein
Riemann-Integral enstsprechend der Substitution anpassen. Seien I und J Intervalle, f : [ — J
stetig differenzierbar und g : J — R stetig. Fiir ein kompaktes Intervall [a, b] mit Endpunkten

a < bin I gilt dann
f(0)

b
/ o(f (@) (2)dw = / o(y)dy.
a f(a)
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In der Tat, is G eine Stammfunktion von g auf J , dann ist nach der Kettenregel G o f eine
Stammfunktion der Funktion (go f)f’: I — R. Nach Korollar 9.5 gilt also

b
[ otsns@az = e sh=16170 = [ oty

Die Annahme der Stetigkeit an g kann abgeschwécht werden.

DEFINITION 9.44. — Sei I C R ein nichtleeres Intervall, und f : I — R eine lokal inte-
grierbare Funktion. Setze a = inf(I) und b = sup(/) und wéhle xg € I. Wir definieren das

uneigentliche Integral als die Summe von Grenzwerten

xT

/f ) = lim xof( Dt +Tim [ f(6)dt

z—b z0

falls beide dieser Grenzwerte existieren. In dem Fall sagen wir auch, dass das uneigentliche
Integral konvergiert. Ansonsten nennen wir das uneigentliche Integral divergent. Wir be-

nutzen die iiblichen Konventionen fiir die Symbole —oo und +oc.

BEISPIEL 9.45. — Es gilt

< 1 A , ™
——dzr = lim ——— dz = lim arctan(b) = .
0 1 + i b—o0 0 1 + X b—o00 2

BEISPIEL 9.46. — Es gilt fir « € R
1
/Oox_adxz a—1 fa,HSO[>1
1 +oo falls a < 1.

Insbesondere ist das obige uneigentliche Integral genau dann konvergent, wenn « > 1. In der
Tat gilt

b
b - _ -
/ 2 dz = [—alﬂm H} =t - fallsa Al
! [log ()]} = log(b) falls o = 1
und
lim potl _ 4oo falls a <1
b—oo —x + 1 0 fallsa>1
lim log(b) = +o0.
b—o0
UBUNG 9.47. — Berechnen Sie floo x~%dz fir a € C.
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BEISPIEL 9.48. — Falls das uneigentliche Integral ffooo f(x)dx konvergiert, so konnen wir

es als Grenzwert

Cli)rgo/c f(z)dx (9.11)

berechnen. Umgekehrt kann jedoch dieser Grenzwert existieren ohne dass das uneigentliche
Integral konvergiert, zum Beispiel fiir die Funktion f(z) = 23. Den Grenzwert (9.11), falls er

existiert, nennt man Cauchy-Haupwert.

LEMMA 9.49. — Seia € R und f : [a,00) — R>q eine nicht-negative, lokal integrierbare

/aoof(x)dx:sup{/abf(x)dm|b>a}.

Beweis. Die Funktion b € [a,00) — fab f(z)dz ist monoton wachsend. Wenn das Supremum

Funktion. Dann gilt

S = sup { f; f(z)dz | b> a} Unendlich ist, dann divergiert das uneigentliche Integral auf
Grund der Monotonie gegen Unendlich. Wenn S < oo ist, dann gibt es zu € > 0 ein B > a
mit
B
S—sﬁ/ fz)dz < S.
a
Insbesondere gilt fiir b > B auf Grund der Monotonie und der Definition von S dieselbe

Ungleichung auch fiir f; f(x) dz. Dies beweist die Konvergenz des uneigentlichen Integrals. [

BeispieEL 9.50. — Wir wollen das uneigentliche Integral

o0 2 -1 2 1 2 o0 2
/ e ” da::/ e * da:—i—/ e’ d:v+/ e ¥ de

besprechen, wobei die Funktion z € R — e~ die Gaussche Glockenkurve genannt wird. Auf

Grund von Lemma 9.49 reicht es aus eine ,,Majorantenfunktion* zu finden, die ein konvergentes

uneigentliches Integral definiert. Fiir 2 € [1, 00) gilt zum Beispiel 22 > z und daher e " < e

o0 2 o0
/ e P dx < / e ¥dr < o0
1 1

folgt. Dies zeigt die Konvergenz des zweiten uneigentlichen Integrals, auf Grund der Symmetrie

woraus

der Funktion ist daher auch ffooo e dg konvergent. Wir werden den Wert I dieses Integral
erst im zweiten Semester berechnen kénnen. Doch wollen wir noch erwédhnen, dass die streng

monoton wachsende Funktion

x
@:xeRHI—l/ e dt
—0o0
die Verteilungsfunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung
% genannt wird. Diese Funktion lasst sich nicht durch die sonst iiblichen Funktionen aus-

driicken und ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Statstik und in vielen Anwendungen
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von fundamentaler Bedeutung.
SATZ 9.51 (Integraltest fiir Reihen). — Sei f : [1,00) — R>( eine monoton fallende Funk-

me | fledde < 3 7w

Insbesondere konvergiert die Reihe Y > | f(n) genau dann, wenn das uneigentliche Integral
e} .
[7° f(x)dx konvergiert.

tion. Dann gilt

Beweis. Auf Grund der Monotonie von f ist, nach Satz 5.35, die Funktion f lokal integrierbar.
Wir betrachten die Funktionen u,0 : R — R gegeben durch

o(z) = f([x]) und u(z) = f(x])

wobei || fir die die Abrundungsfunktion, und fiir die [-] die Aufrundungsfunktion steht. Es
gilt u < f < o0, und damit fir alle N € N die Ungleichungen

N N+1 N+1 N
> | s [ s < | o) = 3 1)

was auch in folgendem Bild ersichtlich ist. Die Aussage des Satzes ergibt sich daraus mit

Grenziibergang N — oo. O

£(2)+
£(3)

3 4 5 & 7 ¥ 9 1lo

-
k-

o

UBUNG 9.52. — Verwenden Sie obigen Satz, um den p-Test in Beispiel 7.16 zu erhalten.

Imitieren Sie die Methodik im Beweis von Satz 9.51, um die Divergenzrate
N

fir N — oo fiir die harmonische Reihe zu beweisen.

3\*—‘

=log(N)+0O(1)

UBUNG 9.53. — Entscheiden Sie fiir welche p € R>( das uneigentliche Integral fooo xsin(zP)dx

konvergiert.
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UBUNG 9.54. — Sei f : [a,b) — R lokal integrierbar und beschrinkt. Zeigen Sie, dass
das uneigentliche Integral fab f(z)dz existiert und gleich dem Riemann-Integral fab f(z)dz ist,

wobei man f auf beliebige Weise auf den Punkt b erweitert.

BEISPIEL 9.55. — Wir berechnen das uneigentliche Integral fol log(z)dz mittels

1 1
/ log(z)dz = lim / log(x)x = lim [z log(z) — ]}
0 a—0 J, a—0

= lim(log(1) — 1 — alog(a) + a) = —1

a—0

nach Beispiel 6.114.

BEISPIEL 9.56. — Wir betrachten das uneigentliche Integral fol %daj. Dieses ist uneigentlich,

da z — % fir x — 0 unbeschrankt ist. Wir erhalten in diesem Fall

1 1
1 1
/0 ;dﬁ? = Clllir(l) ; ;da: = il_r)r(l) log(1) — log(a) = +oo.

Das uneigentliche Integral fol %dw divergiert, und wir kénnen ihm den Wert 400 zuweisen.

™

N L1 2
UBUNG 9.57. — Berechnen Sie / ——dz und /2 tan(x)dx.
0 VT 0

UBUNG 9.58. — Sei a € R und f : [a,00) — C eine komplexwertige, lokal integrierba-
re Funktion. Wir nennen das uneigentliche Integral faoo f(x)dx absolut konvergent, falls
[7 | f ()|da konvergent ist. Zeigen Sie, dass absolute Konvergenz des uneigentlichen Integrals

[ f(z)dz auch die Konvergenz dieses Integrals impliziert.

9.2.6 Die Gamma-Funktion

9.59. — Die Gamma-Funktion T ist fiir s € (0,00) durch das konvergente uneigentliche
Integral

I'(s) = /000 25 exp(—x)dx (9.12)

definiert. Um zu iiberpriifen dass dieses uneigentliche Integral konvergiert untersuchen wir die

Integrationsgrenzen 0 und oo getrennt. Fiir 0 < a < b finden wir

b b
/ z* !exp(—x)dx = 1 [2° exp(—ac)}f1 + i/ z® exp(—z)dz. (9.13)
a a
mit partieller Integration. Wir erhalten

b b
/ 25 Lexp(—z)dzr = lim (i [z° exp(—x)]Z +1 / x® exp(—:c)d:p) =
0 a

a—0
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1 b
= 1p%exp(—b) + / x® exp(—z)dz,
§Jo

wobei das Integral rechts ein eigentliches Riemann-Integral darstellt. Um die obere Integrati-

onsgrenze zu untersuchen bemerken wir, dass ein R > 0 existiert, derart, dass exp(x) > z5+2

fiir alle > R gilt. Damit erhalten wir

00 R 00
/ ¥ exp(—z)dr < / x® exp(—z)dx —l—/ z2dx < oo
0 0 R

was zeigt, dass (9.13) auch unter Grenzwertiibergang b — oo konvergiert. Konkret erhalten

wir
o) 1 b 1 0o
/ 25 Lexp(—z)dz = lim (163 exp(—b) + / z® exp(—az)daz) = / x® exp(—z)dx.
0 b—oo \ ° S Jo S Jo
Dies zeigt, dass die Gamma-Funktion die Funktionalgleichung
I(s+1) =sI(s) (9.14)

fiir alle s € (0, 00) erfiillt.

9.60. — Die Gamma-Funktion interpoliert die Fakultatsfunktion auf N. In der Tat gilt

T—r00

Ira) = /OOO 2% exp(—2)dr = exp(0) — lim exp(—z) = 1

und damit

I'(2) = I(1+1)=1-T(1)
r@3) = [2+1)=2-T(2)
T'(4) = I'(3+1)=3-T(3)

1
2
6

und also I'(n+1) = n! fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion. Es ist im Moment noch nicht
klar, ob die Gamma-Funktion stetig ist. Es wird sich herausstellen, dass I' sogar glatt ist. Auch
kénnen wir beispielsweise den Wert F(%) mit den uns bis jetzt bekannten Integrationsmethoden
nicht berechnen, werden jedoch spéter mittels einem zweidimensionalen Integral sehen, dass
dieser /T ist.

UBUNG 9.61. — Fiir 2 € C mit Re(z) > 0 definiert man

I(z) = /000 27t exp(—x)dz. (9.15)
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Uberpriifen Sie, dass das Integral 9.15 fiir alle 2 € C mit Re(z) > 0 konvergiert. Zeigen Sie
dass fiir alle z € C mit Re(z) > 0 die Funktionalgleichung

['(z) =T(z4+1) = 2I'(2) (9.16)

gilt. Verwenden Sie anschliessend die Funktionalgleichung um fiir ganze Zahlen n rekursiv
I'(z) fur z € C\ {0,—1,—2,...} mit Re(z) > n zu definieren, so dass schliesslich I'(z) fiir
alle z € C\ {0,—1,—2,...} definiert ist, und (9.16) auf dem ganzen Definitionsbereich erfiillt.

9.62. — David Hilbert (1862-1943) verwendete in seinem Artikel [Hil1893] von 1893 unei-
gentliche Integrale im Stile der Gamma-Funktion, um zu beweisen, dass e (wie erstmals von
Hermite in 1873 bewiesen) und 7 (wie erstmals von Lindemann 1882 bewiesen) transzendent
sind. Wir bemerken dabei, dass sich die blosse Irrationalitit dieser Zahlen deutlich einfacher
beweisen lasst. Transzendenzbeweise sind im Allgemeinen deutlich schwieriger. Wie schwierige
derartige Aussagen tatséchlich sind, illustriert vielleicht die Tatsache, dass immer noch nicht
bekannt ist, ob e+ eine transzendente Zahl ist oder nicht. Hilbert’s Beweis der Transzendenz
von e und 7 ist mit den uns bisher bekannten Hilfsmitteln allerdings gut lesbar, weswegen wir

Ihnen einen Blick auf diese Lektiire und die damit verbundene Zeitreise empfehlen mochten.
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9.3 Taylorreihen

9.3.1 Taylor Approximation

Die Ableitung f/(z) einer reellwertigen differenzierbaren Funktio n f auf einem Intervall gibt

die Steigung der Tangente des Graphen von f bei xg an. Die entsprechende affine Funktion

y(x) = f(xo) + f'(wo)(z — o)

approximiert die Funktion f bis auf einen Fehler f(x) — y(z) = o(z — x¢) fiir x — z¢. Die
Giite der Approximation kann erhoht werden, indem man statt affine Approximationen hohere

polynomiale Approximationen betrachtet.

9.63. — Sei D C R ein offenes Intervall, und f : D — C eine n-mal differenzierbare Funkti-

on. Die n-te Taylor-Approximation von f um einen Punkt zg € D ist die Polynomfunktion

n k) (g
Po(z) =Y / k(' ) (z — z0)F. (9.17)
k=0

Die Koeffizienten wurden dabei gerade so gewihlt, dass P*) (zq) = f*) () fiir k € {0,...,n}
gilt. Falls f glatt ist, dann ist die Taylorreihe von f um xy € D definiert als die Potenzreihe

L(T) = i ACOPY (9.18)

Ist R der Konvergenzradius dieser Reihe, so konvergiert nach Satz 7.57 die Reihe reeller Zahlen

0 (k) (4
ka( 0)(x—x0)k (9.19)

k!
k=0

fiir alle z € R mit Abstand kleiner R von xo und divergiert fiir alle x € R mit |z — z¢| > R.
Oft nennt man auch die Reihe (9.19) Taylorreihe.

SATZ 9.64 (Taylor-Approximation). — Sei D C R ein offenes, Intervall und sei f : D — C
eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Sei xy € D. Dann gilt fir alle xz € D

(@ —t)"
n!

f(x) = Pa(z) + / ' FOHD (@) dt, (9.20)

wobei P, die in (9.17) definierte n-te Taylor-Approzimation von f ist.

Beweis. Der Beweis ergibt sich mit Induktion iiber n und partieller Integration. Ist n = 0 und
f D — R stetig differenzierbar, so gilt nach Korollar 9.6

f(2) = flao) + / " Pty = Pofa) + / " rO ¢t

0
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Ist f zweimal stetig differenzierbar, so konnen wir auf obiges Integral partielle Integration mit

u(t) = f'(t) und v(t) = t — 2 anwenden und erhalten

f(2) = f(zo) + F'(xo)(x — z0) + / ") (- t)dt = Pu(x) + / i

Wir sehen also wie sich ausgehend vom Fundamentalsatz mittels partieller Integration der
néchste Fall des Satzes ergibt. Angenommen die Aussage des Satzes stimmt fir n —1 > 0
und sei f : D — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt auf Grund der

Induktionsvorraussetzung

n—1
_ f(k(xo x—t)
o) = X o+ [ 50T )

fiir alle z € D. Wir setzen u(t) = f(¢) und v(t) = —(x:j)n, bemerken v'(t) = % und

wenden partielle Integration an, um

n—1 (k)l‘ T — )" t=x z o)
flx) = Zw(xxo)k[f(n)(t)(ﬁ]t_ +/ f(nH)(t)(n!t)dt

k=0
n o f(k) z —t
— Z fi(xo)@ — o) +/ f(”“)(t)Mdt
k! . n!
k=0 0
zu erhalten. Dies beweist den Induktionsschritt und damit den Satz. O
9.65. — Der Satz gilt auch fiir Funktionen auf halboffenen Intervallen [z, a) oder (a,xo],

mit demselben Beweis. Das Integral in der Formel 9.20 nennt man Restglied. Die Annahme
im Satz, dass f eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion ist, ist essentiell, denn damit
ist f("*1) cine stetige Funktion, und das Integral der stetigen Funktion ¢t — f(+1) (t)(mq_li,t)n

existiert.

KOROLLAR 9.66 (Taylor-Abschétzung). — Sei D C R ein offenes Intervall, f : D — C
eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und seien xo,x € D zwei Punkte. Wir setzen
M, +1 = max {|f("+1)(t)| | ¢t zwischen zo und x}. Dann gilt

My 1]z — xO’n—H

(n+1)!

Insbesondere ist f(x) — Pn(x) = O((z — x0)" 1) fiir x — xq.

Beweis. Schreibe Ry, (z) = f(z) — P,(x). Die Falle x < zp und = > x( konnen essentiell geich

behandelt werden, also nehmen wir an es gelte x > x¢. Dann gilt

x)|§/ |f(n+1)(t)’($ |75 Mn+1/ 1)t
To n:
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Mot [ L] Menle o
n! n+1 - (n+1)!
wie behauptet. O
9.67. — Wir hétten andere Versionen des obigen Satz zu Taylor-Approximationen bereits

in Abschnitt 8.2 fiir reellwertige Funktionen beweisen konnen. Dies sogar unter der etwas
schwécheren Annahme an die (n+1)-te Ableitung, dass diese bloss zwischen xo und z existieren
soll und nicht unbedingt stetig sein muss. Unter dieser Voraussetzung gibt es ein ¢ zwischen

xo und z, so dass das sogenannte Restglied nach Cauchy durch

RSy ul@) = O (€)@ — €)' — 7o)

gegeben ist. Es gibt unter denselben Voraussetzungen auch ein £, zwischen x¢ und x, so dass

das Restglied nach Lagrange durch

Rl (#) = o/ €)@ = 20)"

gegeben ist. Wir verweisen dafiir auf folgende Ubung.
UBUNG 9.68. — Gegeben sei ein nicht-leeres Intervall (a,b) C R, Zahlen x,z¢ € (a,b) und
eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion f : (a,b) — R.

(a) Zeigen Sie, dass die Ableitung der Funktion

= fR(@)

k!
=0

F:te(ab)— (x — )k,
k

f("+1)(t)

n!

durch ¢ € (a,b) — (x —t)"™ gegeben ist.

(b) Wenden Sie den Mittelwertsatz 8.30 auf die obige Funktion F' an, um die Formel ngo,n (x) =
Lt (o) (x — €o)™(x — x0) fiir das Restglied nach Cauchy zu beweisen.

(c) Verwenden Sie den Mittelwertsatz 8.34 fiir obiges F' und die Funktion g : t ~— (z —t)"*1,

um die Formel R, ,,(z) = (nil)!ﬂ”“)(&)(m — x9)™*! fiir das Restglied nach Lagrange

zu beweisen.

BEISPIEL 9.69. — Wir konnen die Taylor-Approximation verwenden um die Diskussion in
Abschnitt 8.2.1 und Korollar 8.27 zu verfeinern. Sei (a,b) C R ein offenes, nicht-leeres Intervall
und sei f : (a,b) — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Angenommen zg € (a,b)
erfiillt

F(wo) =+ = " D(ag) =0,

Dann gelten folgende Implikationen.
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e Falls f(")(zq) < 0 ist und n gerade ist, so nimmt f in z( ein lokales Maximum an.
e Falls f(® (xg) > 0 ist und n gerade ist, so nimmt f in z( ein lokales Minimum an.
e Falls f(™ (xo9) # 0 und n ungerade ist, so ist zy kein lokales Extremum von f.

Alle drei Aussagen folgen aus der Taylor-Approximation in Theorem 9.64, die in diesem Fall

fir x € (a,b) die Form
f(@) = f(zo) / ft e 1)

annimmt. Falls £ (z0) > 0 ist, existiert ein § > 0 mit f(")(¢) > 0 fiir alle ¢t € (zg — 8, 20 + 0).
Wir betrachten nun mehrere Fille. Ist x € (xg,z¢ + J), so ist obiges Integral positiv und
damit f(x) > f(xg). Ist © € (xg — J,29) und n — 1 gerade, so ist obiges Integral (auf Grund
der umgekehrten Reihenfolge der Integrationsgrenzen) negativ, womit f(x) < f(zo) gilt und
xo kein lokales Extremum von f ist. Ist hingegen = € (xzy — d,20) und n — 1 ungerade, so
ergibt sich auf dieselbe Weise f(z) > f(xg), womit f ein lokales Minimum in xy annimmt.

Fiir £ (z) < 0 kénnen wir obige Diskussion auf —f anwenden.

Applet 9.70 (Taylor-Approximationen). Wir stellen einige Taylor-Approzimationen bei ver-

schiebbaren Fusspunkten zu bekannten Funktionen dar.

9.3.2 Analytische Funktionen

DEFINITION 9.71. — Sei I C R ein Intervall, und xg € I ein Punkt im Inneren von I. Eine
glatte Funktion f : I — R heisst analytisch bei xg falls ein § > 0 existiert, derart, dass die
Taylor-Reihe von f um z( einen Konvergenzradius > § hat, und

Zf

™) (0) —

fiir alle x € (zg — 0, z0+0) NI gilt. Wir sagen f sei analytisch auf I falls f analytisch in jedem
Punkt von I ist.

9.72. — Analytische Funktionen f : I — R sind also dadurch charakterisiert, dass es zu
jedem Punkt zy im Inneren von I eine Potenzreihe gibt, die in einer Umgebung von x(y gegen
f konvergiert. Eine Abschétzung, die garantiert dass die Taylorreihe von f im Punkt zg gegen

f konvergiert ist, dass fiir ein § > 0
|z — x| <6 = [fOTD(2)] < cA”

fiir alle n € N und zwei Konstanten ¢, A > 1 gilt. Eine Abschétzung dieser Art findet man

beispielsweise fiir exp, sin, cos und Kombinationen dieser Funktionen.
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BEISPIEL 9.73. — Wir betrachten die Funktion

exp (—%) falls x > 0

Y:reR—
0 falls z <0

die nach Beispiel 8.23 glatt ist und () (0) = 0 fiir alle n € N erfiillt. Die Taylorreihe der
Funktinon 1 im Punkt ¢ = 0 ist also die Nullreihe

0 i (n) oo
Zw (0)(x_x0)nzzg(x_xo)n

|
n:
n=0 n=0

mit unendlichem Konvergenzradius, die gegen die Funktion 0 konvergiert. Da ¢ (x) > 0 fir
alle x > 0 gilt, konvergiert die Taylorreihe in keiner noch so kleinen Umbebung von 0 gegen

1, und also ist ¥ nicht analytisch im Punkt x¢y = 0.

UBUNG 9.74. — Sei [a,b] C R ein kompa