
D-MATH Algebra I HS 2019
Prof. Richard Pink

Serie 5

Hauptidealringe, Euklidische Ringe, Irreduzible Polynome

1. Die Brüder Dmitrij, Iwan und Alexej Karamasow leben in einem Studenten-
wohnheim. Dmitrij hat sich angewöhnt alle 5 Tage, Iwan alle 7 Tage, und Alexej
alle 11 Tage eine Pizza zu essen. Die erste Pizza des Jahres 2019 essen Dmitrij
und Alexej am 3.1. und Iwan am 4.1. An welchem Tag werden sie erstmals alle
drei gemeinsam eine Pizza essen?

2. Im Ring R :“ Zri
?
5s Ă C gilt die Gleichheit

6 “ 2 ¨ 3 “ p1` i
?
5qp1´ i

?
5q.

Zeige:

(a) Die Funktion N : R Ñ Zě0, z “ a ` bi
?
5 ÞÑ |z|2 “ a2 ` 5b2 ist multiplikativ

(das heisst, @α, β P R : Npαβq “ NpαqNpβq).

(b) Rˆ “ tu P R | Npuq “ 1u “ t˘1u.

(c) Die Elemente 2, 3, 1` i
?
5, 1´ i

?
5 sind unzerlegbar in R.

(d) Die Elemente 2, 3, 1` i
?
5, 1´ i

?
5 sind keine Primelemente in R.

(e) Für das Ideal I “ p2, 1` i
?
5q gilt I ¨ I “ p2q.

(f) I ist kein Hauptideal von R.

(g) I ist ein maximales Ideal von R.

(h) R ist nicht faktoriell.

3. Betrachte den Ring R :“ Zris Ă C mit der sogenannten Normabbildung

N : RÑ Zě0, a` bi ÞÑ pa` biqpa´ biq “ a2 ` b2.

(a) Zeige, dass R ein euklidischer Ring bezüglich N ist.

(b) Bestimme ggTp2´ i, 2` iq und ggTp28` 10i, 8i´ 1q in R.

(c) Schreibe ´1` 3i als Produkt von Primelementen aus R.

(d) Zeige, dass jedes Primelement aus R genau eine Primzahl p P Z teilt.

(e) Zeige, dass jede Primzahl p ” 3 pmod 4q ein Primelement von R ist.

(f) Zeige, dass F3rXs{pX
2 ` 1q ein Körper mit 9 Elementen ist.
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*4. Zeige, dass die Anzahl der Divisionen im euklidischen Algorithmus für ganze Zah-
len a1 ą a2 ą 0 die Grössenordnung Oplog a1q hat.

(Hinweis: Zeige, dass die k-te Zahl ak der durch den euklidischen Algorithmus
produzierte Folge grösser oder gleich der pm´ kq-ten Fibonacci-Zahl ist, wenn die
Folge mit am “ 0 endet.)

5. Sei R ein Integritätsbereich. Ein Polynom der Form fpXq “
ř1

i aiX
i in RrXs “

RrX1, . . . , Xns, bei der die Summe sich nur über Multiindizes i “ pi1, . . . , inq mit
ř

ν iν “ d erstreckt, heisst homogen vom Grad d.

(a) Zeige: Das Produkt zweier homogener Polynome vom Grad d und d1 ist ho-
mogen vom Grad d` d1.

(b) Zeige: Jeder Teiler eines von Null verschiedenen homogenen Polynoms ist
selbst homogen.

(c) Für welche a P R ist das homogene Polynom

Pa :“ X2
` Y 2

` Z2
` aXY ` aXZ ` aY Z P RrX, Y, Zs

irreduzibel?

6. Seien K ein Körper und f P KrXs ein Polynom von ungeradem Grad. Zeige, dass

Y 2
` Y ` f P KrX, Y s

irreduzibel ist.
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