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MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN, JORDANSCHE NORMALFORM

1. Sei R ein Integritdtsbereich. Fiir jeden R-Modul M heisst
Miow == {meM |Ire R~{0}: rm =0}

der Torsionsuntermodul von M. Ist M, = 0, so heisst M torsionsfrei. Zeige:
(a)
(b)
()
(d) Ist R ein Hauptidealring und M endlich erzeugt, so ist M /M, ein freier

Modul.

Die Menge M, ist ein Untermodul von M.
Der Faktormodul M /M, ist torsionsfrei.

Jeder freie Modul ist torsionsfrei.

2. Eine Folge von Elementen (my, ..., m,) eines R-Moduls M heisst eine Basis von M,
wenn jedes Element von M auf eindeutige Weise als aymq + ... + a,m, mit a; € R
darstellbar ist. Besitzt M eine Basis der Lange n, so ist M isomorph zu R", also
frei vom Rang n.

Sei nun M ein freier Modul von endlichem Rang n iiber einem Hauptidealring R.
Beweise oder widerlege:
(a) Jede linear unabhéingige Teilmenge von M lisst sich zu einer Basis von M
erganzen.
(b) Aus jedem Erzeugendensystem von M lésst sich eine Basis von M auswihlen.

(c) Jeder Untermodul von M ist frei vom Rang < n.
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3.8i A:= [ 5 8 | € Z®*? wie in Aufgabe 4 der Serie 6. Gib einen expliziten
6 9

Isomorphismus von Z3/AZ? auf ein direktes Produkt von zyklischen Z-Moduln

arll.

4. (a) Bestimme alle Isomorphieklassen von endlichen Z-Moduln der Kardinalitét 600.

(b) Bestimme die Anzahl der Isomorphieklassen von endlichen Fy[ X]-Moduln der
Kardinalitét 16.



*5.

*6.

Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Nach der Vor-
lesung existieren Zahlen r, ¢ > 0 und Primelemente p; € R und Exponenten v; > 1,
so dass gilt

¢
M=~ R" R/(p;’l)

=1

Zeige: Fiir jedes Primelement p € R und jedes v > 1 gilt
dimp/) (p"M/p" ' M) = r+|[{1<i<{|p; ~pAv>v|.

Folgere daraus, dass die Zahlen r und /¢, sowie die Paare (p;,v;) bis auf Vertau-
schung und Assoziiertheit der p; eindeutig bestimmt durch M sind.

Sei K ein Korper. Fiir zwei n x n-Matrizen iiber K schreiben wir A ~ A’ genau
dann, wenn eine Matrix U € GL,,(K) existiert mit UAU! = A’. Fiir zwei Paare
von n x n-Matrizen iiber K schreiben wir (A, B) ~ (A, B’) genau dann, wenn eine
Matrix U € GL, (K) existiert mit (AU, UBU™') = (A, B').

(a) Fiir geeignetes n finde vier n x n-Matrizen mit AB = BA und A’B" = B'A’
und A ~ A und B ~ B, aber (A, B) » (A", B').

(b) Konstruiere K[X,Y]-Moduln M und M’ von endlicher Dimension iiber K,
die isomorph als K[X]- und als K[Y]-Moduln sind, aber nicht als K[X,Y]-
Moduln.

Konstruiere die Jordan-Chevalley-Zerlegung der komplexen Matrix

0o 1 1
A= 2 1 -1
-6 -5 -3

je einmal mit Hilfe des chinesischen Restsatzes wie im Beweis der Zerlegung, und
einmal mit Hilfe der Jordan-Normalform von A. Welcher Weg ist schneller?



