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Prof. Richard Pink

Serie 9

Homomorphismen, Normalteiler, Faktorgruppen, Isomorphiesätze

1. (a) Seien G und H endliche Gruppen von teilerfremder Ordnung. Zeige, dass
jeder Homomorphismus ϕ : GÑ H trivial ist, also ϕpxq “ 1H für alle x P G.

(b) Sei G eine Gruppe, und seien H und H 1 endliche Untergruppen von teiler-
fremder Ordnung. Zeige, dass H XH 1 “ t1Gu gilt.

*2. Zeige, dass für jede natürliche Zahl m ě 3 eine endliche Gruppe vom Exponenten
m existiert, die nicht abelsch ist.

Hinweis: Untersuche Diedergruppen und Gruppen der Form

¨

˝

1 ˚ ˚

0 1 ˚

0 0 1

˛

‚ă GL3pZ{mZq.

3. Die Quaternionengruppe ist die Untergruppe Q :“ t˘1,˘i,˘j,˘ku der multipli-
kativen Gruppe der Hamiltonschen Quaternionen H “ R‘ iR‘ jR‘ kR.
Zeige: In Q sind alle Untergruppen normal, aber Q ist nicht abelsch.

4. (a) Zeige: Ist ein Normalteiler N einer Gruppe G im Zentrum von G enthalten
und G{N zyklisch, so ist G abelsch.

(b) Zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 4 abelsch ist.

5. Zeige für jede Gruppe G:

(a) Jede Untergruppe von G, welche die Kommutatorgruppe rG,Gs enthält, ist
normal. Insbesondere ist rG,Gs normal.

(b) Für jeden Normalteiler N CG gilt

rG,Gs ă N ðñ G{N ist abelsch.

(c) Für jede abelsche Gruppe A und jeden Homomorphismus ϕ : GÑ A existiert
ein eindeutiger Homomorphismus ϕ : G{rG,Gs Ñ A, sodass ϕ “ ϕ ˝ π ist,
wobei π : GÑ G{rG,Gs die kanonische Projektion bezeichnet.

Bemerkung: Die Faktorgruppe G{rG,Gs heisst Abelisierung von G, und die
genannte Aussage heisst die universelle Eigenschaft der Abelisierung.

(d) Berechne rG,Gs und G{rG,Gs für G “ Dn und alle n P Zą0.
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6. Seien a and b positive ganze Zahlen. Beweise unter Verwendung der Isomorphie-
sätze die Identität

ggTpa, bq ¨ kgVpa, bq “ ab.

*7. Lemma von Goursat. Betrachte Gruppen G1 und G2 und eine Untergruppe H von
G1 ˆ G2, so dass die beiden Projektionen pi : H Ñ Gi surjektiv sind. Zeige, dass
es normale Untergruppen N1 ŸG1 und N2 ŸG2 gibt mit pN1 ˆN2q ŸH, so dass

H{pN1 ˆN2q ă pG1 ˆG2q{pN1 ˆN2q – pG1{N1q ˆ pG2{N2q

der Graph eines Isomorphismus G1{N1
„
ÝÑ G2{N2 ist.
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