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P. Feller Losung Serie 2 F'S 2020

2.1. Norm und Skalarprodukt

(Losung auf Seite 3)

2.2. Franzosische Eisenbahnmetrik

(a) Notation: || - || :==|| - ||2

Symmetrie ist klar, positive Definitheit folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von
|| - || oder ebenfalls ziemlich direkt aus der Definition.

Fir die Dreiecksungleichung wollen wir zeigen, dass d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Dazu
miissen wir Fallunterscheidung nach der Lage von x,y,z machen, denn je nachdem,
wie viele und welche davon auf einer Gerade durch (0,0) liegen, dndert sich die
Definition der Metrik.

Fall 1: x,y,z liegen alle auf der selben Gerade durch (0,0). Dann gilt
d(x,y) =[x —yll < [lx —z[| + ||z = yl| = d(x,y) + d(y,z),

wobei wir hier genutzt haben, dass wir bereits wissen, dass ||-|| die Dreiecksungleichung
erfillt.

Fall 2: x,y liegen auf der selben Gerade durch (0,0), z nicht. Dann gilt

d(x,y) =[x =yl < [Ix|[ + Iyl < X[l + [[zl] + [ly]] + [|z]]
=d(x,z) + d(z,y).

Die Ungleichung folgt wiederum aus der Dreiecksungleichung fiir || - ||, dieses Mal mit
Umweg tiber (0,0).

Fall 3: x,z liegen auf der selben Gerade durch (0,0), y nicht. Dann gilt

d(x,y) = [[x[| + |lyll = [Ix = z + 2[[ + [ly]|
< [lx = z|[ + [[z][ + [lyl] = d(x, 2) + d(z,y).

Fall J: y,z liegen auf der selben Gerade durch (0,0), x nicht. Dies ist analog zu Fall
3.

Fall 5: Von den drei Punkten liegen keine zwei auf einer Geraden durch (0,0). Dann
gilt

d(x,y) = ||+ [lyll < [[x[[ + [[z|| + lly|| + [lz]| = d(x, 2) + d(y, 2).
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(b) Wir betrachten die in der Aufgabe angegebene Folge (27", 1) und rechnen in
den beiden Metriken den Abstand jedes Folgengliedes zum Punkt (0, 1) aus. In der
bekannten euklidschen Metrik ist dies

1271 = O, DI = (127, 0)]| = 27"

Fiir die franzosische Eisenbahnmetrik bemerken wir zuerst, dass (27",1) und (0, 1)
niemals auf einer Gerade durch (0,0) liegen, wir also immer den zweiten Fall der
Definition brauchen und dann haben wir

d((27",1),(0,1)) = [[7", DI+ (0, D[} = /(272 + 1+ 1> 2.

Wir sehen also, dass der Abstand der Folgeglieder zum Punkt (0, 1) gegen 0 geht, die
Folge also gegen diesen Punkt konvergiert, wiahrend der Abstand in der franzosischen
Eisenbahnmetrik immer mindestens 2 betréagt, die Folge deshalb also nicht gegen
diesen Punkt konvergiert. (Tatséchlich konvergiert diese Folge in der franzosischen
Eisenbahnmetrik iiberhaupt nicht.) Damit sehen wir also, dass wir in der einen Metrik
eine Konvergenz haben, welche wir in der anderen Metrik nicht haben, also sind die
beiden Metriken nicht dquivalent.
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2.3. Produktmetrik

Wir miissen tiberpriifen, ob die Eigenschaften einer Metrik erfiillt sind. Die Symmetrie
ist ganz klar. Fir die Positive Definitheit bemerken wir, dass das Maximum zweier
nichtnegativer Zahlen nicht negativ sein kann. Ferner gilt

d((z1,72), (y1,92)) = 0 & max(di(z1, Y1), do(72,72)) = 0
& di(r1,91) =0, da(z2,y2) =0
< T1 =Y, 2= Y2
& (21,72) = (Y1, 92) -

Sei i € {1,2}, sodass

d((z1,22), (y1,92)) = max{d(v1,y1), da(72,y2) } = di(i,ys) -

Es gilt auch fir i € {1,2} und fiir 21,2, € R

d’i<xi7 yl) < dl(xh Zi) + di('zi? yl) < d((:cla 1'2), (217 22)) + d((zh 22)7 (ylu Z/2)>
Beide Ungleichungen zusammen beweisen die Aussage. Wir sind fertig.

2.4. Stetigkeit

(a) Wir zeigen zuerst die Stetigkeit der Einschrankung auf Geraden.

Auf der Geraden beschrieben durch z = 0 ist f konstant 0, also insbesondere stetig.
Alle anderen Geraden durch den Nullpunkt lassen sich beschreiben durch y = a - x
fiir ein @ € R. Einsetzen liefert

o N la/z| - 2719/*1 wenn x # 0
o(e) = flaa-a) = { 1T e

Nun gilt

k
i .9~ la/zl — 4 227k = lim — =
pplofel 270 = i ko2 = iy ae =0
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(b) Auf der Parabel beschrieben durch y = 22 gilt

1-27'=1/2 wenn x #0
o) = o) = { 1 E TR e

was beweist, dass f an der Stelle (0,0) unstetig ist.

2.5. Niveaumengen/Hdohenlinien

Fiir die Niveaumenge zu einem Niveau d gilt
m2 + y2 — d,

also ein Kreis mit Radius v/d (respektive die leere Menge, falls d < 0). Die angegebenen
Werte sind in folgender Graphik skizziert, wobei in dieser Graphik ¢ = 1 — d, also
eigentlich umgekehrt zur Aufgabenstellung:

2.6. Aquivalenz von Normen auf R"
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