D-MAVT/D-MATL Analysis 11 FS 2020
Dr. Andreas Steiger

Serie 21

Die erste Aufgabe ist eine Multiple-Choice-Aufgabe (MC-Aufgabe), die online auf https://echo.
ethz.ch gelost wird. Bitte schicken Sie Thre Losungen zu den Online MC-Fragen bis Mittwoch,
29.04.2020 um 08:00 Uhr ab.

Bemerkung: Bei einigen MC-Aufgaben sind mehrere Antworten richtig. Eine MC-Aufgabe ist
dann korrekt gelost und mit einem Punkt bewertet, wenn Sie genau die richtigen Antworten ange-
ben. Andernfalls wird sie mit Null bewertet. Falls Sie die Losung nicht wissen, raten Sie nicht. So
erhalten wir eine gute Riickmeldung tiber allfillige Unklarheiten. Viel Erfolg!

Die Sterne an den Aufgaben geben die Schwierigkeit an: Einfache Aufgaben, die direkte Anwen-
dungen der Definitionen und Siitze sind werden mit (W) markiert. Zwei Sterne (W) stehen fiir
fortgeschrittene Anwendungen und Aufgaben mit drei Sternen (W) sind auf dem Niveau der
Basispriifung.

Abgabetermin fiir die schriftlichen Aufgaben: Mittwoch, 29.04.2020 bis 12:15 auf
https://sam-up.math.ethz.ch.

Homepage der Vorlesung: https://metaphor.ethz.ch/x/2020/fs/401-0262-GOL

Geogebra-Applets zu Kapitel VI: https://www.geogebra.org/m/uzebkcz2#chapter/465514

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. (W) Das Arbeitsintegral [ 7 dr des Vektorfeldes

U(w,y,2) = (€y2 + BZQ, (22 + 1):vez2 + (22 + 1)yeyz, xyzer2+92)

entlang des geschlossenen Weges ~yv, welcher aus den Seiten des Dreieckes mit den Eckpunkten
(1,0,0), (0,1,0) und (—1,0,0) besteht und im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird, betrigt:

Bitte wenden!



2. (W¥) Welches der folgenden Vektorfelder hat ein Potential auf R2?
(@) (z—y,z—-y)
(b) (2% —y, 2° + 2zy)

(€) (2% +2zy, 2° —y)

(d) (2% —ay?, 2%y — )

3. (W) Sei 7 ein Vektorfeld auf D C R3, sodass

/ v-dr=0
w

fiir alle geschlossene Wege W in D. Was folgt?
(a) Die Arbeit fW ¥ - dr hingt nur von Anfangs- und Endpunkt des Wegs W ab.
(b) rotd = (0,0,0)
(¢) divi=0
(d) [y U dF =0 fiir alle Wege W.

(e) Es existiert eine Funktion f: D — R, sodass ¢ = grad f.

4. (k) Wie gross ist die Arbeit, welche das Vektorfeld
v (z,y,2) — (a:2 + 22 4y — 2,202 + 2y)
entlang des Einheitskreises «y in der (y, z)-Ebene leistet? (Der Durchlaufsinn von v bilde mit

der x—Achse eine Rechtsschraube, schaut man also entlang der positiven Richtung der z-Achse,
so wird 7 im Uhrzeigersinn durchlaufen.)

(b) 3w
€ 3
d 0

Siehe nichstes Blatt!



5. (W) Fiir den Parameter a € R ist das Vektorfeld
U (z,y,2) —> (ln (1 + a:2) + ay?, xy + y2,z3)

gegeben. Welchen Wert muss a annehmen, so dass es eine Funktion f = f(z,y, z) mit ¥ = grad f
gibt? f muss dabei nicht bestimmt werden.

(a) a=0.

(b) a=-1/2.

(¢) a=1/2.

(d) a=1/2und a=—-1/2.

(e) Es gibt kein solches a, da der Definitionsbereich von ¢ nicht einfach zusammenhingend ist.

6. (W) Welche der folgenden Teilmengen von R? sind einfach zusammenhingend?
(a) Hohlkugel {(z,y,2) € R® | 22 + ¢y + 22 =1}

(b) Gefiillter Torus

(c) R3\ x—Achse

(@ R\{(1,2,3)}

2 2 2
(e) {(z,y,2) eR® | LG+ 4% + %5 >1}

Bitte wenden!



7. (%) Es sei das Vektorfeld 4 durch
U (x,y,2) — (—x3 —2x 4z, -y — 2+, -2 — 2z +y)

und der Weg « wie in der untenstehenden Figur definiert (er folgt zuniichst a, dann b und
schliesslich ¢). Berechnen Sie das Integral f,y v drf

a) direkt;

b) mit Hilfe des Satzes von Stokes.

8. (W) Ein Heissluftballon habe die Form einer Sphiirenkappe (also einer Kugeloberfliiche mit
horizontalem Schnitt) vom Radius R und Offnungsdurchmesser d < 2R, wie in der unten-
stehenden Figur. Das heisse Gas dringt durch die pordse Oberfliche B der Kappe mit der
Geschwindigkeit 7 = rot F, wobei ﬁ(x, y,2) = (—y,z,0). Berechnen Sie den Fluss ffB v - ndO
durch die Ballonoberfliiche B

a) direkt;
b) mit dem Satz von Gauss;

¢) mit dem Satz von Stokes.
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Siehe nichstes Blatt!



9.

10.

(%&¥) Wir betrachten das wirbelfreie Vektorfeld (Magnetfeld eines stromdurchflossenen Lei-
ters, vgl. Kap. VI, S. 14)

. -y T
: PR A — ) 7())
7 (2,9, 2) (x2+y2 212

aber jetzt nur im Halbraum x > 0. Dieser Definitionsbereich ist einfach zusammenhingend.
Also besitzt ¢ darin ein Potential f.

a) Berechnen Sie f durch Bestimmung der Arbeit von ¢ vom Punkt (1,0,0) zum Punkt
(x,y, z) lings eines geeigneten Weges.

b) Verifizieren Sie, dass grad f = ¥ ist.

(k)

a) Berechnen Sie das Potential des Kraftfeldes (z + 22, yz, y; + 2xz). Wie gross ist die ver-
richtete Arbeit, wenn man vom Punkt (1,0,0) nach (2,1, 3) geht?

b) Gegeben sei das Kraftfeld (z,y, /22 + y?). Berechnen Sie die Arbeit, wenn man sich ent-
lang der spiralfsrmigen Kurve (¢ cos(t), tsin(t),t) fiir 0 <t < R bewegt.

c) Gegeben ist das Vektorfeld
v (z,y,2) — (5005x1000y32, 15x1001y2z + 2y, 5x1001y3) .

Berechnen Sie die Arbeit A von ¥ entlang der Strecke von P = (1,0,1) nach Q = (0,1,1).



