D-MAVT/D-MATL Analysis 11 FS 2020
Dr. Andreas Steiger

Serie 24

Die erste Aufgabe ist eine Multiple-Choice-Aufgabe (MC-Aufgabe), die online auf https://echo.
ethz.ch gelost wird. Bitte schicken Sie Thre Losungen zu den Online MC-Fragen bis Mittwoch,
20.05.2020 um 08:00 Uhr ab.

Bemerkung: Bei einigen MC-Aufgaben sind mehrere Antworten richtig. Eine MC-Aufgabe ist
dann korrekt gelost und mit einem Punkt bewertet, wenn Sie genau die richtigen Antworten ange-
ben. Andernfalls wird sie mit Null bewertet. Falls Sie die Losung nicht wissen, raten Sie nicht. So
erhalten wir eine gute Riickmeldung tiber allfillige Unklarheiten. Viel Erfolg!

Die Sterne an den Aufgaben geben die Schwierigkeit an: Einfache Aufgaben, die direkte Anwen-
dungen der Definitionen und Siitze sind werden mit (W) markiert. Zwei Sterne (W) stehen fiir
fortgeschrittene Anwendungen und Aufgaben mit drei Sternen (W) sind auf dem Niveau der
Basispriifung.

Abgabetermin fiir die schriftlichen Aufgaben: Mittwoch, 20.05.2020 bis 12:15 auf
https://sam-up.math.ethz.ch.

Homepage der Vorlesung: https://metaphor.ethz.ch/x/2020/fs/401-0262-GOL

Geogebra-Applets zu Kapitel VII: https://www.geogebra.org/m/uzebkcz2#chapter/479068

MC-Aufgaben (Online-Abgabe)

1. (WY) Gegeben seien Funktionen s, t : R? — R. Welche aus den folgenden Bedingungen
garantieren die Exaktheit der Differenzialgleichung s(z,y) = t(z,y) - y'?

(a) Fir alle (z,y): sy(x,y) = tz(z,y).
(b) Fir alle (z,v): sz(z,y) = ty(z,y).
(c) Furalle (z,y): sy(z,y) = —tz(z,y).

(d) Fir alle (z,y): s.(x,y) = —m.

(e) Keine.

Bitte wenden!



2. (W¥) Welche aus den folgenden Gleichungen sind exakt?
(a) e*siny+ 3y — (3z — esiny)y’ = 0.
(b) (£ +62)+ (logz—2)y’ =0,z >0.

(¢) (ylogz+zy)y = —zlogy — xy.

(d) ¢ = —Zijg’y’, a,b,c,d > 0 Konstanten.

3. (W) Welche Aussagen iiber die Orthogonaltrajektorien der Kurvenschar
224+ Cyt=1
mit Scharparameter C' sind korrekt?

(a) Die y—Achse ist eine Orthogonaltrajektorie.

(b) Alle Orthogonaltrajektorien, welche den Punkt (0,0) nicht treffen, sind geschlossene Kur-
ven.

(c) Die Kurven der Form 3% + 2% — In|z| = K mit K > 1 sind Orthogonaltrajektorien.

(d) Die Kurven der Form y? + 22 — In(2?) = K mit K > 1 sind Orthogonaltrajektorien.

4. (W¥) Die Funktion g : R? — R sei das Potential eines Vektorfelds 7 = grad g. In welcher
Beziehung stehen die Niveaulinien von g mit den Feldlinien von 9?7

(a) Die Niveaulinien von g und die Feldlinien von ¥ sind (abgesehen von der Orientierung)
gleich.

(b) Die Niveaulinen von g und die Feldlinien von @ sind Orthogonaltrajektorien voneinander.

(c) Es gibt keinen Zusammenhang dieser Art.

Siehe nichstes Blatt!



. (W) Bestimmen Sie die Kurvenschar der allgemeinen Losung der Differentialgleichung
v )P +y-1=0, y=y(x)>0

sowie ihre Enveloppen.

. (W) Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektorien der Kurvenschar

Skizzieren Sie diese Trajektorien.

. (%#) Gegeben sei die Differentialgleichung

y—ay =V (y)?+1L

Bestimmen Sie die allgemeine und die singuldre Losung. Welche geometrische Form hat die
Enveloppe der Losungsschar?

. (W#&Y) Seien P und @ Punkte auf den Winkelhalbierenden des
ersten bzw. zweiten Quadranten. Berechnen Sie die Enveloppe der
Schar der Geraden PQ, fiir die die Summe der Lingen

PO+ QO = 2V2

ist. (O ist der Koordinatenursprung.)

Bitte wenden!



9. (W) Seiy' = f(x,y) eine Differentialgleichung erster Ordnung, die den Existenzsatz erfiillt,

d.h.

die zugehorige Losungskurvenschar ist regulér. Sei « ein beliebiger Winkel. Ziel dieser Auf-

gabe ist es, eine weitere Differentialgleichung 1. Ordnung zu finden, deren Losungskurvenschar
der urspriinglichen Differentialgleichung an jeder Stelle mit Winkel « schneidet.

a)

b)

U1

Zeigen Sie: Ein ebener Vektor v = ( ) lasst sich durch Multiplikation mit der Rotati-

V2

R, — (C.OS a —sin a)
sina  cosa
drehen: Der Vektor w = R, -v ist gleich lang wie v, der Winkel zwischen ¢ und 0 ist gerade
a.

onsmatrix

Nehmen Sie an, dass cosa — f(x,y)sina # 0 fiir alle (x,y) € R2. Beniitzen Sie die Be-
schreibung von Losungen von Differentialgleichungen als Feldlinien von Vektorfeldern und
Teil (a), um zu zeigen, dass die Losungskurven der Differentialgleichung

, _ sina+ f(x,y)cosa
~ cosa— f(z,y)sina

die Losungskurven der Differentialgleichung 3" = f(z,y) im Winkel o schneiden.

Es sei @« = 7/4 und f(z,y) = %sin(x + y). Bestimmen Sie eine Differentialgleichung

y' = g(z,y) deren Losungskurven die Losungskurven von y' = f(z,y) iiberall im Winkel «
schneiden.



