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Losung 5

1. a) Inder Vorlesung haben wir den folgenden Trick gesehen

E'[f] = |Qulf] = Qilf] + Qilf] = IIf]] < |Q3Lf] = @ulf]| + |Q1Lf] = ILA1]-

Mit E2[f] = |Q2[f] — I[f]| ~ 2, erhalten wir

25

B (1 5) ~ @l - @l & B~ (570 ) [l - @)
Dann haben wir fiir £?[f]
E! 1
B~ Sl (5 ) s - @il
Da die Trapezregel die Ordnung s = 2 besitzt, ist der Fehler-Schitzer fiir £2(f]
gegeben durch

b) Siehe adapttrapez_simple.m.

¢) Die Implementierung adapttrapez_simple.m besitzt folgende zwei Haupt-
Schwiichen:

e Die Rekursion konnte unendlich lang weiter gehen
e Die Funktionsauswertungen werden immer von neuem berechnet

2. Explizites Eulerverfahren
a) Man erhilt das Richtungsfeld in Abb. 1.
b) Siehe das kommentierte expEuler.m.

¢) Die beiden numerisch berechneten Losungen sind in Abb. 1 dargestellt.

Bitte wenden!
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Abbildung 1 — Richtungsfeld der logistischen Diff.-Gl. und zwei mit dem Euler Verfahren
numerisch berechneten Losungen.

d) Wir beobachten, dass in dem log-1log-Plot (log(h) vs. log(Abs. Fehler)) der
absolute Fehler auf einer Geraden liegen (fiir 4 < 0.1). Dank dem Gitter erkennt
man auch leicht, dass die Gerade ungefihr Steigung Eins hat. Also der absolute
Fehler verhilt sich wie Ey = O(h?) mit p = 1. Das explizite Euler Verfahren
hat somit Ordnung Eins!

3. Die exakte Losung des AWPs ist gegeben durch y(t) = eA? yq.

Behauptung: y.(t) = (Z?:o (A;.?j) yo fir alle £ € N. Beweis durch vollstandige

Induktion: Fiir £ = 1 haben wir

¢
yi(t) = yo +/ Aydt
0
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Siehe nichstes Blatt!



Abs Fehler

-2 L L L R L
1073 1072 107 10° 10"
Schrittweite h

10

Abbildung 2 — 1oglog-Plot des absoluten Fehlers als Funktion der Schrittweite.

Fiir £ = 2 haben wir .
ya(t) = yo +/ Ay (s)dt
0
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Gehen wir davon aus, dass die Aussage fiir £ bereits bewiesen ist. Dann fiir £ + 1

Bitte wenden!



erhalten wir

t
Vitr1(t) =yo+ | Ayk(s)ds
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Da eAt = Zj‘io %, erhalten wir dass

lim yr1(t) = ey, = y(t).
k—o00

a) Wir setzen
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und erhalten
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mit Anfangswert

b) Wir schreiben
und erhalten

z(t) = ( —21(t) + cos(za(t))e =2 ) |

mit Anfangswert

Siehe nachstes Blatt!



¢) Wir schreiben

und erhalten



