D-MATH Lineare Algebra II FS 2020
Prof. Thomas Willwacher . )
Musterlosung Serie 8

ADJUNGIERTE ABBILDUNG

1. Berechnen Sie jeweils die adjungierte Abbildung F?¢ zu F':

(a) Sei V' = R[t]<ip der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 10 mit
Skalarprodukt

(f.g) = / ol

und sei
F(p) = S(0— ).

Zusatz: Was schliefsen Sie fiir die Eigenvektoren und Figenwerte von F 7 Sie
kénnen auch zeigen, dass die Eigenvektoren von F gerade die Legendre Po-
lynome der Serie 4 sind.

(b) F =4 mit V = R[t]<s, mit dem Skalarprodukt von (a).

(c) Seiwieder V' = R[t]<1¢ der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < 10,
aber jetzt mit Skalarprodukt

_ [ ~td
)= [ rgear
und sei F' € End(V), so dass

F(p)=tp"+ (1 -1)p'.

(d) * Wir betrachten nun ein unendlich dimensionales Beispiel, auch wenn dies
in der Vorlesung streng genommen nicht behandelt wurde. Seien nun V' die
polynomialen Funktionen R?* — R und W die polynomialen Funktionen R3 —
R3. Sei das Skalarprodukt auf V und W jeweils gegeben durch

(f.9)=| f@) g .
R3
Sei ' =V € Hom(V, W) der Gradient, also F'(p) = grad(p) = Vp. Zeige, dass
die Abbildung Fad: W — V definiert durch F24(q)(z) = —div(q)(z) +xTq(z)

firallep € V, g € W, x € R? erfiillt:

(F(p), yw = (p, F**(q))v -



(e) Sei nun V = C™ mit Skalarprodukt gegeben durch eine hermitesche positiv
definite Matrix A (also (z,y) = 27 Ay) und F € End(V') gegeben durch eine
beliebige Matrix B € M(n x n,C) .

Bemerkung: Fiir (b) kann es sinnvoll sein, zuerst (e) zu losen. Fir (a), (c) ist die
FEinschrdinkung des Grades der Polynome eigentlich unerheblich, Sie konnen auch
mit dem unendlich dimensionalen Vektorraum aller Polynome arbeiten, oder mit
ausreichend differenzierbaren Funktionen. Fir (b) konnen Sie allgemeiner auch
alle Polynome vom Grad < N nehmen, die Aufgabe wird dann allerdings schwie-
riger.

Losung:

(a) Wir nutzen (zweimal) partielle Integration:

(F(f),g) = / ((1— ) /(1)) glt)dt = / (1= ) £/(1)g (1)t

N /_1 FO(L =g @) dt = (f, F(g)),

Hierbei verschwinden die Randterme in der partiellen Integration jeweils, da
1 —t?in t = +1 verschwindet. Also ist F% = F, also F selbstadjungiert.
Also ist insbesondere F' diagonalisierbar, mit reellen Eigenwerten, und V' hat
eine ONB aus Eigenvektoren von F. Ausserdem ist der Raum der Polynome
von Grad < N, Vi = R]t]<y, offensichtlich invariant unter F fiir alle N, da
F zwei Ableitungen enthilt, und hochstens eine Multiplikation mit #2. Wir
konnen also induktiv die ONB py, ..., py (von Vy) aus Eigenvektoren von F
so wihlen, so dass degp; = j. Da die Orthonormalitdt und die Gradbedin-
gung auch die durch das Gram-Schmidt Verfahren gewonnene Basis eindeutig
(bis auf Vorfaktor) charakterisieren, miissen die beiden ONB iibereinstimmen,
allenfalls bis auf unerhebliche Vorfaktoren, die man auf 1 setzen kann. Ins-
besondere miissen die Legendre Polynome der Serie 4 gerade eine Eigenbasis
von F bilden. Man beachte, dass das letzte Argument nicht die explizite Form
des Skalarproduktes oder von F' verwendet, und man kann es analog fiir alle
Systeme von klassischen orthogonalen Polynomen verwenden.

Man kann aber auch explizit nachrechnen, dass mit

dn 2 n
pa(t) = cn%(t —1)

gilt:
F(pn) = (1 - tQ)pg - Qt]);l = _n(n - 1)pn
Zunéchst gilt ndmlich

(1— t2)%(t2 —1)" = (1 —tH2nt(t* — )" L.



Durch n + 1-faches Differenzieren erhalten wir dann

drt? n+1 dartt n+1 dr
42 2 n o (42 n o\ (42 n
(1) = 1) +( X )( 2t)dtn+1(t 1) +( , )( 2) (= 1)
dmtt . (n—+1 ar .

woraus folgt
(1 —tHp! —2tp), +n(n —1)p, =0.

(b) Lésung fir allgemeine N: Sei allgemein py, ..., py eine ONB von Vi, und
¢ € V} eine Linearform. Dann gilt, wie in der Vorlesung, fiir alle z € Vy

N

U(a) = {,pi)l(p;)-

J=0

Insbesondere kénnen wir ¢ = evy, nehmen, die Evaluation in ¢ = ¢y, und

erhalten
N

plto) = > (p,p;)p;(to)-

J=0

_V2n+1 d"™ (
Pn V/22np! dtm

die normalisierten Legendre Polynome, so dass (p;, p;) = d;;. Dann gilt

Vil (1) = (2l
V2 S Ve

denn jede der n Ableitungen muss genau einen der n Faktoren (¢* — 1) “tref-
fen”, da diese sonst in 1 verschwinden.

Seien nun
t2—1)"

pn<1) =

Nun gilt also fiir beliebige p,q € Vi, wieder mit partieller Integration und
der Formel fiir die Evaluation in tg = £1 oben
1

(F@).0) = [ it = 1)) ~p-1a(-) - / _

1 -1

1)ijpj(1)> ijpj (0,4

Also ist
F*q) = —¢ + q(1)ps — q(—1)p_
mit
N . :
\/zyT 2] +1 d :
e = Sy = YL Vo
j=0 7=0 '



Im gefragten Beispiel ist N = 2, wir erhalten also

P :%igt—kg%(?ﬁ?—l)—%ﬂigt—%
Also konkret,
F(1) =p, —p_ =3t
Fel(t) = ~1+py +p- = %z — g
Fot?) = 2t +p, —p_ =t

Alternative Lésung fiir N = 2: Die Matrix des Skalarproduktes bzgl. der
Standardbasis 1, ¢,¢? ist

A:

winv O DN
O wiv O
gl O Wi

Somit ist (mit einem der Rechenverfahren fiir die Inverse)

(9 0 -15
A== 0 12 0
—15 0 45

Die Matrix von F' ist

0
= 2
0
g

Die Matrix von der adjungierten Abbildung ist also (siehe (e)):

L[ 9 0 —15\ /0 0 0\ /2 0 3
,ArlBTA:g 0 12 0 100]{0 20
-15 0 45/ \0 2 0/ \3 0 2

L[ 9 0 =15\ /0 0 0

=g 0 120 2 0 2

-15 0 45/ \0 3 0

L (0 —20 0 0 -2 0

=324 0 8)=(3 0 1

0 60 0 0 2 0

(c) Bemerke zunichst, dass F(p) = (tp'e")’e’. Dies vereinfacht die folgende



Rechnung (mit partieller Integration)

(F(f).g) = / (tf'e ) gt
=— /OO f'tg'e tdt

/ f(tg'e™")d
F(g)) -

Daher ist F2 = F'| F ist also selbstadjungiert. Die Randterme in der partiel-
len Integration treten hier nicht auf, da immer mindestens ein ¢ im Integrand
steht, das die Randterme verschwinden lasst.

Bemerkung: Mit der gleichen Argumentation wie in (a) ist also eine Eigenba-
sis von F' gegeben durch die aus der Standardbasis 1,¢,¢2,... durch Gram-
Schmidt gewonnene ONB. Die entsprechenden orthogonalen Polynome sind
die Laguerre Polynome (bis auf Normierung).

(d) Die Aufgabe ist nicht so schwierig, benotigt aber den Satz von Gauss aus der
Analysis. Mit diesem berechnen wir

= [V g = [ (9 ge g9 e )

- (Vf, g+ (f, (V- (g@—%llwll2)6+%llw\\2)).

Der Randterm links ist 0, da die Exponentialfunktion im Unendlichen schnel-
ler als jedes Polynom fallt. Also ist

Fi(g) = —(V - (ge_%||”CH2)«C:+%||“3||2 =—-V.g+g-z.=—-divg+g-x

Bemerkung: Rechnungen mit Vektorfelder, Gradient und Divergenz und dem
Satz von Gauss wie hier sind im spéateren Studium sehr wichtig und allge-
genwirtig, insbesondere auch in der Physik. Sie sollten dies bis zum Ende des
Semester sehr gut beherrschen. Falls Sie die Grundlagen dafiir noch nicht in
der Analysis Vorlesung hatten, kommen Sie doch beim Lernen fiir die Priifung
nochmal auf diese Aufgabe zuriick.

(e) Sei (x,y)a = 2T Ay und (z,y) = 27y, dann ist fiir alle z,y
(x,By)a = (A"a, By) = (B"ATw,y) = (A") "' B" ATz, y)4
und daher (AT)"1BT AT die Adjungierte zu B bzgl. (,) 4.

2. Sei V ein n-dimensionaler unitérer Vektorraum und W C End(V') ein Untervek-
torraum mit den Eigenschaften



(i) FeW = F*eW,dh W ist (—)*-invariant,
(i) F,G e W = FG=GF.

Zeigen Sie: Dann gibt es eine ONB B = (vy,...,v,) von V und lineare Funktionen
AW =C,j=1,...,n,s0 dass fiir alle F € W und j gilt

F(v;) = N(F)v; .

Das heif3t also, die Basis besteht aus gemeinsamen Eigenvektoren der Endomor-
phismen in W.
Losung:

Aus den beiden Bedingungen (i) und (ii) folgt, dass alle I € W normal sind.
Sei {F;} eine Basis von W. Nach Spektralsatz existiert eine ONB aus Eigenvek-
toren von F;. Da alle F; kommutieren, kénnen wir sogar eine ONB (vy,...,v,)
aus gemeinsamen Eigenvektoren wihlen (siche Lineare Algebra I). Seien p;; die
Eigenwerte, also

Fi(v;) = paju; -
Die gesuchten linearen Abbildungen A; sind dann durch
A (F) = pui
wohldefiniert, da die F; eine Basis bilden.

3. Seien V, W endlich dimensionale euklidische Vektorraume.

(a) Sei weiter F': V — W linear und U C W ein Untervektorraum. Dann gilt
Fad(UL) — (F—IU)L '

(b) Sei nun F: V — V selbstadjungiert. Dann gilt fiir alle Untervektorraume
uvcv
FUY) = (F'U)*.

Gilt die Umkehrung?
Losung:

(a) Die Aussage folgt aus Satz 6.2.3 (zusammen mit der Definition von F ad),
Aquivalent: Fiir alle w € U+ und v € F~1U ist

(v, F*w) = (Fo,w) =0,



daher F24(U+) c (F~'U)* und Gleichheit unter Verwendung der Dimensi-
onsformeln. Zunéchst gilt
dim V' = dim Ker(F') + dimIm(F) ,
dim U+ = dim(KerF* N U*) 4 dim F4(UL) |
dim F~'U = dim Ker(F) + dim(Im(F) N U),
dim(U) + dim Im(F) = dim(U + Im(F)) + dim(U N Im(F)),
dimU +dimU* =dim W, dim F'U + dim(F~'U)* = dim V.
AuBerdem ist KerF® = (ImF)* und (U+ NIm(F)*) = (U + Im(F))* und
daher insgesamt
dim F*(U+) = dim U+ — dim(Ker(F*) 0 U*) = dim U — dim(U* N Im(F)*4)
=dimW —dim U + dim(U + Im(F)) — dim W
= dim Im(F) — dim(Im(F) N U)
= dimV — (dim Ker(F) + dim(Im(F) N U)) = dim V — dim F~'U
= dim(F~'U)*.
(b) Danun F = F? folgt die Aussage direkt nach (a). Die Umkehrung gilt nicht:
Man betrachte bspw. eine anti-selbstadjungierte Abbildung F' # 0.

4. Betrachten Sie zwei windschiefe Geraden L = v + wR und L/ = v + w'R im R"

Sei weiterhin
d(L,L') = min(||u' —u|| | v € L,u" € L)

der Abstand zwischen L und L'. Bestimmen Sie d(L, L’) unter Verwendung der
Differentialrechnung.

Losung:
Seien 0.B.d.A. w und w’ normiert und sei

SAN) = |V + N — v — dw|

= A2 = 2(w, W) AN + N? 4+ 2((v,w) — (', w)A + 2((v, w') — (v, w' )N
+ ol + (1)1 = 2(v,0) .

Wir bestimmen ein lokales Minimum von ¢ durch die zwei Bedingungen

e Vi =0,

e Hess(d) positiv definit.

Man berechnet die Ableitungen als

% = 2X = 2(w, W)X + 2({v, w) — (v, w)),
00X 2w+ 2 )  fea),

7



und die Hess’sche als

Hess(8) — <_2<2 _2<1§’w'>) .

w,w')

Da w und w’ normiert sind ist —1 < (w,w’) < 1 und somit det Hess(d) = 4 —
4(w,w')? > 0. Auch der erste Hauptminor ist positiv (2 > 0) und somit Hess(d)
positiv definit.

Aus der ersten Bedingung berechnen wir nun die Losung

ac+b , ab+c

o 1—a2’ 1 —q2’

wobel
a={(w,w)y, b= w—(v,w), c=@ww)— ).

Unser lokales Minimum ist aber auch globales Minimum, da § — oo fiir A — oo
oder N — co. Da d = ¢% haben wir also d(L, L') gefunden.

. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, F' € End(V) und F* € End(V*) die
duale Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir charakteristisches Polynom und Minimalpo-
lynom gilt:

pr(t) =pp-(t),  mp(t) =mp(t).
Losung: Sei B = (vq,...,v,) Basis von V und B* die assoziierte duale Basis von

V*. Dann ist
Mp-(F*) = Mg(F)".

Die Aussage folgt nun, da transponierte Matrizen stets das gleiche char. Polynom
und Minimalpolynom haben.



