ANALYSIS 2 FRUHJAHRSEMESTER 2020
Prof. Peter Jossen Freitag, 21. Februar

Ubungsserie 1

Abgabe bis zum 2. Mérz
Bewertete Aufgaben: (3+7)",(4+8)",13
Weitere empfohlene Aufgaben: 1,9,10,11,12,14,15

Aufgabe 1. Sei X eine endliche Menge, und 7 eine Hausdorff’sche Topologie auf X. Zeigen
Sie, dass 7 die diskrete Topologie ist.

Aufgabe 2. Wie viele Topologien gibt es auf der Menge {0, 1}? Und auf der Menge {0, 1,2}7

Aufgabe 3. Bestimmen Sie das Innere, den Abschluss und den Rand folgender Teilmengen
Y von R, fiir die Standardtopologie auf R.

)y =0 (2) Y =0
(3) Y (4) Y =(0,1)
BRI (6) ¥ = [0.00)
MY = {0} 8) Y ={|neN\{0}}

Aufgabe 4. Bestimmen Sie das Innere, den Abschluss und den Rand folgender Teilmengen Y
von [0, 1], fiir die Standardtopologie auf [0, 1], welche als Unterraumtopologie von R induziert
wird.

(1) Y =[0,1] (2) Y =Qn[0,1]

(3) Y =10,1) (4) Y =(0,1)

Aufgabe 5. Sei 7, die folgende Familie derjenigen Teilmengen U C R, die folgende Eigen-
schaft haben:

VueUVereR: v<zx = xe€U

Zeigen Sie, dass 7, eine Topologie auf R ist. Welche Funktionen f : (R, 7;) — (R, 7} ) sind
beziiglich dieser Topologie stetig?

1Zihlen als eine Aufgabe zusammen



Aufgabe 6. Sei X eine Menge. Sei 7 die Familie aller Teilmengen U C X mit der Eigen-
schaft, dass X \ U endlich ist, oder U = & gilt. Uberpriifen Sie, dass die so beschriebene
Familie 7 von Teilmengen von X eine Topologie ist. Sie heisst koendliche Topologie.

Aufgabe 7. Beschreiben Sie die Menge aller stetigen Funktionen R — {0, 1}, wobei die
Topologie auf {0, 1} jeweils gegeben ist durch

(1) To = {®> {07 1}}7

(2) T = {®7 {1}7 {07 1}}7

(3) T2 = {Qv {0}7 {1}7 {07 1}}
Benutzen Sie fiir ihre Antwort den Begriff der charakteristischen Funktion (siche Pa-
ragraph 2.45 im Skript). Uberlegen Sie sich auch, wie die Antworten aussehen fiir einen

allgemeinen topologischen Raum X und stetige Funktionen X — {0, 1}.

Aufgabe 8. Betrachten Sie die Menge X = R mit einer Topologie 7, welche alle Mengen
der Form (a,b] mit a < b € R enthélt (die Topologie muss aus den Axiomen her natiirlich
noch mehr enthalten, Vereinigungen, usw).

(1) Zeigen Sie, dass alle Intervalle der Form (a, b), (a,00) und (—o0, b] auch in 7 sind. Ist
la,b) auch offen?

(2) Schliessen Sie, dass jede Menge U, welche in der Standardtopologie von R offen ist,
auch in der Topologie 7 offen ist.

(3) Begriinden Sie, warum die Topologie 7 strikt mehr Elemente besitzt als die Stan-
dardtopologie auf R.

Aufgabe 9. Sei (X,d) ein metrischer Raum, z € X und sei r > 0 eine reelle Zahl. Zeigen
Sie, dass die Menge

B(z,r) ={y € X |d(z,y) <r}
beziiglich der von d induzierten Topologie auf X abgeschlossen ist. Stimmt es, dass die Menge
B(x,r) der Abschluss von B(z,r) = {y € X | d(z,y) < r} ist?

Aufgabe 10. Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und 7 : X — Y eine surjektive
Abbildung. Wir definieren durch

7:={U CY |n (U) ist offen in X}

die sogenannte Quotiententopologie auf Y.

(1) Zeigen Sie, dass 7 eine Topologie auf Y ist.
(2) Zeigen Sie, dass die Quotiententopologie genau die Topologie auf Y ist, so dass
(a) die Abbildung 7 : X — Y stetig ist; und
(b) fiir jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung f : Y — Z gilt, dass f
genau dann stetig ist, wenn f o 7 stetig ist.



Aufgabe 11. Wir betrachten das Quadrat @ := [0, 1] x [0, 1] und definieren eine Aquiva-

lenzrelation ~ via
(z,y) ~(@y) = |z—2[=Tudy=y.
Sei Y = X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen und 7 : X — Y,z + [z] die kanonische

Surjektion. Wir versehen nun Y mit der Quotiententopologie (siche Aufgabe 10).

(1) Beschreiben Sie die offenen Umgebungen der Punkte 7(x,y) fiir (z,y) € (0,1) x [0, 1],
sowie der Punkte 7(0,y) und 7 (1,y) fur y € [0,1]. Kénnen Sie Y skizzieren?
(2) Was éndert sich, wenn wir die Aquivalenzrelation ~ gegeben durch

()~ (z',y) <= |Jr—a|=1undy=1—y

anstelle von ~ auf () verwenden? Konnen Sie auch hier Y skizzieren?

Aufgabe 12. Seien X und Y topologische Rdume und seien A; und A, C X abgeschlossene
Teilmengen von X mit X = A; U A,. Seien f; : Ay — Y und fy : Ay — Y stetige
Funktionen mit fi(x) = fao(x) fir alle z € Ay N A,. Zeigen Sie, dass die Funktion f: X — Y
gegeben durch
o) = fi(z) fallsz e Ay
fo(z) fallsz € A,y

wohldefiniert und stetig ist.

Aufgabe 13. Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Skizzieren Sie (zum Beispiel fiir n = 4) die
folgende offene Uberdeckung U = {Uy,...,U,_1} von (0,1) C R gegeben durch

1 i
UZ»:<Z Lt )
n n

Besitzt diese Uberdeckung eine Lebesgue Zahl? Wenn ja, finden Sie eine moglichst grosse

(bzw die grosste in Abhéngigkeit von n).
Finden Sie ausserdem eine offene Uberdeckung von (0, 1), welche keine Lebesgue Zahl besitzt.

Aufgabe 14. Sei X ein diskreter topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann
kompakt ist, wenn X endlich ist.

Aufgabe 15. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene
Teilmenge von X kompakt ist.

Aufgabe 16 (Lektiire). Man kann mit Hilfe einer speziellen Topologie auf Z zeigen, dass
es unendlich viele Primzahlen gibt. Wie dies genau funktioniert kann in [AZ14] nachgelesen

werden.
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