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Ubungsserie 13

Abgabe bis zum -
Bewertete Aufgaben: -
Weitere empfohlene Aufgaben: 1,2,3,5,6

Aufgabe 1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung

u"(t) — 2u"(t) + 4u'(t) = 0.

Aufgabe 2. Losen Sie folgende Differentialgleichungen. Sie kénnen Spezialfille ignorieren,
die durch das Verschwinden von gewissen Ausdriicken im Losungsverfahren entstehen.

o (@' —a)y =y’ +y,

oy ter=1,

oy =1-y

o y'2? =y* + yx + 2°.

Aufgabe 3. Seien ay,...,ay € C paarweise verschiedene komplexe Zahlen und I C R ein
nichtleeres, offenes Intervall. Zeigen Sie, dass die komplexwertigen Funktionen u;, € C'*°(I)
gegeben durch

uj(x) = exp(a;x)

fiir j = 1,...,d linear unabhéngig iiber C sind.

Aufgabe 4. Zu jedem Paar (n,a) € N x C definieren wir die komplexwertige Funktion
P, o(x) = 2"e* auf R. Diese Funktionen, und allgemeiner auch Linearkombinationen mit
komplexen Koeffizienten solcher Funktionen heissen Exponentialpolynome.

Zeigen Sie, dass fiir paarweise verschiedene Paare (n1,aq), ..., (ng, ax) € N x C die zugehori-

gen Exponentialpolynome C-linear unabhéingig sind.

Aufgabe 5.  a) Verwenden Sie die Substitution v = u/t zur Bestimmung der maximalen
Losung des Anfangswertproblems

2/ (1) — tu(t) — u(t) = %,
{ u(l) = 1.



b) Bestimmen Sie durch Separation der Variablen die maximale Losung des Anfangswert-

problems

{u’(t) +e'® =1,
u(0) = log(2).

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass die Picard-Iteration zum Anfangswertproblem
u'(t) + 24/ |u(t)| = 2t,
u(0) =0,

in keiner Umgebung von 0 punktweise konvergiert. Wie ist dies mit dem Beweis des Satzes
von Picard-Lindel6f vereinbar?

Aufgabe 7. Zeigen Sie: Fiir jede Funktion g € C([0, 1]) existiert eine Funktion f € C(]0, 1])

mit

fz) - / Ce i () dt = g(x)

fir alle z € [0, 1].

Aufgabe 8. Sei U C R x R” offen, F': U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld und
f: R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass (F'(¢,z), grad(f)(x)) = 0 fiir alle
(t,x) € U gilt.

Zeigen Sie, dass fiir jede Trajektorie u: (a,b) — R"™ des Vektorfeldes, das heisst fiir jede
Losung eines Anfangswertproblems

u(ty) = xg, wobei (to, xg) € U, und
u'(t) = F(t,u(t)) Yt e (a,b),

die Abbildung f owu: (a,b) — R konstant ist. Was bedeutet dies geometrisch? Illustrieren
Sie anhand einer Skizze im Fall n = 2.

Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass
S-exp(A)- S =exp(S-A-57h
fir alle A € Mat,,(R) und alle S € GL,(R) gilt.

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass
exp(A + B) = exp(A) - exp(B)

fiir alle kommutierenden Matrizen A, B € Mat,,(R), d.h. A- B = B A, gilt. Folgern Sie, dass
das Bild von exp in der Teilmenge GL,(R) C Mat,(R) der invertierbaren Matrizen liegt.



Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass fiir alle Blockdiagonalmatrizen
B, 0 exp(By) 0
exp = e
0 By, 0 exp(Bx)
gilt, wobei B; € Maty, (R), d; € N, i = 1,..., k, die einzelnen Diagonalblocke bezeichne.

Aufgabe 12. Wir bezeichnen mit
50,(R) = {X € Mat,(R)| X* = - X}
den R-Vektorraum der anti-symmetrischen Matrizen. Zeigen Sie, dass das Matrixexponential
exp: 50,(R) — SO, (R)

surjektiv ist.
Hinweis: Zu jedem A € SO, (R) gibt es B € SO,(R), sodass B - A - BT Blockdiagonalform
hat mit Blocken der Form £1 oder SO5(IR). Verwenden Sie nun Aufgabe [9 und Aufgabe

Aufgabe 13. Sei A € Maty(R). Wir betrachten die Differentialgleichung
u'(t) = A-ult).
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen #dquivalent sind.

a) Die Matrix A is nilpotent.
b) Jede Losung u der Differentialgleichung ist ein Polynom.
c¢) Es gibt d linear unabhéngige polynomiale Losungen der Differentialgleichung.

Aufgabe 14. Bestimmen Sie den Losungsraum der linearen Differentialgleichung
u'(t) = A-ult),

wobel

A= 7 T e Mat(R).



