ANALYSIS 2 FRUHJAHRSEMESTER 2020
Prof. Peter Jossen Freitag, 20. Méarz

Ubungsserie 5

Abgabe bis zum 30. Mérz
Bewertete Aufgaben: 3,5,7
Weitere empfohlene Aufgaben: 1,2,8

Aufgabe 1. Zeichnen Sie die Menge aller Nullstellen von f und 9,f fiir die folgenden
Funktionen f: R? — R:

(1) f(z,y) = zy(z +y — 1);
(2) flz,y) = 2%y* —2® —y* + 1;
(3) f(z,y) =y*(1 —z) — 2%

(4) flz,y) =y* —2*(x +1).
An welchen Punkten (zg,y9) € R? sind die Voraussetzungen fiir den Satz {iber implizite
Funktionen erfiillt, und wo nicht?
Gibt es eine abgeschlossene Menge A C R?, fiir die es keine stetige Funktion f: R? — R
gibt, sodass A = f71(0)?

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem
xy’ +yu® + 20° =1,
{m5y +you+ v =1,
in einer Umgebung des Punktes (zy, yo, 20, uo, vo) = (0,1, 1,1,0) nach den Variablen u und v

auflosbar ist und bestimmen Sie die Ableitungen D4, 4, o)t und Dy, 4, -)v der so definierten
impliziten Funktionen u = u(x,y, z) und v = v(z, y, 2).

Aufgabe 3. Sei I': R?> — R die Funktion gegeben durch
F(x,y,2) =2 +32z +ay — 2.

(1) Benutzen Sie in dieser Teilaufgabe den Satz iiber implizite Funktionen noch nicht.
Zeigen Sie, dass fiir alle (z,y) € R? genau ein z € R mit F(z,y,z) = 0 existiert.
Welches z gehort zu (z,y) = (—1,2)7

(2) Sei f(z,y) = z, die in Teilaufgabe eindeutig bestimmte Losung, so dass

F(z,y, f(z,y)) =0

ist. Zeigen Sie, dass f stetig differenzierbar ist und berechnen Sie den Gradienten

V(-1,2).



Aufgabe 4. Entscheiden Sie, ob die Gleichung y?(1 — x) = z?® in einer Umgebung des

Punktes (z¢,y0) = (0,0) nach der Variablen x auflosbar ist.

Aufgabe 5. Sei F': R? — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und (zg, 30) eine
Nullstelle von F', so dass 0, F'(zo, yo) # 0 ist. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen (12.3
und 12.4) gibt es eine zweimal differenzierbare Funktion f : B(xg,r) — B(o, $), so dass
fir alle z,y € B(zo,7) X B(yo, ) die Gleichung F(z,y) = 0 genau dann gilt, wenn f(z) =y
ist. Beweisen Sie die Formel fiir die zweite Ableitung

" (0,F)%0%, F — 28yF(3§yF8xF + 8§yF(8xF)2
f (l’) - - (ayF>3 (l’,f(l’))

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass fir B € Mat,, ,,(R) mit || B|lop < 1 die Matrix I,,, — B inver-

tierbar ist mit
(In—B)'=> B
j=0

Die Reihe Z;io BY ist dabei als Grenzwert der Folge (Z?:o B’ )ZOZO aufzufassen; ein Teil der
Aussage ist also, dass diese Folge unter den getroffenen Annahmen konvergiert. Zeigen Sie,
dass die Menge der invertierbaren Matrizen in Mat,, ., (R) offen ist und dass zu B € GL,,(R)
jedes C' € Mat,, m(R) mit [|C'— Bllop < [[B™||;, ebenfalls invertierbar ist.

Aufgabe 7. Sei 0 < p < 1, sei yp € R und sei X = (C°([—p, p]), || - lloo) der vollstéindige
normierte Raum der reellwertigen stetigen Funktionen auf [—p, p] versehen mit der Supre-
mumsnorm. Wir betrachten die Abbildung 7: X — X gegeben durch

T(u)(z) = /0 "t dt + uo

fir alle u € X, x € [—p, p].

(1) Zeigen Sie, dass T' eine Kontraktion ist, und folgern Sie, dass 7" genau einen Fixpunkt

besitzt.
(2) Konnen Sie den Fixpunkt explizit angeben?

Hinweis: Leiten Sie die Fixpunktgleichung nach z ab.

Aufgabe 8. Im Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen kam der Banachsche Fixpunkt-
satz zur Anwendung. Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen letzteren Satzes notwendig sind,
indem sie je ein Beispiel fiir die folgenden Phénomene angeben:
(1) ein nicht-vollstandiger metrischer Raum (X, d) und eine Lipschitz-Kontraktion f: X —
X ohne Fixpunkt;
(2) ein vollstéandiger metrischer Raum (X, d) und eine Funktion f: X — X mit d(f(z), f(y)) <
d(x,y) fir alle z,y € X mit z # y, jedoch ohne Fixpunkt.



Definition. Seien k,n € N. Wir bezeichnen mit
Multg(R",R) = {A: R" x --- x R"” — R| A multilinear}
—_———
k-mal
den R-Vekorraum aller multilinearen Abbildungen. Wir erinnern daran, dass eine Abbildung
A: R"x -+ xR" — R
—_———
k-mal
multilinear heisst, wenn sie
ATy, o i, AN+ Y, Tiay - T) = ANA(T1, - xk) AT, T, Y Tty k)

fiir alle x1,..., 25,y € R®, A€ Rund alle: =1, ..., k erfiillt.
Eine multilineare Abbildung A € Mult,(R™, R) heisst symmetrisch, wenn

A(:El, e ,Ik) = A(Ia(l), . ,Jig(k))

fiir alle Permutationen o € Sy und alle x4, ...,z € R" gilt.
Eine multilineare Abbildung A € Mult,(R™, R) heisst alternierend, wenn

Az, o w) = sgn(0) AT, - Tor)

fiir alle Permutationen o € Sy und alle x4, ...,z € R" gilt.

Aufgabe 9 (Multilineare Abbildungen). Sei k,n € N und Abb({l,...,n}* R) der R-
Vekotrraum aller Abbildungen von {1,...,n}* nach R (mit punktweiser Addition und punkt-
weiser Skalarmultiplikation).

(1) Zeigen Sie, dass ¢: Multy,(R",R) — Abb({1,...,n}* R) gegeben durch
O(A) (i1, ... ik) = Aleiy, ..., €)

ein Vektorraumisomorphismus ist.
Wir bezeichnen mit Symm, (R™ R) die Menge aller symmetrischen multilinearen Abbildun-
gen und mit Alt,(R™ R) die Menge aller alternierenden multilinearen Abbildungen.
(2) Zeigen Sie, dass Symm,(R", R) C Mult,(R", R) und Alt,(R",R) € Mult,(R", R)
lineare Unterrdume sind.
(3) Bestimmen Sie Basen von Multg(R™, R), Symm,(R™ R), Alty(R",R) und somit die

jeweiligen Dimensionen.

Aufgabe 10 (Lektiire). Es gibt neben dem in der Vorlesung gezeigten Beweises des Satz tiber
implizite Funktionen auch elementare Beweise, welche keine Fixpunkttheorie verwenden.
Lesen Sie hierzu [1].
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