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1. Kernaufgabe: Adaptive Methoden fiir steife Systeme

Aufgabenstellung

a) Implementieren Sie die Rosenbrock-Wanner Methoden der Ordnung 2 und 3. Es
sollen Funktionen row_2_step(f, Jf, yi, h) und row_3_step(f, Jf, yi, h) ge-
schrieben werden, die ausgehend vom Wert y;(¢;) genau einen Zeitschritt h der ent-
sprechenden Methode berechnen und die Propagierte y;11(¢; + h) zuriick geben.

Hinweis: Die Parameter sind im Template stiff _row_Template.py erklért.

b) Losen Sie die logistische Differentialgleichung:

(1) = () (1 —y(1))

mit dem Anfangswert y(0) = ¢ = 0.01 und A = 25 bis zum Zeitpunkt 7' = 2.
Benutzen Sie N = 100 Zeitschritte. Plotten Sie die numerischen Losungen y(t)goy
sowie die Fehler y(¢)goy — y(t) beider Methoden gegen die Zeit. Wie gross kann ) sein,
bevor der Fehler der ROW-2 Methode einen maximalen Wert von 0.05 iiberschreitet?
Verwenden Sie zudem die Methode solve_ivp aus scipy.integrate und vergleichen
Sie Thre numerische Losung und deren Approximationsfehler mit dem von solve_ivp.
Benutzen Sie fiir solve_ivp die Methoden 'RK45’ (default), 'Radau’, '"BDF’ und
"LSODA’.

c) Messen Sie die Konvergenzordnung beider Methoden. Benutzen Sie hierfiir obige
Gleichung und Anfangswerte mit A = 10. Wihlen Sie N = [24,...,2!?] und berech-
nen Sie den Fehler zum Endzeitpunkt T' = 2 gegeniiber der exakten Losung:

ce)\t

)= ———
y(®) 1—c+ ceM
Plotten Sie den Fehler gegen die Anzahl Schritte doppelt logarithmisch.

d) Implementieren Sie eine adaptive Strategie basierend auf den ROW-2 und ROW-3 Me-
thoden. Verwenden Sie als Fehlerschitzer die Norm:
gi := ||ly(ti)row-2 — y(ti)row-3||2

Wiéhlen Sie den initialen Zeitschritt als hg = T/(100 (|| f(yo)||2 +0.1)) und passen Sie
die Grosse des néchsten Zeitschritts durch Verkleinern (hj4q = %l) oder Vergrossern
(hj+1 = 11h3) an.

Bitte wenden!
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e) Testen Sie die Implementation wiederum an der logistischen Differentialgleichung
mit A = 50. Wie viele Zeitschritte werden insgesamt zur Losung benétigt? Plotten
Sie die numerische Losung y(t)apa sowie die Fehler y(¢)apa — y(t) gegen die Zeit.

f) Losen Sie das folgende gekoppelte System:
Jo(t) = —T6yo(t) — 25V3y1 (t)
i1(t) = —25V3yo(t) — 2631 (t)

mit Anfangswerten y9(0) = 1 und y;(0) = 1 bis zum Zeitpunkt 7" = 1 mit dem
adaptiven Verfahren und einer Anfangsschrittweite von h = 0.1, plotten Sie y(t).

g) Losen Sie die folgende sehr steife Gleichung:

§(t) = M2 (t)(1 = (1))

mit dem Anfangswert y(0) = 0.01 und A = 500. Plotten Sie die numerische Losung
y(t)apa sowie die Grosse der Zeitschritte gegen die Zeit. Wie viele Zeitschritte benstigt
dieses Verfahren und was ist der kleinste Zeitschritt? Wie viele Zeitschritte dieser
Grosse wiirde ein nicht-adapives Verfahren benotigen?

2. Broyden Verfahren

Schreiben Sie Code, der die Plots aus dem Beispiel 3.9.2 (Broyden-Quasi-Newton-Verfahren:
Konvergenz) und Beispiel 3.9.5 (Broyden-Verfahren fiir ein grosses nicht-lineares System), re-
produziert.

Implementieren Sie zusétzlich auch die teurere Version des Broyden-Verfahren und plotten Sie
diese ebenfalls.

Hinweis: Diese Aufgabe besitzt kein Template.



