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Serie 16

KORPERERWEITERUNGEN, MINIMALPOLYNOM UND ALGEBRAISCHE
ERWEITERUNGEN

Seien K und K, Zwischenkorper der endlichen Korpererweiterung L/K. Zeige:
Sind [K; /K] und [ K,/ K] teilerfremd, dann sind K und K linear disjunkt iiber K.

. Seien Kj und K, Zwischenkorper einer Korpererweiterung L/K. Gilt die Unglei-

chung [K Ks/K>] < [K;/K] allgemein im Sinne von Kardinalzahlen?

Seien K7 und K, Zwischenkorper einer Korpererweiterung L/K. Betrachte den
K-Vektorraum R := K| ®g K. Zeige:

(a) Es existiert genau eine K-bilineare Multiplikation R x R — R mit (x; ® x3) -
(Y1 ® y2) = T111 ® Xayo fiir alle xq,y; € K7 und x9,y € Ks. Diese macht R
zu einem kommutativen unitéren Ring.

(b) Es existiert genau einen Ringhomomorphismus ¢: R — L mit p(z1 ® 23) =
r1x9 fir alle 1 € K7 und x5 € K5. Sein Bild ist der von K; u Ky iiber K
erzeugte Unterring von L.

(¢) Sei nun L/K endlich und L = K;K5. Dann ist ¢ ein Isomorphismus genau
dann, wenn K; und K5 linear disjunkt {iber K sind.

Bestimme die Minimalpolynome der folgenden komplexen Zahlen iiber Q:

(a) V2 + /5.

(b) V3 —3.

(c) /5 + /5i.
Stelle fiir &« = v/ —3 + /12 die folgenden Zahlen als Polynom in o von moglichst
kleinem Grad dar:

(a) (&®+1)(a® —a+4).
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(b) Zzrart:

Sei a € Q eine rationale Zahl. Beweise, dass die Zahlen cos(ar) und sin(am)
algebraisch sind.

Sei L/K eine Korpererweiterung und seien «, 3 € L. Zeige: a und [ sind genau
dann algebraisch iiber K, wenn o +  und « - 8 algebraisch iiber K sind.

Zeige: Eine Korpererweiterung ist endlich genau dann, wenn sie endlich erzeugt
und algebraisch ist.



