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Separable und normale Körpererweiterungen

1. Sei K ein Körper der Charakteristik p ą 0, und sei L{K eine endliche Körperer-
weiterung. Zeige: Ist rL{Ks teilerfremd zu p, so ist L{K separabel.

2. Zeige: Ein Körper K ist genau dann perfekt, wenn jede algebraische Erweiterung
von K separabel ist.

3. Zeige: Für jeden algebraischen Körperturm M{L{K ist M{K genau dann separa-
bel, wenn M{L und L{K separabel sind.

*4. Betrachte eine algebraische Körpererweiterung L{K und setze

L1 :“ ta P L | a separabel über Ku.

Zeige:

(a) L1 ist der eindeutige grösste Zwischenkörper von L{K, welcher separabel über
K ist.

(b) Ist L1 ­“ L, so ist p :“ charpKq ą 0 und für jedes a P L existiert ein r ě 0
mit ap

r
P L1. (Man nennt L{L1 dann rein inseparabel.)

(c) Ist L algebraisch abgeschlossen, so ist jede separable algebraische Körperer-
weiterung von L1 trivial. (Man nennt L1 dann separabel abgeschlossen.)

5. Finde ein primitives Element der Erweiterung L von K in den folgenden Fällen:

(a) K “ Q und L “ Qp 4
?

2, iq.

(b) K “ Q und L “ Qp
?

2, 3
?

2q.

(c) K “ Cpt, uq mit t, u algebraisch unabhängig über C und L “ Kpα, βq, wobei
α eine Nullstelle des Polynoms Xn ´ t und β eine Nullstelle von Xm ´ u ist.

6. Ist für folgendes α P R die Körpererweiterung Qpαq{Q normal? Falls nicht, be-
stimme eine normale Hülle.

(a) α “
a

2`
?

2

(b) α “
a

1`
?

3

*7. Sei L Ă C der Körper der über Q mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen.
Zeige, dass L{Q eine normale Erweiterung ist.
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*8. Für jede ganze Zahl n ě 0 nimm den rationalen Funktionenkörper in einer Varia-
blen Kn :“ Cptnq und betrachte Kn`1 als Körpererweiterung von Kn über C via
der Identifikation tn “ t2n`1 ´ 2.

(a) Für welche n ě 0 ist die Erweiterung Kn{K0 normal?

(b) Bestimme für alle n ě 0 eine normale Hülle von Kn über K0.
(Hinweis: Untersuche die Körper Ln :“ Cpsnqmit sn`s

´1
n “ tn und vergleiche

jedes Ln mit Ln`1 als Erweiterung von Kn.)
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