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Faltung (Convolution). Seien p,q € [1,00] und f € LP(R) und g € L(R). Dann definiert
man die Faltung

(fxg)(x) = /Rg(x —t)f(t)dt.

Korollar 4.3.4 besagt, dass f * g fast iiberall wohldefiniert ist, f x g € L"(R) fir r € [1, 00]
mit %%—%zl—l—%,und

1f gl < 1l llgllq -
Proposition 4.3.6. ist ein Indiz die Nitzlichkeit von Konvolutionen als ” Glattmacher”: Falls
f € C(R") und g € L'(R"), so ist f x g € C(R™). D.h. obwohl g nicht unbedingt stetig
ist, wird f * ¢ stetig durch f. Durch geschickte Wahl von Funktionen f, € C.(R™) erreicht
man f, x g — g wenn n — 0o. Dies liefert dann eine Approximation von g durch stetige
Funktionen.
In der ersten Aufgabe betrachten wir den Fall r = cc.

Aufgabe 12.1.

Seien f € L’(R) und g € L(R), fiir p und ¢ in (1, 00) und %—{—% = 1. Zeige, dass die Faltung
f = g eine stetige Funktion auf R ist. Zeige weiter, dass f * g im Unendlichen gegen 0 geht,
d.h. dass fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass

sup |(f +g)(@)| < .
|z|>d

Hinweis: Approximiere f und g mit Funktionen in Cj.

Hints:

(i)Da der Raum C§(R) der stetigen Funktionen mit kompaktem Support sowohl in LP(R)
als auch in LY(R) dicht liegt, gibt es fiir jedes € > 0 ein . € CQ(R) und ¢. € CJ(R)
sodass

If=tellpy <& and  lg=oclly < e.

(ii)Sei 0 € CO(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Support. Zeige:

k—0

lim/R}G(y—i—k)—H(y)‘dy =0.

(iii)Seien ¢ und v in CQ(R). Zeige, dass 1) * ¢ € CQ(R). Dafiir ist (ii) niitzlich.

(iv)Wende nun (iii) auf V. und ¢. an, um die Aufgabe zu losen. Folgende Identitdt ist
dabei nutzlich:

J*g — Yexo. = (f_ws)*g+ws*(g_¢e)-

Aufgabe 12.2.
Sei f € LP(R, \), wobei A das Lebesgue Mass bezeichnet. Zeige folgende Gleichung mit Hilfe
von Fubini’s Theorem:
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Hinweis: |f(;p)|p — ()‘f(x)lpypildy

Bemerkung: Vergleiche mit Aufgabe 9.1. Im Gegensatz zu damals konnen wir nun Fubini
direkt anwenden.

Aufgabe 12.3.
Definiere f : [0,1]*> — R durch

Y2, falls 0 <z <y < 1,
flr,y) =< —272, fallsO<y<z<l1,
0, sonst.

Ist diese Funktion summierbar beziiglich des Lebesguemasses?

Hint: Das gleiche Theorem wie in 12.2. kann helfen...

Aufgabe 12.4.
Satz von Marcinkiewicz

(a) Sei F' C [0,1] eine abgeschlossene Menge und dp(z) = inf{|y — z|;y € F}. Zeige mit
Fubini, dass
1 A
(SF(Z)
/0 m dz < oo
fiir alle A > 0 und fast jedes z € F

(b) Seien F' C R abgeschlossen und f > 0 integrierbar auf dem Komplement von F. Zeige:
Fiir jedes A > 0 ist die Funktion

:zc»—>/’$_z|1+A z)dz

summierbar auf F
Hinweis: Zeige, dass dg(x) = 0 dquivalent ist zu x € F, falls F' abgeschlossen ist.
Hints:

eDa 0p(2) =0 fir z € F, folgt

—— = —dzd dzdz .
// |$—Z|1+A S //[01]\F|$—Z|1+A o

e Verwende als nachstes Fubini.

eBemerke, dass |v — z| > 6p(z) > 0 fir z € [0,1]\ F und alle v € F. Verwende das, um
das Doppelintegral von oben abzuschdtzen.

e Folgere das Resultat (a).
o(b) geht analog.
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Minkowski’s Ungleichung Die Minkowski Ungleichung ist nichts anderes als die Dreieck-
sungleichung fiir die LP-Norm. Dank ihr ist die LP-"Norm” wirklich eine Norm.

Aufgabe 12.5.
In dieser Aufgabe beweisen wir eine Integral-Version von Minkowski’s Ungleichung, welche

diejenige aus der Vorlesung verallgemeinert. Es seinen p, v Radon-Masse auf R* und R! fiir
den Rest der Aufgabe.

(a) Es sei p € [1,400] gegeben und % + % = 1. Zudem sei f € LP(R*, u). Zeige, dass gilt:

Sup{/kf-gdu \ g€ LYRF ), |lgllze < 1} = |||z
R

(b) Falls f wie oben zudem nicht-negativ ist, d.h. f > 0, zeige, dass es reicht, das Supremum
iiber alle g > 0 wie oben zu nehmen.

(c) Es sei I : R x Rl — R messbar beziiglich u x v. Ferner sei p € [1, +o0o[. Zeige, dass gilt:

(/Rl ( . |F(z,y) |du(x)>pdy(y)>fl’ < /Rk ( i !F(x,y)lpdu(y));du(x),

Dies ist die Integral-Version der Minkowski Ungleichung.
(d) Formuliere und beweise eine Version der Ungleichung im Fall p = +o0.

(e) Die gleiche Ungleichung gilt, wenn R* durch eine endliche Menge mit Zidhlmass v er-
setzt wird. Nutze die Integral-Version der Minkowski Ungleichung in diesem Fall um die
Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm zu beweisen.

Hints:
(a)Fiir 7<” benutze Hélder. Fir ">7” wdhle ein geeignetes g. Die Wahl von g wird von

p abhdngen. FEs macht Sinn, die Falle p = 1, p = oo und 1 < p < 0o getrennt zu
betrachten.

(b) Dreiecksungleichung!
(c)O.b.d.A. sei F > 0. Uberlege dir, weshalb die Ausdriicke alle wohldefiniert sind. Auf

der linken Seite steht
| [ Feaue)
Rk

Verwende nun (a). Fubini kann wieder eine Hilfe sein.

7

(d)Die gesuchte Ungleichung ist:

H /}Rk F(z, -)du(as)HLm < /Rk |F (2, ) || oo dps(z).
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