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Borelmass

Ein Mass i auf R™ heisst Borelmass, falls jede Borelmenge p-messbar ist. Ein Borelmass
i heisst (Borel-)regulér, falls fiir jede Menge A C R" eine Borelmenge B C R" existiert
mit A C B und u(A) = pu(B). Ein Borelmass u heisst Radonmass, falls es Borel-regulér
ist und jede kompakte Menge K C R" endliches Mass hat: pu(K) < oc.

Bemerkungen:

1. Die Definitionen kénnen auf Masse auf beliebigen Hausdorffraumen verallgemeinert
werden.

2. Ein Mass p auf R™ heisst lokal endlich, falls fiir jedes € R™ eine offene Umgebung
U, existiert mit u(U,) < oco. Ein reglares Borelmass u ist ein Radonmass genau dann
wenn g lokal endlich ist. (Der Beweis folgt.)

3. Warnung: In der Literatur findet man unterschiedliche Definitionen fiir all diese
Begriffe. Zum Beispiel wird fiir ein Borelmass manchmal lokale Endlichkeit verlangt.
Man sollte also immer tiberpriifen, welche Definitionen verwendet werden.

Lasst uns nun die Behauptung in der zweiten Bemerkung beweisen. Angenommen g ist ein
Radonmass. Fir z € R" betrachte den offenen Ball Bi(x) und den abgeschlossenen Ball
Bi(z) um z. Es gilt:

p(Bi(z)) < p(By(x)) < o0,

weil Bj(x) kompakt ist und p ein Radonmass ist. Also ist p lokal endlich. Nehmen wir
nun an, dass p ein lokal endliches regulares Borelmass ist. Sei K C R"™ kompakt. Fiir
jedes © € K existiert eine offene Umgebung U, mit pu(U,) < co. {U,}rex ist eine offene
Uberdeckung von K. Wegen Kompaktheit von K existieren endlich viele 1, ..., z, € K,
sodass K C U,, U---UU,,. Es folgt

p(K) < 37 plUs,) < oo.
i=1
Also ist p ein Radonmass.

In Aufgabe 1 werdet ihr Beispiele von Radon- und ”Nicht-Radon” massen sehen:

Aufgabe 6.1.
Beweise die folgenden Aussagen.

(a) L™, Ap sind Radonmasse auf R", beziehungsweise R.
(b) H?® fiir s < n ist kein Radonmass, fiir s > n aber schon ein Radonmass.

(c) Falls p ein Radonmass ist, A C R™ p-messbar, so ist auch gL A mit
(WL A)(B) :=u(AnB),BCR"

ein Radonmass.
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Hints: Corollary 1.8.14, Theorem 1.6.4 und Theorem 1.7.3 im Skript besagen, dass L™, Ap
und H?® Borel-requlire Masse sind. Insbesondere ist H® Borel-requlir fir s < n, aber (wie
ihr in (b) zeigt), kein Radonmass.

(a) Kompakte Mengen in R™ sind beschrdnkt.
Betrachte das Lebesgue-Stieltje-Mass auf Bdallen.

(b) Verwende, dass fiir messbare A C R™ die Gleichheit L"(A) = C,H"(A) gilt. Hier ist
C, > 0 eine Konstante. Verwende Aufgabe 4.4.

(¢c) Um Borel-Regularitit zu zeigen, muss man fir jedes B C R™ eine Borelmenge E finden
mit BC E und (ul A)(B) = (uL A)(E). Nutze dafiir die Borel-Regularitit von u fiir
die Mengen AN B und B\A.

In der nachsten Aufgabe zeigt ihr, dass Borel-Mengen beziiglich eines Radon-Masses durch
offene Mengen ”approximiert” werden konnen.

Aufgabe 6.2.
Das Ziel dieser Aufgabe ist es, das Lemma 1.8.3 aus dem Skript zu beweisen:

Lemma. Sei i ein Radon-Mass auf R™. Dann gilt fiir alle Borel-Mengen B C R":
Ve > 0,3G offen, B C G:,u(G\B) <e

(a) Beweise, dass jede abgeschlossene Menge F' in R" sich als abzdhlbarer Durchschnitt
offener Mengen, die F' enthalten, schreiben lasst.

(b) Unter Verwendung der Tatsache, dass R" eine abzéhlbare Vereinigung kompakter Men-
gen ist, folgere, dass es reicht das Lemma fiir ;4 ein endliches Radon-Mass zu beweisen. Nutze
Restriktionen von g auf kompakte Teilmengen.

(c) Definiere:
A:={BCR"|Ve>0,3G offen, BC G : (G \ B) <¢}

Bemerke, dass alle offenen Mengen in A liegen. Zeige, dass A unter abzahlbaren Vereini-
gungen abgeschlossen ist.

(d) Priife, dass A abgeschlossen unter abzéhlbaren Durchschnitten ist.

(e) Definiere A" := {B C R" | B € Aund B® € A}. Folgere aus den bisherigen Schrit-
ten, dass A’ eine o-Algebra ist, welche alle Borel-Mengen enthélt. Folgere die gewiinschte
Aussage.

Hints:

(a) Es kann hilfreich sein, den Abstand zwischen einer Menge und einem Punkt zu verwen-
den: Fir eine Menge A C R™ und einen Punkt x € R™ definiert man den Abstand von
A zu x als

d(xz,A) = inf{d(z,a)la € A}.
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Hier verwenden wir z.B. die euklidsche Metrik d auf R". Fin Kandidat fiir eine Umge-

bung von A ist dann
{z e R"|d(z, A) < €}

fir ein e > 0.

(b) Wir nehmen an, dass das Lemma bereits fiir endliche Radonmasse gezeigt ist. Sei p ein
beliebiges Radonmass. Wir wollen zeigen, dass das Lemma auch fiir u gilt. Betrachte
dazu pu, == pl B,(0). Ist das ein endliches Radonmass? Wenn ja, so kénnen wir das
Lemma auf p, anwenden!

Messbare Funktionen

In den restlichen Aufgaben geht es um messbare Funktionen. Sei p ein Mass auf R™ und
2 C R" eine p-messbare Teilmenge. Dann heisst eine Funktion f: 2 — R p-messbar,
falls Urbilder von Borelmengen p-messbar sind. Die néchste Aufgabe gibt uns dquivalente
Definitionen.

Aufgabe 6.3.
Sei f:Q CR" — R. Zeige, dass folgende drei Aussagen aquivalent sind:

i)f~1(U) ist g-messbar fiir jedes offene U C R
ii) f~}(B) ist p-messbar fiir jede Borelmenge B C R.
iii) f~1(] — 0o, a[) ist u-messbar fiir jedes a € R.

Hints: Fiir (i) = (i1) gibt es einen eleganten Weg. Die Borel o-Algebra B ist generiert durch
die offenen Mengen. Finde eine geeignete o-Algebra A, welche dank (i) die offenen Mengen
enthdlt, und dessen Folgerung, dass A 2 B, genau (i) gibt.

Die Aufgaben 6.4 und 6.5 sind durch Verwendung der Definitionen und der Grundeigen-
schaften in Theorem 2.2.4 zu losen. Wir gehen nun genauer auf messbare Funktionen
beziiglich Borelmassen ein.

Wenn g ein Borelmass auf R” ist, so ist jede stetige Funktion f: 2 — R p-messbar. Wieso?
Urbilder von offenen Mengen unter f sind offen in €2. Konkret ist also fiir jedes offene V' C R
das Urbild von der Form f~1(V) = QNU fiir ein offenes U C R™. Nach Voraussetzung ist
p-messbar. U ist p-messbar, weil p ein Borelmass und U offen ist. Deshalb ist auch QN U
p-messbar. Es folgt nun aus der Charakterisierung in Aufgabe 6.3., dass f u-messbar ist.

Grundsatzlich sollte eine Verdnderung von f, die nur auf einer p-Nullmenge stattfindet, die
p~Messbarkeit von f nicht verlieren. (Die ganzen Begriffe in Mass und Integral sollten sich
grundsétzlich nicht um Nullmengen kiimmern.) In der nidchsten Aufgabe zeigt ihr, dass eine
p-fast iiberall stetige Funktion tatsachlich immer noch messbar ist:

Aufgabe 6.4.
Sei u ein Borelmass auf R und f: [a,b] — R p-fast tiberall stetig (d. h. die Menge der
Unstetigkeitspunkte von f ist eine p-Nullmenge). Zeige, dass f p-messbar ist.
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Hints: p-Nullmengen sind immer p-messbar! Insbesondere ist die Menge
N :={x € [a,b]|f ist nicht stetig in x}

-messbar.

Obwohl die letzte Aufgabe abschreckend wirkt (man muss etwas fiir alle monotonen Funktio-
nen zeigen), ist die Losung nur eine Zeile! Nebenbei ist es auch ein sehr niitzliches Resultat!
Das sollte geniigend Motivation sein, diese Aufgabe zu losen:

Aufgabe 6.5.
Sei p ein Borelmass auf R. Zeige, dass jede monotone Funktion f: [a,b] — R p-messbar ist.
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